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Capitolo 1
Il teorema della varieta stabile

Con il metodo delle forme normali e con il teorema di Siegel abbiamo ottenuto,
almeno in certi casi, una descrizione della dinamica nell’intorno di un punto
di equilibrio. Siamo ora interessati alla dinamica piu in grande, in particolare
a quello che succede quando le soluzioni escono da un intorno di un punto
di equilibrio. Uno strumento utile a questo scopo e il teorema della varieta
stabile: esso infatti, pur essendo basato su argomenti “locali”, cioe ambientato
in un intorno del punto di equilibrio, permette di costruire degli oggetti, le
varieta stabile ed instabile, che possono essere estesi ad oggetti globalmente

infiniti.
Consideriamo un sistema di equazioni differenziali
&= Ax 4+ v(x) (1.1)

e sia ¢'(x) il flusso corrispondente.

Definizione 1.1. L’insieme
Wti={zeR": ¢'(z) - 0,t— +oo}

si dice varieta stabile dell’origine.

Osservazione 1.2. A priori tale insieme puo essere vuoto, ed anche se non

lo fosse non e per nulla automatico che sia una varieta.



Il teorema della varieta stabile

Il teorema della varieta stabile garantisce proprio che W sia una varieta

con una certa regolarita e dimensione.

Esempio 1. Consideriamo il repulsore armonico
r=x, x€lR.

Questo si trasforma subito in

il cui ritratto di fase ¢

T— Y

/\

E immediato verificare che tutte le soluzioni tendono all’infinito tranne

quelle con dati iniziali sulla retta x = —y.



Il teorema della varieta stabile

In questo caso ¢ possibile introdurre le coordinate

r+y

V2
NG

{éz—g
n=rn

nelle quali la varieta stabile assume la semplice forma 7 = 0.

&=

&
<

che riducono 'equazione a

E chiaro che in questo esempio esiste un altro sottospazio particolare,
ciot il sottospazio & = 0 che ¢ caratterizzato dalla proprieta ¢'(z) — 0 per

t — —o0. Questo suggerisce di porre la seguente

Definizione 1.3. L’insieme
W-i={zeR": ¢'(z) - 0,t— —o0}

si dice varieta instabile dell’origine.

Esempio 2. Consideriamo il pendolo
r=—sinz, x€R

il cul ritratto di fase e
-7 W

Il punto di equilibrio O non ¢ né una varieta stabile né una varieta in-

stabile. La varieta instabile del punto di equilibrio x = —m, che coincide con
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Il teorema della varieta stabile

la varieta stabile del punto x = m, e costituita dalla separatrice tra i moti
di oscillazione attorno a zero e i moti di rotazione (con velocita positiva).

Similmente per la varieta stabile di —, che coincide con la varieta instabile

di 7.

Si consideri un sistema lineare della forma
T = Ax (1.2)

e si assuma per semplicita che A sia diagonalizzabile ed abbia solo autovalori
con parte reale diversa da zero. Si ha allora uno spezzamento di R" in due

sottospazi invarianti per A,
Rn — E+ @ E_7

con la proprieta che A|g, abbia solo autovalori con parte reale negativa e

Alg_ abbia solo autovalori con parte reale positiva.

A (4 0
0 A

e, scrivendo x = (x4, z_), si ha

Ax = ( A+ > :
A_x_

I due sottospazi F; e E_ sono anche invarianti per il sistema (1.2) e la

Risulta allora

soluzione si puo quindi scrivere nella forma

A

.T+(t) =€ +tx+,07

r_(t) =etta_y.

)

(1.3)

Inoltre, dato che gli autovalori di A, hanno tutti parte reale negativa, si

ha chiaramente che x,(t) — 0 per t — 400, e analogamente z_(t) — 0 per
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t — —oo. Piu precisamente valgono le due stime

ety o] < Ce™Ha o] >0, (1.4)
led~tr_o| < Ce’Ya_o| t<0. '

In tal caso si ha dunque che la varieta stabile coincide con E, ed ¢ un
sottospazio lineare, mentre la varieta instabile coincide con E_ ed e anch’essa
un sottospazio lineare. Per ovvie ragioni E, e E_ sono detti rispettivamente

spazio stabile e spazio instabile.

Osservazione 1.4. Se A possiede anche autovalori con parte reale nulla e
ancora possibile definire E, (E_) come il sottospazio generato dagli autospa-
zi corrispondenti ad autovalori con parte reale negativa (positiva), ma non
risulta piu R" = B, @ E_.

Definizione 1.5. Il punto di equilibrio O del sistema (1.1) si dice iperbolico

se tutti gli autovalori di A hanno parte reale diversa da zero.

Nella discussione sopra abbiamo assunto la diagonalizzabilita di A ma,

utilizzando la forma normale di Jordan, & possibile dimostrare la seguente

Proposizione 1.6. Sia O un punto fisso iperbolico. Allora esiste una decom-
posizione di R™ come R = E, @ E_ 3 (x4, x_) in modo che valgano le stime
(1.4).

In quanto segue le stime (1.4) costituiscono uno strumento che utilizzere-
MO SPesso.

Assumiamo che O sia un punto fisso iperbolico, introduciamo in R” la
norma data da

]l = N T+ el

e indichiamo con By la palla di raggio R con centro nell’origine. Definiamo

quindi la varieta stabile locale.

Definizione 1.7.

WH(Bg):={z€Br: ¢" —0,t— +oo}



Il teorema della varieta stabile

si dice varieta stabile locale.
Dimostreremo il seguente

Teorema 1.8. Si consideri il sistema (1.1), si assuma che O sia un punto
fisso iperbolico, che v sia di classe €' e abbia uno zero del secondo ordine e
sia k la dimensione di E. Allora, purché R sia abbastanza piccolo, W+ (Bg)

¢ una varieta di classe €' tangente nell’origine a E .

Precisamente mostreremo che W*(Bg) ha equazione (z*,h(z™)), dove
h:E, — E_ ¢ funzione di classe ¢ che soddisfa a h(0) = dh(0) = 0.

La dimostrazione e una semplice applicazione del teorema della funzione
implicita in spazi di Banach.

Prima di entrare nel cuore della dimostrazione conviene “localizzare” il
sistema, cioe modificarlo fuori da un intorno dell’origine in modo da eliminare
problemi legati al comportamento di v all’infinito.

Sia quindi ¥ : R — R" una funzione € con supporto contenuto in
(—2,2) e tale che x(s) = 1se |s] < 1.

x(s)

— e ———
v

Si definisca inoltre
o(z) = v(z) x([|z])-

Allora v(z) coincide con v(x) se ||z]| < 1; inoltre ¢ € e a supporto compatto

contenuto in ||z|| < 2. Quindi le soluzioni del sistema
&= Ax 4+ v(x), (1.5)
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Il teorema della varieta stabile

con la proprieta ||z(t)|| < 1, sono anche soluzioni di (1.1) e viceversa (cioe,

finché resto nella palla unitaria, una soluzione di (1.5) ¢ anche soluzione di

(1.1)).

E chiaro che ¥ & globalmente limitata assieme a tutte le sue derivate;

inoltre esistono ¢y, ¢y tali che

~ 2
[0(@)[] < el

_ € R". (1.6)
[do(z)]| < cof|]

Dimostreremo il teorema (1.8) per il sistema (1.5). Quindi d’ora in poi par-
leremo solo (fino alla fine della dimostrazione) del sistema (1.5) e quindi, per
semplicita, ometteremo la tilde da v. Denoteremo con P : R" — E, la proie-
zione su E, e con ) : R® — E_ la proiezione su F_. Inoltre identificheremo

E, e E_ con i corrispondenti sottospazi in R".

Lemma 1.9. Sia x(t) una soluzione di (1.5) limitata, cioé tale che
lz(t)| < C, vt > 0.

Allora x(t) soddisfa all’equazione integrale

z(t) = e+ Px(0) + /0 eI Py(x(s)) ds — /t N e A= Qu(x(s)) ds;
(1.7)

viceversa, ogni soluzione di (1.7) é una soluzione limitata di (1.5).

Dimostrazione. Dalla formula di variazione delle costanti arbitrarie, una so-
luzione di (1.5) soddisfa a

Proiettando su E, ed E_ si ha
Px(t) =2, () = ™ Pa(0) +

Qz(t) = 2_(t) = - Q z(0) +
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Applicando e~*4- alla seconda di tali equazioni si ha

t
e -z_(t) = Qx(0) + / e =Qu(x(s)) ds.
0
Dalle stime (1.4) si deduce che il lato sinistro ¢ minore di
Ce™laz_(t)| < Ce™, >0

e quindi tende a zero per t — +00. Segue che 'integrale converge e si ha

Qz(0) = _/o Ooe_SA*Q v(z(s)) ds.

Sostituendo in (1.8) si ha

Qu(t) =— /t+00 D= Qu(x(s)) ds.

Osservando che z(t) = Pz(t) + Q x(t), si ottiene la formula (1.7).
Viceversa, sia x(t) soluzione di (1.7). Allora ¢ facile verificare che & limi-
tata.
A questo punto ¢ elementare ripercorrere a ritroso la deduzione di (1.7)

per mostrare che z(t) soddisfa 1’equazione originale. ]

Dati £ € E, e una funzione continua e limitata z : R™ — R™ utilizziamo

(1.7) per introdurre 'operatore integrale

T: E, x ¢RYR") — ¢[R"R"
€ z) — y=T(, )

definito da

y(t) = e+ ¢ + /t e =94 Py(a(s)) ds — /%0 e=-Qu(z(s)) ds.

0

Ci proponiamo ora di utilizzare il teorema della funzione implicita per risol-
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vere, per £ abbastanza piccolo, I'equazione
r=T(, ), (1.9)

definendo cosi una mappa & — z¢(t) che ad ogni £ nello spazio stabile associa
una soluzione limitata. La funzione h che definisce la varieta stabile sara allora
definita da h(€) := Q 2¢(0). Nel seguito studieremo le proprieta.

In realta e possibile ottenere un’informazione piu precisa introducendo lo
spazio di Banach C', definito come segue: sia A > 0 fissato, allora x € C) se
z € €([0,+00],R") e

sup ||z (t)]| e < oo.
t>0
Tale spazio diviene di Banach definendo la norma

el = sup [l(e) . (1.10)

Teorema 1.10. Sia A < 0. Allora esiste un intorno dell’origine in E, su cui
¢ definita una funzione di classe € & — g(€£) € Cy che risolve (1.9), cioé

tale che

9(§) =T, 9())-

Dimostrazione. Per applicare il teorema della funzione implicita a (1.9) dob-
biamo mostrare che 'operatore T' ¢ di classe ¢! in un intorno dell’origine.
Sappiamo poi che la coppia & = 0, x = 0 risolve ’equazione e mostreremo
che d,T(§,x) = 0 per x = £ = 0, e quindi 1 — d7T°(0,0) & un isomorfismo.
L’applicazione del teorema della funzione implicita da il risultato.

Per mostrare che T ¢ di classe €' osserviamo che

T z)=T1(§) + Ty 0 T5(x) — Ty o T(x), (1.11)

10



Il teorema della varieta stabile

dove T4, Ty, T3, T, sono definiti da
y="Ti(z) <= y(t) =e™'¢
t
y="T(z) <= y(t) = / =94+ P y(s) ds
0

y="Ts(x) = y(t) =v(x(t))
400
y="Tyz) <= y(t) = / e(t_S)A*Qx(s) ds.

t

Per dimostrare la regolarita di 7" bastera quindi dimostrare la regolarita

di Ty, T, T3, Ty. A tal fine si osservi che Ty, To e T, sono operatori linea-

[T

dimostrare:

1. Sia y = T1(§). Allora
I3, = llyll, = sup e¥[je || < O sup e™*e|ig|| = O]l
>0 >0

che ¢ la limitatezza di T}.

2. Sia y = Ty(x). Allora

t
L)), = sup / (=944 p o (5) ds | <
t>0 0
t
< sup [ eI a() dse <
t>0 Jo
t
S sup/ e_"(t_s)CH:UH)\e_)‘Se)‘tds:
t>0 Jo
t
= OHLUH)\ sup/ e (0= (t=s) 7o —
t>0 Jo
1
— Ollzll sup | ——— (1 — =@Mt p=(e=Nt | <
el sup [ 25 ( o] <
< 9
- o=\ A?

che ¢ la limitatezza di T5.

11



Il teorema della varieta stabile

3. Sia y = Ty(x). Allora

+o0
7o), = supe| [ el Qu(s)ds| <
t>0 t
+o0
< supeM Cel=97||x(s)| ds <
t>0 t
+o0
< supeM Ce'=9||z||, ds =
t>0 t
—(o+A)t
—  sup CelrtVEE zll =
tzg) o+ A 11l
C
= el

che ¢ la limitatezza di T}.

Ci occupiamo infine di T3. Osserviamo innanzitutto che T3 mappa C in

se stesso. Si ha infatti

ITs(x)lly = sup lo(z(®)]le* <

IN

sup Cila ()2 <
t>0

sup Che M|z 3eM =
>0

IA

= Gzl

Per dimostrare la derivabilita dobbiamo dimostrare che Va € C), esiste un

operatore lineare A, limitato tale che
[T5(2 + h) = Ta(x) — Aol = o([[A]]); (1.12)
con h € C) abbastanza piccolo. Affermiamo che tale operatore ¢ definito da
y=»~MNh = yt)=1"(z(t)h(t).

Tale operatore ¢ ovviamente limitato poiché v e globalmente limitato. Verifi-

12



Il teorema della varieta stabile

chiamo (1.12). Si ha

[Ts(x +h) = Ts(x) = Aol =

= sup M o(z(t) + h(t)) — v(z(t) — o' (z(t)) h(t)]| < (1.13)

<sup M C[[n(t)|)* = C||A]3,
t>0

dove si e usata la stima di Lagrange per il resto nella formula di Taylor (per
v:R" — R") e il fatto che la derivata seconda di v ¢ globalmente limitata.
Dalla (1.13) segue immediatamente la (1.12). Abbiamo quindi dimostrato che
T : E, x C\ — Cy ¢ un’applicazione di classe €.

Dobbiamo ora calcolare la derivata rispetto ad x di T'(§, z). Dalla (1.11),
usando la linearita di 15, T e la formula di derivata di funzione di funzione
si ha

d,T (&, x0) = Ty 0 d,T5(xg) — Ty o dTs(x0);

d’altra parte e gia stato mostrato che
[do T3 (o) k] (£) = ' (wo(1)) h(2),
da cui, poiché v'(0) = 0, si ha immediatamente

2T (€0, 70)|z9=0 = 0.

I1 teorema della funzione implicita applicato a F(§,z) = = — T(&,x) da il

risultato. O]

E possibile mostrare che se v e di classe " allora anche g ¢ di classe €.
A tale scopo e necessario far vedere che 'operatore T3 definito durante la
dimostrazione e di classe €". Cio € un filo complicato e non ci addentreremo

qui in tale dimostrazione solo tecnica.

Dimostrazione del teorema (1.8). Sia g : Ey — C) la mappa la cui esistenza

13



Il teorema della varieta stabile

¢ garantita dal teorema (1.10). Allora definiamo la funzione
h:FE, — FE_
(&) == Qg(£)(0)].

Mostriamo che h ¢ differenziabile: si fissi € e si definisca b/ (£)k = Q [¢'(£)k] (0),
dove ¢'(§)k € C) rappresenta la derivata di ¢ in direzione k. Mostriamo che
R'(&) e la derivata di h in €. Si ha

|A(§ + k) = h(&) — W( k| =
= Q[g9(§ + )] (0) = Q[g(£)] (0) = Q[g'(E)E] (0)]| <
< Collg(§+h) —g(&) — g Ok,

dove Cg ¢ la norma di (), ma l'ultima quantita e o(k) per la differenziabilita
dig.
Infine mostriamo che A'(0) = 0. Cio segue dalla formula per la derivata

della funzione implicita, secondo cui (con ovvi simboli)

oT\ ' ar
wo-(1-5) %

ma 4L(0,0) = 0 e quindi
dg(0) = ™' B, — B,

da cuil
dh(0)k = Qdg(0)|;=ok = Qk =0 Vk € E,.
0

In modo completamente identico si mostra l'esistenza della varieta insta-

bile locale.

Osservazione 1.11. E possibile mostrare che se v ¢ di classe " allora anche

h ¢ di classe €.

14



Il teorema della varieta stabile

Osservazione 1.12. Poiché E_ ¢ il piano tangente nell’origine a W, risulta

che la dimensione di W coincide con la dimensione di F, .

Osservazione 1.13. E possibile dimostrare che le varieta stabile ed instabile
esistono ed hanno le stesse proprieta qui ottenute anche quando zero non e
un punto fisso iperbolico. In tal caso si puo anche dimostrare 'esistenza della
varieta centro, che pero risulta non essere unica ed in generale essere meno

regolare del campo vettoriale.

Dimostrata I’esistenza locale della varieta stabile e possibile estenderla ad

oggetti globalmente definiti usando la proprieta di invarianza sotto il flusso.

Lemma 1.14. Si ha
W= Je (W (Bg)). (1.14)

t>0

Dimostrazione. Sia x € W*. Allora, poiché ¢'(z) — 0, esiste ¢ tale che

g0t<l’) € Bp = QOf(ZE) € W+(BR),
cioe x appartiene al lato destro di (1.14).

L’affermazione inversa ¢ immediata. O

Corollario 1.15. W™ ¢ una varieta differenziabile di classe €" avente di-

mensione uguale alla dimensione di E .

Siamo ora interessati a studiare una famiglia di equazioni differenziali
T = fu(z), ze€R" ae AcCRF

dove a & un parametro k-dimensionale e si assumera che O € A e che f
dipenda con regolarita da a. Assumendo che per a = 0 il sistema abbia un

punto fisso iperbolico vale il seguente

Teorema 1.16. Se f ¢ di classe €' in (a,z), allora esiste un intorno U di

zero in R* tale che Ya € U il sistema

T = fa(‘r)

15



Il teorema della varieta stabile

ha un punto fisso iperbolico x, che dipende in modo €* da a.

Inoltre, indicate con WE(Bg) le varieta stabile ed instabile di x,, si ha che
tali varieta dipendono in modo €' da a. Piu precisamente, esiste un isomor-
fismo di Bg in sé che mappa W (Bg) in Wi (Bgr); inoltre tale isomorfismo

dipende in modo €" da a.

La dimostrazione ¢ una piccola variante della dimostrazione del teorema
(1.8) ed ¢ lasciata al lettore.
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Capitolo 2
Mappe e flussi

Si consideri un sistema di equazioni differenziali
t=f(x) zeM (2.1)

il cui flusso sia ¢! : M — M, e supponiamo di essere interessati al comporta-
mento delle soluzioni solo ai tempi tq, 2ty, 3to, . . ., kty, dove tg € un qualunque

tempo fissato. Allora, dalle proprieta di gruppo di ¢, segue

¢2t0 — ¢t0 o ¢to, ¢3t0 — ¢t0 o ¢t0 o ¢t0

G = ¢l o. 06",
N————

nwvolte

cioe I'evoluta al tempo nty si trova applicando n volte la mappa ¢ al dato
iniziale.
E abbastanza chiaro che il comportamento della successione {z}} definita

da un certo dato iniziale zo tramite la relazione
Tp+1 = gbto(l’k) k’ Z 0

contiene molte delle caratteristiche delle soluzioni del sistema (2.1).

Abbiamo capito come lo studio della dinamica di un sistema di equazioni

17



Mappe e flussi

differenziali conduca in modo naturale allo studio delle iterate di una mappa.
D’ora in poi ci occuperemo quasi esclusivamente dello studio delle iterate di

una mappa.

Esempio 3. Sia
i = Ax (2.2)

un sistema lineare iperbolico; allora il suo flusso ¢ dato da

€At.§lf0.

Scegliendo ad esempio tg = 1 si trova che

Ak

€ Ty = (6 Zo,

A)k
cioe 'evoluzione si trova semplicemente applicando la matrice (eA)k ad xg.
Essendo (2.2) un sistema iperbolico, esiste uno splitting R" = E, & E_ con

la proprieta che

|e**z|| < Ce ||z sex € Ey, k>0,

|et*z|| < Cer®|z| sexe E_| k<O.

La proprieta di iperbolicita puo essere letta direttamente nella matrice
B = e/ infatti A non ha autovalori con parte reale nulla se e solo se B non

ha autovalori nel cerchio unitario del piano complesso.

Notazione. In analogo al caso lineare, data una mappa WV : M — M, denote-
remo
U =ToWVo...0ol, n>0.
k volte

Considereremo sempre il caso in cui ¥ sia invertibile e porremo

T F=0lo. o0

~
kvolte

Esempio 4. Sia
t= f(z,t), zeM

18



Mappe e flussi

un sistema periodico, cioe tale che f(z,t+T) = f(z,t) Va,t e T > 0 fissato.

Sia ®; (o) la soluzione al tempo ¢ del problema di Cauchy

{ i = f(z,1)

x(s) = xg

Allora dalla proprieta ®;4, o ®;, ;, = ®;4, ¢ immediato verificare che, posto
Orp =V,

si ha

O,ro=YoWVo.. ..oV,

nvolte

Quindi anche in questo caso € possibile associare una mappa al sistema di

equazioni in questione.

Esempio 5 (Mappa di Poincaré). Si consideri ancora il sistema

&= f(z)

e si assuma che esista una soluzione periodica x(t), cioe tale che z(t +T') =
x(t). Sia ad esempio x(0) = x( e si consideri un piano 7 per x, trasversale

all’orbita.

19



Mappe e flussi

Si consideri ora in 7 un intorno U di . E chiaro per la continuita rispetto
ai dati iniziali che, preso un dato iniziale z € U, la soluzione corrispondente
torna a riincrociare 7 definendo un punto z’. Definiamo la mappa di Poincaré
P :U — 7 come la mappa che ad x associa z’.

La mappa P gioca un ruolo importante in molti problemi.

Se esiste un intorno U di z invariante sotto P, chiaramente le iterate di
P colgono il comportamento della dinamica nell'intorno dell’orbita periodica.

E possibile mostrare che P ha la stessa regolarita del sistema f.

Consideriamo una mappa ¥ con un punto fisso xg,
U(xzg) = o,
e, scegliendo un sistema di coordinate con origine xy, avremo
U(x) = Bx + V(z), (2.3)

dove B := ¥'(0) e V' ha uno zero del secondo ordine nell’origine.

Definizione 2.1. Il punto fisso 0 di (2.3) si dice iperbolico se B non ha

autovalori sul cerchio unitario.

Definizione 2.2. Un insieme U si dice invariante sotto U se vale
U(U)=U.

Val la pena di osservare che, a differenza che nei flussi, due diverse curve
invarianti possono intersecarsi, infatti ogni punto del piano di fase determina
un’unica orbita, ma l'orbita e costituita da un insieme discreto di punti. Si ha
quindi che se due curve invarianti 7; e 75 hanno un punto comune p, allora

anche gli iterati di p appartengono a tale intersezione.

20



Mappe e flussi

Ovviamente cio non avverra per quelle mappe che provengono dalla di-
scretizzazione del flusso di un campo vettoriale indipendente dal tempo.

Come nel caso dei flussi, si definiscono la varieta stabile ed instabile in un
punto di equilibrio. Sia quindi ¥ una mappa invertibile con un punto fisso in
0.

Definizione 2.3. L’insieme
Wt={xeM: V) —0,k— +oo}

si dice varieta stabile del punto O; I'insieme
W-={zeM:Vz)—0,k— —oo}

si dice varieta instabile di O.

Se W ¢ lineare e iperbolica, la varieta stabile ¢ semplicemente ’autospa-
zio F, generato dagli autovettori corrispondenti ad autovalori con modulo
minore di 1. La varieta instabile ¢ 'autospazio generato dagli autovettori
corrispondenti ad autovalori con modulo maggiore di 1.

Anche per le mappe vale il teorema della varieta stabile, il cui enunciato
¢ identico all’enunciato del teorema (1.8). La dimostrazione segue essenzial-
mente la stessa linea. Ricordiamo che in tale dimostrazione un ruolo essenziale

era giocato dalla formula di variazione delle costanti arbitrarie. Nel caso delle
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Mappe e flussi

mappe il suo analogo si costruisce come segue: sia
V(z) = Bx + V(x)

una mappa con parte lineare B e sia 13, = W¥(z¢) lorbita di zp; allora vale la

formula

k
T — Bkl’g + Z Bkijv<$j,1), k > 1.

Jj=1
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Capitolo 3

Fenomeni omoclini: discussione

euristica

Consideriamo una mappa bidimensionale ¥ avente un punto fisso iperbolico
(zero) la cui varieta stabile coincide con la varieta instabile. Si assuma ancora

che W conservi 'area, cioe che

per ogni insieme numerabile & (abbiamo qui denotato con (i) la misura di
U).

Esempio 6. Si consideri il sistema hamiltoniano
P=—z4a°

la cui hamiltoniana ¢
gl L L
T Tyt Tt

Il suo ritratto di fase ¢ mostrato in figura:
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Fenomeni omoclini: discussione euristica

La varieta stabile di O coincide con la sua varieta instabile ed e costituita
dalla curva . Si fissi un tempo 7' > 0 e sia ¥ = ®7 la mappa al tempo t, di
tale sistema. Allora ¥ ¢ una trasformazione canonica e quindi conserva ’area,

e dunque ha le proprieta volute.

Si osservi che la situazione che stiamo descrivendo e eccezionale, infatti la
varieta stabile e la varieta instabile sono oggetti a priori distinti e ci si puo
quindi aspettare che una piccola perturbazione di ¥ porti ad una mappa in
cui tali oggetti siano effettivamente distinti.

Ci proponiamo di studiare quello che capita se W # W~ ma esse hanno
almeno un’intersezione.

Si consideri una mappa ¥, = W + W, che conserva 'area. Per il teorema
della funzione implicita, per € abbastanza piccolo, la mappa W, possiede un
punto fisso p* vicino a 0. Allora le sue varieta stabile ed instabile saranno
vicine alla varieta stabile (coincidente con quella instabile) di W.

Supponiamo che la varieta stabile e la varieta instabile si intersechino in

un punto p.

24



Fenomeni omoclini: discussione euristica

Allora

U(p) e WrNnWW-
Ui(p) e WHNW-

Urp) e WHrNnWw-
cioe le due curve tornano ad intersecarsi infinite volte.

Inoltre, poiché p € W, tali intersezioni si accumulano a p*. Per la con-
tinuita della mappa e chiaro che la regione tratteggiata orizzontalmente e
mappata da ¥ nella regione tratteggiata verticalmente. D’altra parte, poiché
U conserva l'area, 1’area di tali regioni deve essere uguale, e cio € vero anche
per le regioni comprese tra i rami delle due varieta tra le intersezioni suc-
cessive. Ora e chiaro che, visto che le intersezioni si addensano a p*, le anse
formate da tali regioni devono allungarsi sempre di piti.

D’altra parte, come mostreremo tra poco, la varieta instabile non puo
mai intersecare se stessa. Si giunge cosi alla situazione mostrata nella figura

seguente
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Fenomeni omoclini: discussione euristica

da cui si vede in particolare che dopo un numero sufficiente di iterazioni
I’area che era tratteggiata orizzontalmente e stata distribuita lungo una re-
gione molto stretta e molto lunga. Siccome le varie anse seguono la varieta
instabile, tale area risultera sostanzialmente dispersa uniformemente lungo
tutta la linea che rappresenta la varieta instabile. E chiaro quindi che si e
persa ogni traccia del dato iniziale e dati iniziali vicini possono essere stati

distribuiti in punti arbitrariamente lontani (sempre interni alla regione).
Lemma 3.1. La varieta instabile non possiede intersezioni con se stessa.

Dimostrazione. Consideriamo un arco « di varieta instabile, scelto in modo
che uno degli estremi sia il punto di equilibrio p*.
Si osservi che, per il teorema (1.8), esiste un intorno Y di p* in cui W~ &

un grafico e quindi non ha autointersezioni. Inoltre Vp € v dk < oo tale che
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Fenomeni omoclini: discussione euristica

&I (p) € U Vj > k. Sia k il minimo di tali k, allora ®%(v) C (U N~). Segue
v C QDE(U N~y), cioe v ¢ diffetomorfa ad una curva senza autointersezioni, e

quindi e anch’essa senza autointersezioni. l
Osservazione 3.2. La stessa dimostrazione ¢ vera in dimensione arbitraria.

Nel seguito svilupperemo un metodo per dimostrare che effettivamente
esiste un’intersezione trasversa tra varieta stabile e varieta instabile.

Ci proponiamo prima di tutto di chiarire piu precisamente l'idea di “di-
namica caotica” che sembra presentarsi quando c¢’e un’intersezione omoclina
(cioé un’intersezione tra varieta stabile e varieta instabile); in seguito mette-
remo in risalto come la radice del caos stia nel fatto che gli insiemi vengano

“stiratl” dalla dinamica.
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Capitolo 4

Alcuni esempi astratti di

sistemi1 caoticil

Definizione 4.1. Un sistema dinamico astratto ¢ una terna (M, u, V), dove
M ¢ uno spazio di misura munito della misura g e ¥ ¢ un automorfismo di
M (V: M — M) che conserva la misura (u(V(U)) = p(U) YU misurabile).

Esempi standard sono forniti da tutte le mappe che provengono dal flusso
di sistemi hamiltoniani.
Vogliamo ora dare un esempio che e il prototipo di sistema caotico, in cui

troveremo come caso particolare il “lancio della moneta”.

Esempio 7 (Schemi di Bernoulli). Sia Z, = {0,1,...,n — 1} l'insieme dei
numeri interi tra 0 e n — 1.
Definiamo M = ZZ%

n?

cioe l'insieme l'insieme delle successioni biinfinite

formate dai numeri 0,1,...,n— 1, cioem € M e

m=...M_j...M_3M_oM_1MgM1Ma...Mj..., MjE Lny.

Per definire la o-algebra degli insiemi misurabili definiamo i suoi generatori
come gli insiemi
Al={me M :m; =j}.

Per definire la misura supponiamo che siano assegnati n numeri pg, ..., pn_1,
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Alcuni esempi astratti di sistemi caotici

con .
pi=0 e Zpi =L
i=0

p; rappresentera la probabilita di uscita del numero 1.

La misura si definisce allora dando la misura degli insiemi A’
i (A7) = p;.

La mappa V¥ e definita da
m' = ¥ (m),

[
m; == Mm;—q,

cioe prende l'intera successione e la fa scorrere a destra di un passo. E

immediato riconoscere che

p(A]) = n (¥ (4)),

da cui segue l'invarianza della misura.

Tale sistema dinamico viene chiamato schema di Bernoulli B(po, . .., pn—1)-

Pe capire il senso di questa costruzione consideriamo lo schema di Ber-
noulli B (%, %) Allora lo spazio M e costituito dalle sequenze biinfinite di
0 e 1. Immaginiamo di costruire una di tali sequenze come segue: lanciamo
una moneta, se esce testa scriviamo 1, se esce croce scriviamo 0. Allora una
sequenza rappresenta l'intera storia dell’esperimento fatto. Se vogliamo rico-
struire la storia, fissiamo un istante iniziale, 0, e leggiamo la cifra mg: essa
ci dira se al primo lancio ¢ uscita testa o croce. Per vedere cosa e uscito al
secondo lancio leggiamo my, o equivalentemente applichiamo ¥~! che sposta
my alla posizione zero e leggiamo la cifra in posizione zero. In altre parole, se
leggiamo sempre solo nella posizione zero la mappa U~ ci dice cos’® il risul-
tato del prossimo lancio di moneta. A questo punto e chiaro il significato delle
quantita pg, ..., P, ..., Pn_1: €sse sono le probabilita di uscita del simbolo .

L’insieme A? ¢ costituito da tutte le successioni che al posto ¢ hanno uno
zero. quindi naturale assegnargli probabilita %

Ci si puo chiedere ad esempio quale sia la probabilita di trovare 1 alle

29



Alcuni esempi astratti di sistemi caotici

1
5

E chiaro che la misura non dipende dalle posizioni in cui si voglia trovare

posizioni 33, 34 e 35: questa ¢ la misura di AL, N AL, N AL, cioe

gli 1, cioe se assegniamo tre posizioni qualsiasi la probabilita di trovare 1 in
quelle assegnate posizioni (tutte e tre) e %: questo e l'invarianza sotto lo shift
della misura.

Si osservi ancora che siamo di fronte ad un tipico fenomeno aleatorio, cioe
la conoscenza della storia del sistema fino ad un dato istante (zero) non dice
nulla sulla prossima cifra che uscira, che potra essere con uguale probabilita
100.

Esempio 8 (Mappa del panettiere). Sia M il quadrato di lato 1, che suppor-

remo rappresentato in un sistema di assi cartesiani come
M={(z,y):0<z<1, 0<y<1}.

La mappa e definita in due passi

1. applico la trasformazione

2. definisco

-1 seax’'>1

" Yy sex’ <1
y = ,
)

" x sex’ <1
Tr =

—1 sex’'>1
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e pongo
"
Yy Yy

La misura e la misura di Lebesgue.
Si osservi che la trasformazione del panettiere ha le proprieta di stirare gli
insiemi in una direzione e comprimerli in un’altra.

E utile vedere come ¥ e U~ modificano alcuni insiemi. Consideriamo

D:{(x,y)eM:x>%}.

v
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Alcuni esempi astratti di sistemi caotici

e per U~ abbiamo

U=2(D)

Ci proponiamo ora di associare ad un punto xy del quadrato una succes-
sione di 0 e 1 come segue: se x( sta nel lato destro D del quadrato cominciamo
a scrivere 1, altrimenti scriviamo 0; poi scriviamo un 1 se ¥(xzg) sta in D, 0
se U(z) sta a sinistra, e cosi via. Costruiremo cosi una successione che ha al
k-esimo posto un 1 se U¥(zp) € D e uno 0 se W*(xq) ¢ D.

Supponiamo di provare ad invertire il procedimento, cioe diamo una suc-
cessione semiinfinita mg, my, ..., my, m; € {0, 1}, e vediamo se esiste g con
la proprieta di cui sopra (cioe¢ che W*(xg) € D se my, = 1 e Wk(xg) ¢ D se
my, = 0), e cerchiamo anche di vedere come ¢ costruito tale xg.

Per capire cosa succede cominciamo ad assegnare ad esempio le prime 2
cifre 0, 1: allora zg € S, ¥(z0) € D, cioe g € SN WY (D) che, come si vede

in figura, ¢
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n
}NH

1

2

vH(D)nS

Assegnamo un’altra cifra, ad esempio 1: allora significa

U?(10) € D <= 19 € ¥2(D),

1_ 1
8~ 23

Proviamo ora ad iterare, cioe ad aumentare la successione aggiungendo

cioe xg sta nella striscia a sinistra di % avente ampiezza

k volte la cifra 1. Allora un po’ di riflessione mostra che il punto xy dovra
ora trovarsi in una striscia di ampiezza 2,6% subito a sinistra di % Se iteriamo
ancora, mano a mano la striscia si stringe su % E evidente quindi che iterando
all’infinito troviamo tutti i punti aventi % come coordinata x.

E chiaro che tale costruzione non dipende in alcun modo dalla particolare
successione assegnata e la conclusione e che assegnare la storia futura (nel
modo rozzo indicato, cioe dicendo solo se ad una certa iterata il punto sta a
destra o a sinistra) determina la coordinata x del punto.

Un minimo di riflessione mostra anche che tale coordinata x e il numero

avente rappresentazione binaria data dalla successione assegnata.

Formalmente, se o = (a, b), allora assegnare la successione mg, m, ..., my,
equivale a chiedere
my
a= E —.
2k
k>0

Ripetiamo ora il procedimento in direzione opposta, cioe completiamo la

successione my, verso sinistra (k < 0) scrivendo 1 se V~'(xg) € D e 0 se
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U—t(z0) ¢ D, e cosi via
m_j =1 U F(zy) €D, m_p =0« U F(xy) & D.

Allora risulta che assegnare la storia passata, cioe la successione my, con k < 0,

equivale a fissare la coordinata y del punto. In particolare risulta

b=Y" ;7%’;
k<0
Il risultato di tale procedimento e la costruzione di una corrispondenza biuni-
voca tra successioni di 0, 1 e punti del quadrato. Non solo, quando si usi tale
rappresentazione ¢ chiaro che la dinamica agisce semplicemente spostando in
avanti tutte le successioni di 0, 1.

Abbiamo quindi costruito una corrispondenza biunivoca tra shift di Ber-
noulli e mappa del panettiere. In questo senso ¢ chiaro che tutta 'impre-
vedibilita connessa al lancio di una moneta sara anche propria della mappa
del panettiere. In particolare, conoscere la storia di un punto per un tempo
arbitrariamente lungo non permette di concludere nulla sulla sua dinamica
futura.

Qui per “conoscere” abbiamo inteso una proprieta molto debole, cioe sa-
pere ad ogni passo se il punto sta a destra o a sinistra; si potrebbe pero dare
una descrizione piu precisa. Supponiamo di fare una quadrettatura di ) sud-
dividendo ogni lato in 2% parti e supponiamo di sapere che all'istante zero
To stia in uno di questi quadratini. Allora e facile rendersi conto che nulla
¢ possibile dire sul quadratino in cui si trovera dopo k iterazioni; inoltre la

conoscenza della storia passata non ¢ di alcuna utilita per tale scopo.
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Capitolo 5
Il teorema di ricorrenza

Prima di discutere i sistemi iperbolici diamo un risultato importante valido
per tutti i sistemi dinamici astratti. Si consideri quindi un sistema dinamico
astratto (M, u, ), con u(M) < oc.

Cominciamo con una forma debole del teorema di ricorrenza:

Proposizione 5.1. Vo € M Ve > 0, 3k > 0, ¢ € B (z) tale che

U (x0) € B.(),
T (xg) € B (o).

Questo significa che I'insieme dei punti con la proprieta che la loro orbita

torna arbitrariamente vicina a se stessa ¢ denso.

Dimostrazione. Si consideri Bs(z) e ¥ (B% (z)). Allora esistono kq, ks, con
ki # ko tali che Uk (B% (z)) N Wk (B%<£L‘)) # (). Se cosi non fosse, infatti, si
avrebbe

. (U v <B;<x>>> S (55 0) = Y (55 0) = o

ma questo e impossibile perché p(M) < occ.

Sia k; > ky. Consideriamo

U (U (Be () N Uk (B% (2))) = wh k2 (B% (z)) N Bs(z) # 0.

2 2
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Sia dunque xq appartenente a tale intersezione. Posto k = ki — ks si ha che

valgono le proprieta di cui nell’enunciato. O

Una forma piu forte del teorema di ricorrenza dice che per ogni insieme
di misura positiva quasi tutti i suoi punti ritornano infinite volte nell’insieme
stesso. Andiamo a formalizzare 1’enunciato.

Dato A C M misurabile, definiamo l'insieme ricorrente di A come
Ra:={x €A :Vk >0 3k >kycon V*(z) € A}.
Definiamo poi l'insieme vagante (wandering)
Va=A\ Ry
come il complementare di R4. Si osservi che

Va = U Va ko

ko>0

con
Vage ={x €A :Vhk>ky V¥ (z) ¢ A} ={x €A :Vk>ky UF(x)e M\ A},

da cui segue

Viag =AN | [ T7FM\ A)

k>ko

che permette di concludere che V,,, e quindi A, ¢ misurabile.
Teorema 5.2. L’insieme V4 ha misura nulla.

Dimostrazione. Dalla definizione di V4 j, segue in particolare
\Ifnko (VAJfO) NA=10 Vn > 0, (51)
da cui segue che Vn; > ns si ha

TR0 (Vg o) NUT2R0 (V) = 0; (5.2)
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se infatti esistesse x; appartenente a tale insieme, si avrebbe
W 1) € Vigy N WO (V) © WO (V) (1A =0,

il che & assurdo. Segue quindi che gli insiemi W™ (V) sono disgiunti, da

cui, poiché la mappa conserva la misura e u(M) < oo,
o (U ) = S ) = St
n>0 n>0 n>0

il che e possibile solo se
2 (VA:kO) = 0.

Da qui segue subito la tesi. O]
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Capitolo 6
Gli insiemi iperbolici

Il meccanismo che sta alla base del comportamento caotico risulta essere il
fatto che esiste una direzione lungo cui la dinamica contrae e una lungo cui la
dinamica dilata. Questo e il meccanismo catturato dalla definizione di insieme
iperbolico (che daremo tra poco). Lo strumento fondamentale per dimostrare
tali proprieta ¢ il teorema delle pseudo-orbite che enunceremo, discuteremo
ampiamente e quindi dimostreremo in questo paragrafo.

Sia M una varieta compatta (si pensi ad un sottoinsieme di R") e sia

VU : M — M un diffeomorfismo.

Definizione 6.1. Un sottoinsieme A C M chiuso si dice iperbolico se &

invariante e valgono le seguenti proprieta:

1. Vx € A esiste una decomposizione di T, M
T.M =ErQ®E;
con dim Ef > 0, dim E, > 0, che sia dipendente con regolarita da .
2. La decomposizione e invariante, cioe
U(z) : TyM — TyuyM

¢ tale che
V' (z)Ef C Ef V(z)E, C Ey

()’ ()"
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3. Ef ¢ contraente e E & dilatante, cioe esistono p > 0 e C tali che

|[wk@) e < cem el seee B k>0

[EREIE o

‘ < Ce g sefe B, k<O.

Osservazione 6.2. [\Pk(:p)]/ : ToM — TyyM ¢ ottenuta “iterando W¥'”, si

ha cioe
[UF ()] = 0 (T (2)) 0 U (TF2(2)) 0.0 U’ (U(x)) 0 U'(x).

Esempio 9 (Il gatto di Arnold). M = T? ¢l toro bidimensionale, cio¢ 'insieme

delle coppie (z,y) modulo 1 (cioe con l'identificazione z + 1 =z, y + 1 = y).

La mappa V¥ e definita da
U(z,y) = (r+y,x +2y) modulo 1

che ¢ la mappa indotta sul toro dalla trasformazione lineare di R? definita

11
(1) v

E immediato realizzare che V(z,y) € T? la derivata di ¥ & semplicemente

(6.2).

dalla matrice
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Gli autovettori di (6.2) e i corrispondenti autovalori sono dati da

1 1
U1 = 1— ) Vo = 145 5
2 2

3—5 3+V5
7 Ao =

S

A =

Segue che Vo € M si ha T,M = R? = E* @ E—, dove ET ¢ generato da v,

ed £~ e generato da vy. Se X = awy, si ha
D\I’(I)X = oz>\1v1,

e quindi
[DW(z) X || = Agflowr || = A ]| X[ ~ 0.38]| X,

da cul

[DY* (@)X || = AIIX]| = e T M|

da cui si vede che per X € ET vale la prima di (6.1) con C' =1¢ p = |In Ay
Analogamente, se X € E~ si ha

| DU (2) X || = 2" (|1 X |

e quindi vale la seconda di (6.1) con C' =1 e u = In Ay, e osservando che
A= %2, si ha ancora p = |In Ay|.
In questo caso si ha quindi che tutta la varieta M = T? ¢ un insieme

iperbolico per la mappa considerata.

L’esempio cui siamo piu interessati ¢ 'orbita omoclina. Sia ¥ : M — M,
con dim M = 2, una mappa avente un punto di equilibrio iperbolico z*. Si
assuma che la varieta stabile e la varieta instabile abbiano un’intersezione

trasversa nel punto zy. Allora poniamo

A={}U

L ¥ ()

kEZ

Proposizione 6.3. L insieme A ¢ iperbolico.
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Dimostrazione. A e ovviamente invariante e ha z* come unico punto di accu-
mulazione.
Sia x € A. Allora in z le varieta W e W~ si intersecano trasversalmente.

Definiamo la spezzata di Tyx(.,)M come
Tyi(s0)M = Ty W @& Tyro) W™,

cioe
E,j = T\I,k(zD)W+, E, = T\Pk(ZO)W_.

Tale spezzamento ¢ chiaramente invariante!. La continuita dello spezzamento
deve essere verificata solo in z*, unico punto di accumulazione di A.

Consideriamo esplicitamente solo il caso £k — +oo, il caso k — —o0 si
ottiene identicamente.

Cominciamo con 'osservare che, poiché la varieta stabile locale e tangente
nell’origine allo spazio stabile di z*, si ha che E; (spazio tangente a W in
zx) tende allo spazio stabile di z* quando k — +o0.

Veniamo a E, . L’idea ¢ che se £, non tendesse allo spazio instabile si
avrebbe un’autointersezione di W~. Per formalizzare tale ragionamento in-
troduciamo in un intorno di z* un sistema di coordinate con origine in z*,
con asse delle ascisse coincidente con la varieta instabile locale e con asse
delle ordinate coincidente con la varieta stabile. Tale sistema di coordinate
puo essere costruito come segue: sia (7,y) un sistema di coordinate in cui lo
spazio stabile abbia equazione T = 0 e lo spazio instabile abbia equazione
y = 0. In un intorno dell’origine le equazioni delle varieta stabile ed instabile

sono rispettivamente
(th(g)ag)? (?f? h,(i’/))

Si estendano hy e h_ a funzioni > a supporto compatto definite in tutto il

1Si ricordi che, se W & una varietd invariante per ¥, allora Vz € W si ha che DW¥(z)
mappa T, W in Ty )W'. Sia infatti X € T, e sia v una curva in W avente X come vettore
tangente in z, alla ¥(y) C W e quindi il vettore tangente a ¥(vy) in ¥(z), cioe DU (2)X, &
tangente a W.
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dominio della carta (z,y) e si definiscano nuove coordinate

{wzﬁf—m@

y=y—h_()

Localmente la trasformazione e invertibile poiché h, e h_ hanno uno zero del
secondo ordine nell’origine. Queste sono le coordinate cercate.
Sia ora z; = U¥(z9) = (0, yx) per k abbastanza grande; inoltre I\ > 0 tale
che
lyk| < e*C

(convergenza esponenziale lungo la varieta stabile).
Si ha poi
XETkai <~ X:(Xl,ale—i—yk), X1 €eR.
Allora la tesi ¢ equivalente a
o — 0.

Come anticipato sopra, mostriamo che altrimenti la varieta instabile possiede
un’autointersezione.

Sia U un intorno opportuno di z* e sia W, la componente connessa a zj
di W= NU. Allora

zeW, <= z=(x,filx))

con z abbastanza piccolo ed fj opportuna ma che (poiché E, & tangente a
W,") soddisfa a
fe(z) =y + apz + O(|2]?). (6.3)

Si assuma che o - 0, mostriamo che allora I’equazione

0= fe() (6.4)

ha soluzione, cioe W, NW,,. # 0, ¢ lo mostriamo facendo vedere che 3z, x5

loc

tali che fi(z1) >0, fr(z2) <O.

42



Gli insiemi iperbolici

Equivalentemente ad a;, - 0 si assuma che esista una sottosuccessione ay,
con |ag,| > 9 > 0. Per semplicita assumiamo che tale proprieta sia goduta

dalla successione ay.

Yk

f;;\

Per fissare le idee assumiamo «; positiva. Sia € > 0 fissato ma piccolo a

lacere, sia Ty := —<& la soluzione dell’equazione linearizzata; allora si ha
’ ay, )

2
yk>

fe@e + ) = yr + ar(e —Tp) + O|le = T|?) > e — C (5 + ”
k

Se k e abbastanza grande allora vale

Uk
677

<e

e quindi ( C)
fe(T +e) > 0e — Ce?

che per ¢ abbastanza piccolo & positivo. Analogamente si ha
fx (Ek — 6) <0

da cui la tesi (ap — 0).

Veniamo ora alla stima della contrazione del vettore di E;f. Sia X € E;,
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Gli insiemi iperbolici

allora cominciamo ad esaminare un intorno di z*. Si ha
DV (z,) X = DY (2")X + [D¥(2;) — DY(2")] X.
Siano X; e X5 le componenti z ed y di X, allora si ha
DU(z")X = (eM Xy, e Xs)

(si ricordi che DW(z*) lascia invariati gli assi). D’altra parte nelle coordinate
che abbiamo introdotto X € T, W* e quindi X; =0 e

IDP (") X < e™[1X].
Inoltre, poiché DV dipende con differenziabilita dal punto, si ha
|DW(z) — DU(2")|| < Cllzw — 2% < Ce™ YA < AL
Quindi, per k > Ky, Ky opportuno, si ha
1D (2) X < (e + Ce) [1X]).

Ora e chiaro che, per k abbastanza grande, diciamo maggiore di K,, si ha

che, fissato u < Ay, vale
DR ()X < e #IX].
da cui segue immediatamente che, fissato
X € E, k> K,

si ha

|D (V) X|| <e x|, 1>0.

Facilmente si trova che stime analoghe valgono per X € E,, k < —K, (K, op-
portuno). Poiché resta escluso un numero finito di punti z;, ¢ facile concludere

la tesi.
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Resta da verificare la stima per z € E,_ e k — —o00, ma questo si ottiene

identicamente. O
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Capitolo 7
Il teorema delle pseudo-orbite

Il principale strumento per mostrare 1’esistenza di fenomeni caotici nell’intor-
no di un insieme iperbolico ¢ il teorema delle pseudo-orbite che andiamo ad
enunciare.

Si consideri una mappa ¥ : M — M. Un’orbita di ¥ e una successione

{Pr} ey con la proprieta che

[Prsr = ¥ (pi)| = 0.

Definizione 7.1. Una successione {qx} C M si dice e-pseudo-orbita se si ha

gk — Wlqe)| <e. (7.1)

Definizione 7.2. Sia {¢;} C M una successione di M. Un’orbita di {ps} di
U si dice d-orbita ombra di g se Vk € 7. vale

|pk — qk| < 0. (72)

Osservazione 7.3. Data una e-pseudo-orbita {g;}, in generale non ci si puo
aspettare che l'orbita con dato iniziale gy resti vicino alla pseudo-orbita.
Si pensi ad esempio ad un sistema lineare iperbolico e sia gy sulla varieta

stabile. Si supponga che l'errore tra ¢; e ¥(qo) sia tale da mah dalla varieta
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Il teorema delle pseudo-orbite

stabile e si supponga che per tutti i passi successivi ’errore sia zero
Q1 = V(qr) VE > 1.

Allora si ha [U*(qo)| < Ce™*, mentre |gx| > Cet*, con coefficienti opportuni,
e quindi
|ar — U (q0)| = Ce.

Ciononostante vale il

Teorema 7.4 (Teorema delle pseudo-orbite). Sia A C M un insieme iper-
bolico. Per ogni § > 0 esiste ¢ > 0 tale che per ogni e-pseudo-orbita {qy}

contenuta in A esiste unica una sua 0-orbita ombra {py}. Se inoltre vale
g = ¥(gp)] — 0 per k — o0,
allora si ha

ok — @] — 0 per k — +oo.

Prima di dare la dimostrazione diamo alcune applicazioni notevoli di

questo teorema.

Definizione 7.5. Un’orbita {p;} & detta periodica se esiste un n tale che
Dktn = Pk, Vk € Z.

Corollario 7.6. Sia {qr} una e-pseudo-orbita periodica di periodo n, con &
sufficientemente piccolo. Allora anche la corrispondente orbita ombra {py} ¢é

pertodica di periodo n.

Dimostrazione. Poiché qxy, = qx si ha

1Dk — Gk| = [Pk — Qetn] = |Pr—n — @] <0,

cioe 'orbita pi_,, ombreggia g;. Dall'unicita segue

Pk—n =Pk <=  Dkin = Dk-
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Il teorema delle pseudo-orbite

Corollario 7.7. Sia M compatta e di misura finita e sia essa stessa un

insieme iperbolico per V. Allora le orbite periodiche sono dense in M.

Dimostrazione. Sia x € M. Allora dato €y vogliamo trovare un’orbita perio-
dica che passa nella palla di raggio o centrata in z. Fissato § < %, sia ¢ il
corrispondente valore dato dal teorema delle pseudo-orbite. Costruiamo una
e-pseudo-orbita periodica che passi da B.. Si consideri la palla B di raggio
5 centrata in x. Allora per il teorema di ricorrenza di Poincaré esiste n > 0
e T € B: tale che U"(Z) € B:. Segue che |[U"(Z) — 7| < . La pseudo-orbita

cercata si ottiene prendendo

Go=7, q:=Y*T)perk=1,....n (errore zero)

Q1 =T (errore minore di €) .

Cio¢ seguiamo lorbita vera fino a tornare in Bg, poi facciamo un errore
tornando al punto originale.
Ripetiamo quindi all’infinito la sequenza. L’orbita che ombreggia tale

pseudo-orbita e periodica ed ha le proprieta volute. O

Altre applicazioni riguardano i fenomeni legati all’intersezione omoclina.
Sia dunque ¥ una mappa di una varieta bidimensionale in x, e siano x* un
suo punto di equilibrio e xg un punto di intersezione omoclina trasversa. Sia

come sopra

A={z"}U

U ¥ (o)

kEZ

Corollario 7.8. z* ¢ un punto di accumulazione di orbite periodiche.

Dimostrazione. Mostriamo che Ve > 0 (arbitrariamente piccolo) ¢ possibile
costruire una e-pseudo-orbita periodica che passa arbitrariamente vicino a z*.

Sia U un intorno sufficientemente piccolo di z* e consideriamo la pseudo-
orbita che parte da un punto in U che sta nella varieta instabile, segue I'orbita
vera fino a rientrare in U (errore zero), a questo punto facciamo un errore e

saltiamo sul punto di partenza, e cosi via.
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Il teorema delle pseudo-orbite

Zo

Corollario 7.9. Esistono infinite orbite omocline ad x* tutte distinte.

Dimostrazione. Consideriamo la pseudo-orbita periodica costruita sopra e
modifichiamola: facciamo n giri come sopra e poi saltiamo sul punto di equi-
librio e restiamo 1i per sempre. Lo stesso facciamo per tempi negativi. Poiché
per tempi grandi (positivi o negativi) lerrore & nullo, anche la distanza tra

orbita ombra e pseudo-orbita tende a zero, cioe I'orbita ombra tende a z*. [

Mostriamo ora come in un intorno dell’orbita omoclina esista un sottoin-
sieme dello spazio delle fasi in cui la dinamica ¢ equivalente allo shift di
Bernoulli B (%, %) (costruzione della dinamica simbolica).

Sia U, un intorno di z* ed Uy un intorno di zy. Mostriamo che esiste N
con la seguente proprieta: assegnata una successione {m;}, m; € {0,1}, di
zeri ed uni, allora esiste (unica) un’orbita {p,} di UV tale che p, € Uy se
mp = 0 e p, € U, se m, = 1. A tal fine costruiamo una pseudo-orbita di
U con la proprieta che WNV*(qy) € Uy se my, = 0, WV (qo) € U, se my, = 1.

Consideriamo quindi una successione, diciamo

o o0 1 1 0 0 1 O

mog My Mo M3 My M5 Mg M7

Prendiamo ¢y = x( e seguiamo 'orbita vera fino a quando arriviamo in U,,

diciamo per M passi, poi saltiamo sulla varieta instabile ((M +1)-esimo passo)
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Il teorema delle pseudo-orbite

e proseguiamo fino ad arrivare di nuovo in xy. Chiamiamo N il numero di passi

che abbiamo compiuto, sicché abbiamo
qN = qo = To € Up

come richiesto. La prossima cifra e un 1, allora seguiamo 'orbita vera fino ad
entrare in U, (M passi, M < N) e poi saltiamo in z, e restiamo li fino al
tempo N. Allora

N =" € U,.

Anche ms = 1, allora restiamo in z* per N passi e quindi
Gy = € U,.

my = 0, allora restiamo in x* per (N — M) passi, poi saltiamo sulla varieta
instabile in modo da raggiungere z, esattamente al tempo 4N.

A questo punto abbiamo descritto tutte le transizioni possibili, quindi e
chiaro che la costruzione si puo ripetere cosi da seguire tutta la successione
{my}. Se § ¢ abbastanza piccolo allora la J-orbita ombra {P} (di V) che
segue {qi} ¢ tale che

P.n € Uy se my, = 0,

P.n € U, se m, = 1.

Quindi la corrispondente orbita di ¥V (cio¢ pr = P.y) ha le proprieta volute.

Chiaramente per I'unicita dell’orbita ombra I'insieme dei punti dello spazio
delle fasi ottenuti come immagine di una successione e in corrispondenza
biunivoca con I'insieme delle successioni di 0, 1 e su questo insieme la dinamica
di UV agisce come lo shift. Questo prova la tesi.

Un ultimo esempio che illustra il comportamento caotico di un pendolo
debolmente forzato sara dato al termine del prossimo paragrafo sull’integrale
di Melnikov.
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Capitolo 8

Dimostrazione del teorema

delle pseudo-orbite

La dimostrazione del teorema delle pseudo-orbite sara ottenuta applicando il
teorema delle contrazioni ad un’opportuna equazione di punto fisso.
Sia g; un e-pseudo-orbita, allora cerchiamo una successione {z;} tale che

p; = q;+x; sia un’orbita vera e |z;| < 6. Chiaramente deve valere I’equazione
Gjr1 + 2j1 = V(g;) + DV(g;)z; + [V(g; + z;) — V(g;) — DV(g;)zy]
da cui

zj1 — DV(g5)z; = fi(z)), (8.1)

dove

fi(z;) = [¥(gy) — i) + (g +25) — V(g5) — DV(g5)z,] - (8.2)

Il punto & che il lato sinistro di (8.1) e lineare in = {z,}, mentre il lato
destro e piccolo se ¢ e piccolo e se x € piccolo (la seconda parentesi quadra di
(8.2) ha uno zero del secondo ordine per = = 0).

Introduciamo lo spazio ¢>° delle successioni {z;} limitate, dotato della

norma

[z]| = sup [z;].
JEZ
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Dimostrazione del teorema delle pseudo-orbite

Per dare a (8.1) una forma adatta alle manipolazioni successive introduciamo

Vp € A i proiettori
Iy T,M— ES e IL:T,M—E;

relativi allo spezzamento T,M = E;r @ Ep, e definiamo l'operatore lineare

A 0% — (> come
y=Ar <= yiu=1 DV(q) T z; +1 DV(g) I z;, (83)
e l'operatore A; come
y=Aix <=y =DVY(g)z,.
Si osservi che, poiché dall’invarianza dello spezzamento si ha
DV (gj)x; = HJ\IZ DV (g;) H;wj + 11, , DV (q;) H;jxj,

(g5) Y(g;)

lo spezzamento dipende in modo liscio dal punto e ||¥(g;) — gj+1|| < €, si ha
HA — A1H < CE,

con una C opportuna.

Infine introduciamo le applicazioni Fy : >° — (oo definita da
y=F@) << y;=filz) (8.4)
(dove f; e data da (8.2)) e
F(zx):= Fy(x) + (A — Az,
Allora il nostro problema diventa risolvere ’equazione

(1 —A)x = F(x). (8.5)
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Dimostrazione del teorema delle pseudo-orbite

Per trasformare tale equazione in un’equazione di punto fisso cui applicare il
teorema delle contrazioni mostreremo per prima cosa che 'operatore 1 — A ¢
invertibile con inverso continuo e quindi mostreremo che per ¢, § abbastanza

piccoli 'operatore
xr— (1 — A)_lF(ZL‘)

mappa la palla di raggio ¢ in sé ed e una contrazione.

L’ipotesi di iperbolicita entra sostanzialmente solo nella costruzione di
(1 — A)~!. Per mostrare che tale operatore esiste, assegnata g € (>, studiamo
I’equazione

(1-Azxr=g (8.6)

e mostriamo che ha soluzione la cui norma e stimata dalla norma di g.
Precisiamo dapprima in modo astratto la situazione.
Sia data una successione {A;}, , di operatori lineari A4; : R* — R"

invertibili e Vj € Z una decomposizione di R"
n _ + -
R"=FE; & E;

invariante sotto A;, cioe tale che A]-(Ef) C E;-Srl, e si supponga che valga

| Aksn - Apr1Ag x| < Ce Mz | Vi, €E,n>0,keZ
[, AL AT e || < Ce™le ]| Voo € By n>0,keZ

(iperbolicita). Definita allora (in analogia a (8.3)) 'operatore A mediante

vale il seguente

Lemma 8.1. L’operatore 1 — A ¢ un isomorfismo e, posto L = (1 — A)™%,

vale o
2l <

(8.8)

Dimostrazione. Studiamo 'equazione (8.6). Per risolverla la proietteremo su

E* ed E~ e risolveremo separatamente le due equazioni ottenute. Formal-
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mente definiamo

Et=E/, E =PE;

JEZ jEZ
e li muniamo della norma del sup sulle componenti. Si osservi che si ha

E=E*®E, AE'CE"  AE CE".

Quindi denotiamo
At = Alps, A7 = Alp-.

Proiettando (8.6) su E* ed E~ si ha allora

(1—A)x*
(1 —A)x~

g" xt, gt € BT, (8.9)
g~ x~,9” € E. (8.10)

Consideriamo (8.9). Formalmente una sua soluzione ¢ data da

= Z (AH)"gt. (8.11)

n>0

Mostriamo che tale serie converge e quindi (8.11) & effettivamente la soluzione

di (8.9). Si osservi intanto che si ha
[(A+)n9+]j+n = Ajin- - Aja Aj Ay gt

e quindi
+\* + —pn| +
[t | < cemigfl

da cuil

Iar)"a” | = sup {757, < O sup g < 0 g7,

e quindi la serie (8.11) converge e vale

|| <

: _67M||g+H. (8.12)
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Dimostrazione del teorema delle pseudo-orbite

Per risolvere (8.10) osserviamo che essa ¢ equivalente a
@) e =)y
che risolviamo come (8.9):

=Y (A7) () s

usando la seconda delle (8.7) si vede che tale serie effettivamente converge e

si ha Ot
_ ol e ~
ol < e < 2 o)
n>1
Da questa e da (8.12) segue immediatamente (8.8), cio¢ la tesi. O

Riscriviamo quindi I’equazione che dobbiamo risolvere (cfr.(8.5)) nella

forma

r = G(x), (8.13)

dove G(x) := LF(x) ed F & definita da (8.4). Per risolvere tale equazione
utilizzeremo il fatto che G ¢ la somma di due pezzi (cfr.(8.2)) uno dei quali
piccolo ed indipendente da x e uno che ha uno zero quadratico in z = 0. Queste
due proprieta assieme hanno come conseguenza che, definita B, come la palla
di raggio r in £*°, si ha che, per r ed € abbastanza piccoli, G(B,.) C B,. Inoltre,
la piccolezza del termine lineare in x fa si che la derivata di G nell’origine sia
piccola e quindi che G sia una contrazione nell’intorno dell’origine. Passiamo

ad una dimostrazione formale:

Lemma 8.2. Sia ¢ tale che sup || D*¥(z)|| < ¢. Allora, dato a > 0, se vale

e+er? <a, (8.14)
st ha
F(B,) C B,
8.15
sup |DF(z)|| <e(r+¢). ( )

Q?EBT
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Dimostrazione. Cominciamo con la prima di (8.15). Per z € B, (|z;| < r) si
ha

[1F ()] = Slj%p!fj(wj)! <
< sup W (q;) — g5l + Sup W (q; +x;) — ¥(g;) — D¥(g;)x;| +
+ A = Ay|r <
< 5+81;p [(sup HD2\11||) |mj|2} +e||z|| <

< e+l + el

dove abbiamo usato la stima di Lagrange per il resto della formula di Taylor.
Da qui segue subito la tesi.
Calcoliamo ora la derivata di F. A tale scopo scriviamo la componente j

di Fo(z + h) — Fo(x), dove h = {h;} ¢ un incremento assegnato. Si ha

[Fo(z + h) = Fo(x)]; = V(g + x4+ hy) — W(g;) — DY(q)(z; + hy)+
— [W(g; +z;) — ¥(g;) — DV(q)zy] =
= [DWU(q; +x;) — D¥(g;)] hj+
+{W(gj +z; + hy) — ¥(g; +x;) — DU(g; + x;)h}.

Ora, il termine tra parentesi graffe & O(|h|?) e quindi non contribuisce alla
derivata di Fp. Si ha quindi che DFy(x) ¢ definita da

k=DFy(x)h <= k;=[D¥(q; +z;) — D¥(g;)] hy,
da cui
|DFo(2)h| = Sup [DW(g; + ;) — D¥(q;)] hy| <
< sup IDW(g; + 2;) — D¥(g;)|| Sup |hsl <

< sup [sup || D W|| |a;]] [|n]] <
J

IN

cllzll Al
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che ¢ la tesi. N
Corollario 8.3. Purché € e r siano cosi piccoli che valga

(e +er?)c
m <r, (816)
st ha
G(B,) C B,
cc
sup [| DG (x)]| <

zeB, 1—en

r.

Dimostrazione del teorema delle pseudo-orbite. Assegnato 0, si fissi r uguale

al minimo tra d e
1—e#

Allora, purché e < (1 —e™)%, la (8.16) ¢ soddisfatta; inoltre vale

1
sup [|DG(a)] < 5.
$€B7‘

esiste quindi un unico punto fisso di G in B,, cioe una traiettoria del sistema

che soddisfa a

Ip; — q;] < 9.
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Capitolo 9

Metodo di Melnikov e caos nel

pendolo forzato

Consideriamo un sistema hamiltoniano ad un grado di liberta e assumiamo che
possieda un punto fisso iperbolico le cui varieta stabile ed instabile coincidono.
Supponiamo di assoggettare tale sistema ad una perturbazione hamiltoniana
(piccola) dipendente in modo periodico dal tempo. Allora Poincaré aveva dato
un argomento, basato sulla conservazione delle aree, in base al quale ci si puo
attendere che nel sistema perturbato vi sia intersezione tra varieta stabile ed
instabile del punto fisso della mappa ad un periodo del sistema perturbato.
Ci proponiamo qui di presentare, nel caso semplice in cui il sistema im-
perturbato ¢ un pendolo, un metodo per dimostrare che, sotto condizioni
di genericita, tale intersezione omoclina effettivamente avviene ed ¢ trasver-
sa. Come precedentemente dimostrato, segue allora che I'insieme omoclino e
iperbolico ed e quindi possibile applicare il teorema delle pseudo-orbite per
costruire la dinamica simbolica e mostrare che il sistema perturbato fa caos.

Si consideri il sistema dinamico
= —w?sing +ecF(q,t) (9.1)

dove F' & periodica di periodo 27 in ¢ e periodica di periodo T in t. Consi-
dereremo quindi la variabile ¢ come appartenente al toro T! = R/277Z, cio¢

definita a meno di multipli di 2.
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Metodo di Melnikov e caos nel pendolo forzato

Equivalentemente a (9.1) scriviamo

. 9 .
= —w’sing + eF'(q,t
1? q (¢,1) ©2)
q=7p
e sia ®L(po, qo) la soluzione del problema di Cauchy per (9.2) con condizioni

iniziali p(0) = po, ¢(0) = go. Studiamo la mappa
U, =oF

definita dal cilindro in sé'. Per € = 0 il sistema possiede un unico punto fisso
iperbolico p = 0, ¢ = m, le cui varieta stabile ed instabile coincidono (vedi

figura).

W+ =W-

Limitiamoci a considerare il ramo della curva omoclina contenuta in p > 0;
allora la varieta omoclina ¢ il grafico di una funzione p = 1y(q).

Come visto nella sezione 1 (cfr. teorema (1.16)), quando ¢ & piccolo anche
la mappa W, possiede un punto fisso iperbolico z. = (pe, ¢.) (dipendente con

continuita da ¢).

n effetti ci si puod ridurre ad una sua “fetta” compatta: & infatti possibile dimostrare con
metodo KAM che esistono, per |p,| grande, curve invarianti topologicamente equivalenti a
po =costante. Tali curve obbligano alla dinamica a svolgersi in regioni compatte del cilindro
che risultano quindi invarianti.
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Metodo di Melnikov e caos nel pendolo forzato

Cominciamo a considerare la varieta instabile locale W,  _ di z.: essa

loc,e

dipende con continuita da €, e cosi anche ogni sua estensione del tipo

ko= J v (Wl s

k<K

segue che, pur di escludere un intorno sinistro, diciamo U, di z. = (p-, )
(intorno in cui la varieta instabile entra solo dopo un certo numero fissato di
iterazioni sotto W.), per € abbastanza piccolo (in dipendenza da tale intorno)

anche W & un grafico, cioe esiste 7. (q) tale che

{(p) W, q¢ (¢-—6,0.)} = p=n(q)

DEFINIRE REGIONE COMPATTA DI W!!!
Similmente la varieta stabile di z. sara il grafico di una funzione nr(q).
Siamo interessati a trovare intersezioni trasversali tra W~ e W.; conside-

riamo quindi la funzione

¢ chiaro che uno zero di tale funzione & un’intersezione di W e W_; se inoltre
in tale punto la derivata della funzione & diversa da zero, allora si ha a che
fare con un’intersezione trasversale.

Risulta piu semplice studiare, anziché la funzione (9.3), la funzione

Aula) = 3 { It @]~ [ @]} = 2 [0 (@) — 02 @) [ (@) + 0z )]

2 2
(9.4)
Ci proponiamo di calcolare i primi termini dello sviluppo di A.(q) in &;
a tale scopo e utile osservare che il sistema (9.2) ¢ Hamiltoniano e la sua

hamiltoniana &
H€<p7 q, t) = hO(p7 q) + gf(QJ t)v

dove
1

ho(p, q) = 5192 — w?cosq
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Metodo di Melnikov e caos nel pendolo forzato

¢ 'hamiltoniana del pendolo e f(q,t) & una funzione tale che

—%m, 1) = Fq.1)

(primitiva di F).

Definiamo ora 1'integrale di Poincaré-Melnikov per il nostro sistema come

M= | " (o £} (@4 0mla),0), 1) dt. (9.5)
dove
{ho, f}(p,q,t) := (ia—};o(p,q,t)g—i(p,q,t) - %—i;f(p,q,t)g—]qf(p,q,t) = pF(q.t)

¢ la parentesi di Poisson tra hg ed f e ®f p il flusso del pendolo impertur-
bato. Si osservi che (9.5) ¢ I'integrale (temporale) lungo la separatrice della
parentesi di Poisson tra hg ed f, cioe della derivata temporale di hg lungo le

soluzioni del sistema completo.

Teorema 9.1. Vale
A.(q) = eM(q) + O(&?).

Dimostrazione. Cominciamo con l’osservare che

1

Ada) = 3{ [ @) = [0 @)} = ho(n (a), @) = ho(n: () @),

e calcoliamo ho(n- (q), q). Per ogni (p, q) si ha ovviamente
t
ho(®L(p, q)) — ho(p,q) = / ho (®L(p,q),t) dt =
0
t
= < [ (o 1} (@L0p.0).t) dt =
0
t
= [ et s (@)
0

Consideriamo un punto (p, ¢) sulla varieta stabile; allora vale p = nt(q) e (per

_>t—>+oo

definizione di varieta stabile) ®'(p, q) Ze, € quindi, inserendo in (9) e
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Metodo di Melnikov e caos nel pendolo forzato

prendendo il limite ¢ — 400, si ha

holze) — ho(n* (a). ) = ¢ / " ho ) (@40 (@).0).0) d. (9.6)

Si osservi che I'integrale indefinito esiste poiche esiste il limite del lato sinistro
di (9) (alternativamente si puo vedere la sua convergenza usando il fatto che,
lungo la varieta stabile, la convergenza al punto di equilibrio & esponenziale).
La formula (9.6) garantisce anche al regolarita dell’integrale come funzione di
€.

Sviluppando in ¢ il lato destro di (9.6) si ha

+oo
ho(z2) — ho(n (q).q) = / (o, 1} (@ (m0(a), @), 1) dt + O(2),

e similmente

ho(nz (@),q) — holz) = / (o, £} (@ (m0(a), @), 1) dt + O(2),

da cui, sommando, si ottiene subito la tesi. l

Per trovare un’intersezione trasversa tra varieta stabile e varieta instabile
basta allora calcolare la funzione M(q) e trovarne uno zero, diciamo ¢, in
cui si abbia M’(qo) # 0; allora e possibile applicare il teorema della funzione
implicita per garantire che (vicino a ¢qp) anche A, ha uno zero con derivata
prima diversa da zero.

A titolo di esempio calcoliamo 'integrale di Melnikov M nel caso in cui
F(q,t) = sin Qt.

Per effettuare tale calcolo dobbiamo prima di tutto procurarci I’espressione

della dinamica imperturbata della separatrice.

Lemma 9.2. Posto
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Metodo di Melnikov e caos nel pendolo forzato

st ha
4w
ewt + efwt’

P(t) = Q(t) = m — 4arctan "

Dimostrazione. Si osservi intanto che ’equazione della separatrice e

1
§p2 —w?cosq = w?,

1
§q2 —w?cosq = w?,

la cui soluzione ¢ ricondotta subito a

t—/Q dg
0 /2wl +cosq)

Osservando che

2w%(1 + cosq) = 2wcos = = 2wsin <§ — —) =

si ha

e quindi lespressione di (). Ricordando che P(t) = Q(t) si ha la tesi. O

Per la valutazione dell’integrale di Melnikov conviene parametrizzare la
separatrice tramite il tempo di percorrenza. A tal fine si osservi che, assegnato

T € R, esiste unico ¢, € (—m, ) tale che

qr = Q(T)

Se allora un punto si trova sulla separatrice si ha che soddisfa a

(10(¢r), ¢r) = (P(7),Q(7)) .
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Metodo di Melnikov e caos nel pendolo forzato

Il vantaggio di tale parametrizzazione consiste nel fatto che, dalla proprieta

di gruppo, segue subito

) (10(gr), =) = (P(t+7),Q(t +7)).

Osserviamo infine che nel nostro caso si ha

) sin 2t
{h'(]a f} = ((I)t(TIO(QT)7 QT)7 t) = P(t + T) sin 2f = ew(t+T1) + e—w(t+7) 4w7

e quindi
too sin Qt
M(r) = M(qr) = /_OO Tt A dt =
T 4wsin Q¢ —
_ / wsinQ(t — 7) i@

ewt + e—wt

[e.o]

Sia T' = % il periodo della forzante, allora si ha (Vk € Z)

+o0 : _
M(T) = / 4wsm(Qt 2km) gt =

o ewt + e—wt
+o0 :
sin Qt
= / do——dt =0
o ewt + 67wt

(il numeratore € antisimmetrico e il denominatore simmetrico). Inoltre vale

T cos Q(t —
M'(r) = —4wQ/ cos Ut — 7) dt,
o ewt + 67wt
da cui si intuisce che
M'(KT) # 0,
e in effetti, col metodo dei residui, si trova
272
M'(KT) = —5 .
€2 + € 2w
Analogamente si trova
T T 27§D
2 2 e +e 2w
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Metodo di Melnikov e caos nel pendolo forzato

Si ha quindi che in prossimita di questi valori si ha intersezioni trasversa tra
varieta stabile ed instabile, e quindi esiste un insieme iperbolico e il sistema
presenta tutta la complessita garantita dal teorema delle pseudo-orbite.
In particolare diamo un’applicazione di tale teorema adattata al pendolo.
Consideriamo un’orbita del pendolo forzato e gli assegnamo una successio-
ne di 0, 1 come segue: guardiamo il pendolo quando passa dalla configurazione

di riposo (¢ = 0)

e segnamo uno zero se ci passa con velocita positiva (da sinistra a destra,
cioe in senso antiorario) e segnamo un uno se passa con velocita negativa.
Mostriamo ora che ad ogni successione di 0,1 corrisponde un’orbita. Co-

struiamo una e-pseudo-orbita con le proprieta volute.

Zo

c
/

I
Sia Tp = (po, o) un punto di intersezione omoclina per la mappa ad un
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Metodo di Melnikov e caos nel pendolo forzato

periodo con py > 0 e sia 1 = (p1,¢1) un punto con p; < 0. Assumiamo anche
do < 0 e ¢ > 0 (tali punti esistono per la trattazione sopra).

Sia ora {my} una successione di zeri ed uni, ad esempio

o 1 1 0 0 1

. (9.7)
mg ™M1 Mg M3 My Ms

Denotiamo con {x;} la pseudo-orbita che andiamo a costruire. Poniamo
To = EO

e seguiamo quindi l'orbita vera fino a quando arriviamo in un intorno suf-
ficientemente piccolo del punto d’equilibrio. A questo punto se il prossimo
simbolo ¢ un 1 (come in (9.7)) saltiamo sull’omoclina con p < 0, se no sal-
tiamo sull’omoclina con p > 0 e cosl via. In questo modo siamo in grado di
realizzare qualunque successione di simboli.

Si osservi che cio avviene Ve > 0, non importa quanto piccolo, cioe
una perturbazione arbitrariamente piccola induce un siffatto comportamento

caotico.
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Appendice A

Operatori lineari in spazi di

Banach

Siamo X,Y spazi di Banach e sia A un operatore lineare da X a Y.

Definizione A.1. A si dice limitato se si ha

| Az|]
sup ——— < 0Q.
=20 12l

Osservazione A.2. Se X ha dimensione finita tutti gli operatori lineari sono

limitati. Cio non e detto in dimensione infinita.

Definizione A.3. Sia A un operatore limitato. La quantita

A
1] = sup 1221
]

e detta norma di A ed e una norma.
Proposizione A.4. Un operatore lineare ¢ continuo se e solo se e limitato.

La dimostrazione ¢ lasciata al lettore.
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Appendice B

Calcolo differenziale in spazi di

Banach

Ricordiamo qui alcuni risultati del calcolo differenziale classico che sono sem-
plicemente estendibili a spazi di Banach. Daremo la definizione di derivata, il
teorema dell’incremento finito e il teorema della funzione implicita.

Per ulteriori dettagli rinviamo ad esempio ai libri di Kolmogorov-Fomin e

Cartan.

Siano X, Y spazi di Banach, sia z € X e, C X un suo intorno. Sia infine

f U, — Y una funzione.

Definizione B.1. Un operatore lineare limitato A, : X — Y e detto derivata
di f in x se vale
fl@+h) = f(z) = Ash = o([|]]), (B.1)
cioe se
If(z 4+ h) — fz) — Ash|]
17|

— 0 h — 0.

La funzione f & detta di classe € in U se ¢ derivabile in ogni punto di U
e se 'operatore A, dipende con continuita da = (nella norma degli operatori
lineari).

Denoteremo con D f(x) la derivata A, di f in x. Se X,Y,Z sono spazi

di Banach ed f : X x Y — Z & una funzione, si definisce analogamente la
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Calcolo differenziale in spazi di Banach

derivata parziale
Dy f(z,y)

come quell’operatore lineare tale che

D,f(z,y): X = Z

e similmente la derivata parziale rispetto ad .

Teorema B.2. Sia f : X — Y derwabile in un intorno di xy; allora, per ¢

abbastanza piccolo, si ha
1f(z) = f(zo) | < sup [|Df(Vz + (1 = D)xo)[[lz — wo]-
0<d<1
Dimostrazione. Sia ¢ € Y* (spazio duale di Y') e si consideri la funzione

9(t) = @ (f(xo + t(x — x0)))

(reale di variabile reale). Dal teorema di Lagrange abbiamo che esiste ¢ tale
che

g9(1) — g(0) = ¢'(¢),
elf (@) = f(zo)] = p[Df (w0 + t(x — 20))(x — 20)],

e quindi
olf(x) = flzo)]l < llell sup [[Df(Pz+ (1 = D)xo)ll ||z — zof-
0<9<1
Dal teorema di Hahn-Banach esiste un funzionale ¢ tale che

ol (@) = fxo)ll = llell Il f () = f o).

Scegliendo tale funzionale si ha la tesi. m

Osservazione B.3. Un operatore lineare A limitato ¢ differenziabile.
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Calcolo differenziale in spazi di Banach

Teorema B.4 (funzione implicita). Siano X,Y,Z spazi di Banach, e sia U
un intorno di (zo,yo) € X X Y. Sia f : U — Z un’applicazione con le sequenti

proprieta:
1. f(zo,y0) =0,
2. f ¢ di classe €' in U,
3. A= Dyf(xo,y0): Y — Z & un isomorfismo.

Allora esiste un intorno Vy,, C X di xy ed una unica funzione continua

g: Vi — Y tale che l'equazione

f(z, g(x)) =0
e soddisfatta Vx € V.

Dimostrazione. Si assuma per semplicita zy = yo = 0. Siano § > 0 e x tale

che ||z|| < ¢ fissati e si consideri I'equazione

flz,y)=0. (B.2)

Essa ¢ equivalente a y = G, (y), dove

Ga(y) = A7 [f(z,y) — Ay].

Sia dato ora r > 0 e sia B, C Y la palla chiusa di raggio r centrata in O.
Mostriamo che, se § ed r sono abbastanza piccoli, allora G, € una contrazione

di B, in sé. Si osservi intanto che

f(x,y)—Ay = f(ﬂf,O)—F(Dyf(ZL‘,O) - A) y—{—[f(ﬂf,y) - (f(.CE,O) + Dyf(x,())y)] :

IEquivalentemente si considera la funzione

f(w(hyo)(h’w’ hy) = f(xo + hx, y() + hy)
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Calcolo differenziale in spazi di Banach

D’altra parte, poiché f € €, esiste C tale che
1/ (z,0)]] < C6;
inoltre Yq > 0, purché J sia abbastanza piccolo, si ha

1Dy f(2,0) = All < ¢

1 (2, y) = (f(2,0) + Dy f(z,0)y) || = o(l[y]),

e quindi, per ¢ piccolo e y € B,.,
Gl < [AT [+ ar + ofr)],
che, pur di prendere 6 ed r abbastanza piccoli?, ¢ minore di r e quindi vale
G.(B) C B.
Per vedere che (G, € contrazione basta osservare che
D,G.(y) = A7 [Dy f(z,y) — A].

Poiché D, f(z,y) dipende con continuita da (z,y), la norma di tale quantita
puo essere resa arbitrariamente piccola rimpicciolendo ¢ ed r. Troviamo quindi

dal teorema delle contrazioni che
Vo ||z|| <d 3Ty € B che risolve (B.2).

Per verificare la continuita di y ricordiamo che la costruzione del punto fisso

di G, avviene come segue. Si assegni vy € B; allora poniamo

yk(ZL‘) = (Gx o Gx O0...0 Gz)(y()),

J/

k—volte

2Si puo prendere, ad esempio, § = §(r) cosi piccolo che sia HA’1||C<5 <3, HA*IHq <3

[A7 o) 1

e scegliere quindi 7 cosl piccolo che sia 3
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Calcolo differenziale in spazi di Banach

e si ha

g(z) = lim yi(z).

La continuita di g € quindi garantita dall’'uniformita in z della convergenza

della successione. O]

Sotto le ipotesi di cui sopra risulta che g e derivabile e vale

Dy(x) = —[Dyf(z,y)] ' [Daf(x,y)],

dove y = g(z). La dimostrazione ¢ una semplice verifica del fatto che tale

operatore soddisfa alla disuguaglianza (B.1) ed e lasciata al lettore.
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