Soluzioni degli esercizi sulle FUNZIONI DI DUE VARIABILI

1. Insiemi di definizione:

(a)

f) —

r+y

rT—=Y
significa rimuovere dal piano la retta y = x

e definita se il denominatore ¢ diverso da zero, cioe per x # y: graficamente

/xy e definita se xy > 0, cioe per x > 0 ey > 0 oppure z < 0 e y < 0: graficamente

significa considerare il primo e il terzo quadrante, assi compresi

o i e ¢ definita se 2 + y? # 0 cioe per (z,y) # (0,0): graficamente significa rimuovere
dal piano l'origine

% ¢ definita se 22 — y? # 0 cioe per y # £x: graficamente significa rimuovere dal
piano le due rette y =r e y = —x

V422 + 9y2 — 36 & definita se 422 + 9y* — 36 > 0, cioe visto che %2 + yzz = 1 rappresenta

un’ellisse che ha per asse maggiore 1’asse x e asse minore l'asse ¥, se (z,y) non e contenuto
all’interno dell’ellisse: graficamente vanno bene tutti i punti sull’ellisse oppure esterni ad
essa

1 . : - .
¢ definita se 22 — y* > 0 cioé per y* < 22 vale a dire per — |z| < y < |z|:

graficamente significa rimuovere dal piano le due rette y = z e y = —x e i due quadranti
che stanno al di sopra ed al di sotto di esse

1
sex >0 pery > ——
x

(g) In(1+ zy) e definita se 1 + zy > 0 cioe ¢ se x =0 per ogni y : graficamente significa
1

sex <0pery< ——
x



che la funzione e definita sull’asse y e sui punti a sinistra di esso ma “sotto 'iperbole”

1
di equazione y = —— e a destra di esso ma “sopra” la stessa iperbole: complessivamente

x
sono tutti i punti compresi tra i due rami dell’iperbole

-4 2 0
' ﬁ
4
1

(h) cos@—1) ¢ definita se cos (x — y) # 0 cioe, osservando che cos (x —y) = cos (y — z) ,
cos(x —y
per y —x # T + krm (con k intero): graficamente significa rimuovere dal piano tutte le

rette di equazione y = x + 7 + km (al variare di k£ nei numeri interi)

(i) —— ¢ definita se 22 — y > 0 cio¢ per y < z%: graficamente significa rimuovere dal
=y
piano tutti i punti della parabola di equazione y = x? e quelli nella regione al di sopra
della parabola stessa.

2. Calcolo di limiti

coS cos (1- coS

(a)  lim (zy) = (1-7) = () = —1: infatti la funzione e continua
(zy)—1m) 1 —x —cosy 1—1—cosm —COoST
ove e definita (in quanto rapporto di composizione di funzioni continue e somme algebriche

di funzioni continue con denominatore che non si annulla nel punto.




(b)

3

. Yy 0
] A
(e9)=(00) 22 + 12 b

T =rcost

y =rsint

Quando (z,y) — (0,0) la distanza r del punto (z,y) da (0,0) tende a zero e quindi il

limite diventa:

3 (sint)®
2

Per risolvere I'indecisione conviene passare a coordinate polari:

lim
r—0

poiché, per ogni valore di ¢, |(sin t)3‘ < 1 cioeé (sin t)3 ¢ una quantita limitata e quindi il
suo prodotto per una quantita, r, che tende a zero risulta tendere a zero.

= limr (sint)® =0,

2,2
Ty
1 2 4 [6]
(z,y)—(0,0) T+ Y
. ). . . . . . T =r1cost
Per risolvere I'indecisione conviene passare a coordinate polari: y = rsint

Quando (z,y) — (0,0) la distanza r del punto (z,y) da (0,0) tende a zero e quindi il

limite diventa: ) )
r* (cost - sint) . 72 (cost - sint)

r=0 72 [(cos t)? + 12 (sin t)ﬂ r=0 (cost)? 4 r2 (sint)? (sint)?
(cost -sint)?

(cost)® + 72 (sint)® (sint)

se t = § + km, mentre se t # 7§ 4 km, dividendo numeratore e denominatore per (cos t)?

Infatti 72 tende a zero e la frazione 5 ¢ limitata poiché vale zero

si vede che
< (cost - sint)? _ (sint)? _ (sint)?
= (cost)? 412 (sint)? (sint)® 1472 (sint)’ (tant)? 1
Quindi moltiplicando tale frazione per r2, che tende a zero, si ha una quantita che tende
a zero.

<1

. 22 4y — 2y _
(z,y)—(0,0) x? 492

—
olo
—

T =rcost

y =rsint

Quando (z,y) — (0,0) la distanza r del punto (z,y) da (0,0) tende a zero e quindi il
limite diventa:

Per risolvere I'indecisione conviene passare a coordinate polari:

4 (sin 2t)°
:hn(l)l_r(sm ) 1,

7 (cost - sint)®
2

lim 1 —
r—0

poiché, per ogni valore di ¢, }(Sin 2t)3| < 1 ciod (sin2t)* & una quantita limitata e quindi

. . T .
il suo prodotto per una quantita, R che tende a zero risulta tendere a zero.

3. Discussione dell’esistenza di limiti

(a)

2 2
im T g
(zy)=(00) Y

Tr =rcost 2

. . . . . r
Passando a coordinate polari: : si trova lim ——— = lim —— che non per-
y =rsint r—0 rsint  r—0 sint

mette di trarre conclusioni, poiché, al contrario che negli esercizi precedenti, la funzione
coefficiente di 7 non e una funzione limitata.

D’altra parte avvicinandosi all’origine lungo parabole di equazione y = ax?, cio¢ con-

2,2
. o . x© +
siderando che cosa succede operando questa sostituzione nella funzione f(x,y) = i ,
Y




, o rrHatt 1 ) - . e
si vede che f(z,ar?) = ———— = - + a2? e quindi, avvicinandosi all’origine lungo
ax a

parabole con diverso coefficiente a, la funzione tende ad assumere differenti valori —
a

Ma il limite, se esiste, &€ unico: aver trovato piu valori significa che il limite non esiste.
) sin(xy
(b) ~ lim 2 ( 3 - [%]
(z,y)—(0,0) T +y
Anche in questo caso il passaggio in coordinate polari non aiuta. Ma se ci si avvicina a

: 2
(0,0) lungo le rette di equazione y = muz, si vede che f(z,mz) = % e poiché,
sin(ma?) , mz? m

er ¢ — 0, sin(ma?) & asintotico a ma?, lim ————= = lim =
p — ( ) 2—0 $2(1+m2> 7—0 x2(1+m2) 1+m2

quindi, avvicinandosi all’origine lungo rette con diverso coefficiente angolare m, la fun-

zione tende ad assumere differenti valori et
m
Ma il limite, se esiste, € unico: aver trovato piu valori significa che il limite non esiste.

4. Derivate parziali prime e loro valutazione in punti particolari

(a) f(z,y) = zy + 2* ha derivata parziale
rispetto a x: f,(x,y) =y + 2z che in (2,0) vale f,(2,0) =4
rispetto a y: fy(x,y) = x che in (2,0) vale f,(2,0) =2

) =
(b) f(z,y) =1In(1+ e*¥) ha derivata parziale
ery _672
) =

- che in (2, 1) vale f,(2,-1) =

rispetto a x: fi(x,y

14+e2
Ty 2e2
rispetto a y: f,(z,y) = 1afemy che in (2, 1) vale f,(2,-1) = 1f€72

(¢) f(z,y) =sin (z,/y) ha derivata parziale
rispetto a z: f,(z,y) = \/gcos (z,/9) che in (%,4) vale f,(%,4) =2cos & = —1
T

rispetto a y: fy(z,y) = ﬁ cos (x\/@) che in (%,4) vale f,(%,4) = 17r—2COS (%”) =5

5. Equazione del piano tangente al grafico di una funzione di due variabili in un suo
punto.

Ricordiamo che se esistono e sono continue in (g, yo) le derivate parziali prime della funzione
f(z,y), esiste il piano tangente ed ha equazione

z — f(wo,%0) = fe(0,%0) ( — 0) + fy(Z0,¥0) (v — ¥o)

(a) f(z,y) = x? — y? & una funzione continua e le sue derivate parziali prime sono continue
in tutto il piano e quindi in particolare in (—2,1).
Risulta f(—2,1) =4—1 =3, f.(z,y) = 2z, f,(z,y) = —2y e quindi 'equazione del piano
tangente al grafico nel punto (—2,1,3) ¢ 3=—4(x+2)—2(y—1).

(b) f(x,y) = cos <— e una funzione continua e le sue derivate parziali prime sono continue
Y

in ciascuno dei due semipiani “delle ordinate positive” e “delle ordinate negative” e quindi
in particolare in (7, 4). Risulta
™ \/§
,4) = cos (—) —,
T 1 <7r> B V2

fo(z,y) = —isin <§> = fu(m,4) = ~1 sin 1



<z>:@

T . xT ™ .
fy(z,y) = ? sin (§> = fy(m,4) = 16 sin 1 %

e quindi ’equazione del piano tangente al grafico nel punto <7r, 4, \/T§> e

z—ﬁz—ﬁ(x—w)—kg(y—él).

(¢) f(z,y) = ye * & una funzione continua e le sue derivate parziali prime sono continue in
tutto il piano e quindi in particolare in (0,1). Risulta f(0,1) =1, fo(z,y) = —2zye ",
fy(z,y) = e e quindi 'equazione del piano tangente al grafico nel punto (0,1,1) &

z2—1=0(x—-0)+1(y—1), cioe z = y.

(d) f(z,y) = /1 + 22y? & una funzione continua e le sue derivate parziali prime sono continue

purché 1 + 2%y > 0 e quindi in particolare in (1,2). Risulta

£(1,2) = I +8 =3,

Flay) = —22 1) - =8
z\ L, Y 9 1+$2y3 z\1, 1+8 3
Flay) = —SY L p) =2y
l" = s = — =
Y S T g v 2v/1+ 8

e quindi ’equazione del piano tangente al grafico nel punto (1,2, 3) &

z—3:§(:€—1)+2(y—1).

6. Gradiente delle funzioni di cui ai punti 4, 5.
Ricordiamo che grad (f(z,v)) = (f.(z,y), fy(x,y)); quindi
4a: grad(f(z,y)) = (y + 27,2)

ye”Y ze®!
4b: grad (f(15>y)) = 1 _i_effy’ 1 +emy>

/Y cos (x\/_) \/_ cos (x\/_))

4c: grad (f(z,y)

/\/’\\

5a: grad ( )
5b:  grad (f(z,y)

) =
) )
(309 346)

5¢: grad (f(z,y)) = <—2xye’””2,e’””2>
3 2,2
Ty 3x°y
5d: grad(f(x,y»:( = y3>

7. Trovare la velocita di variazione delle funzioni assegnate, nei punti e nelle direzioni
assegnate, significa calcolare la derivata direzionale della funzione f(z,y), nella direzione as-
segnata v, nel punto assegnato (g, yo). Si sa che se f(x,y) ha derivate parziali prime continue,
denotato con ¢ = (cost,sint) il versore ottenuto dividendo il vettore v per il suo modulo questo
equivale a fare il prodotto scalare grad (f(xg,yo)) ® ¢

(a) f(z,y) = 3z — 4y, (zo,y0) = (0,2), vettore direzione assegnato v.= —2i ==versore
corrispondente £ = —i = (—1,0):
grad (f(z,y)) = (3,—4) = grad (f(zo, o)) in ogni punto (xg,yo) del piano

velocita di variazione nella direzione assegnata: (3,—4) e (—1,0) = —3.
(b) f(z,y) = 22y, (xg,y0) = (=1, —1), vettore direzione assegnato v = i+2j = (1,2) =versore
corrispondente ¢ = %, %)



grad (f(z,y)) = (2zy,2%) = grad (f(-1,-1)) = (2,1)
velocita di variazione nella direzione assegnata: (2,1) e %, %) = %.

8. Determinazione delle derivate parziali seconde di funzioni assegnate
Ricordiamo che, per il teorema di Schwartz, le due derivate miste, se sono continue, devono
essere uguali.

(a) f(z,y) = /322 —2y +1

2
6322 —zy+1— (62 —y)
2¢/3x%2 —axy+1

B 6z —y fmc(f%y) = 2(3:1:2—$y+1)
fo(w,y) = N —z (62 — y)
T —TY —/322 —xy+1—
e NTETTES]
X m? =
v Y 2 (322 —xy + 1)
— 2 (61 —
BV W C k')
x o N ETTES
- X x? -
folz,y) = — ey 2(32° —ay +1)
2\/32% —xy+1 z(—x)
Jyy(2,y) =
wl:9) 4(322 — zy + 1)%?
12 — 92
e in conclusione: f..(z,y) = i 32
4322 —zy+1)
Ty — 2 —a
xzy\ L, = - z\ T, ) Z, =
foul:9) PRI ) ) 4 (322 — 2y + 1)
(b) f(z,y) = we? - yer (x.9)
frz z,Yy)= _yew
fm($7y):€y_ye£:> T
fmy(l'ay) =e'—e
fy:r(xay) =el—e”
fy(,y) = xe? —e" —>
Y fyy(xay) = xe?
(c) f(z,y) =In(1+ 2zy?) 2
faal@,y) = ——— )
2 zx\4Hy - 2
fz(x y) = L - <1 t 2my2)
VS T ) a4
YA (14 2212)* (14 2z92)°
PRPRILE: X o
 day yri (1+ 2xy2)2 (1+ 2my2)2
fy(way) - - 2 292 2y
1+ 2y foloy) =4, BUH200) —datyT  Av - 8uy
z,y)=4- -
w\hY (1+ 2:Cy2)2 (1+ 2$?J2)2
() F(o.y) = axctan (s - 3 + )
2zy + 1
fa(z,y) =

1+ (22 —y? + 2)°
2y [1 + (2%y — y?+ xﬂ —2(2zy + 1)*(2%y — 12+ @)

(1+ (2%y —y?> + x)Q)2
2 [1 + (2%y — v+ :r)Q] —2(2zy + 1) (2? — 2y) (2%y — y*+ )

(1+ (22 —y? +2)?)”



x? — 2y
fy(z,y)= =
(:9) 1+ (22 —y? +2)°
201+ (2% — y*+2)°| =2 (a® = 2y) 20y + 1) (ay — 4+ 0
(1+ (22 — o +2)%)
-2 [1 + (2%y — y*+ x)Q] —2 (2% — 29)° (z2y — y*+ 2)

(1+ (2%y —y>+ x)Q)2

fyy(x7 y) =

(e) f(x,y) = z?siny — ysin (2?)
Fo(. ) = 2 siny — 2y cos (27) —> fee(z,y) = 2siny — 2y cos (z?) + 422y sin (x?)
’ fey(z,y) = 22 cosy — 2z cos (x?)
fye(z,y) = xcosy — 2z cos (7?)
) =

fyy(m,

9. Determinazione e classificazione dei punti critici di funzioni.
Ricordiamo che i punti critici di una funzione f(x,y) sono quelli le cui coordinate annul-
lano il gradiente grad (f(x,y)) e, tra di essi, sono punti di sella quelli per i quali 'Hessiano
H(l‘,y) — fm(%y) fxy(ff,y>
foe(@,y)  fyy(@,y)

quelli per cui H(z,y) > 0 (massimo se f,.(z,y) < 0; minimo se f.(z,y) > 0).
(8) f(z,y) = wye™ (=40)/2
grad (f(z,1)) = ((y— #y) e )2 (o — o
{ (y — 2%y) e ()2 — - { y (1 —a?

(z — 2y?) o (@+)/2 _

fy(z,y) = 22 cosy — sin (2?) = Y
y) = —a?siny

€ negativo, mentre sono punti di massimo o minimo locale

<

%) e_(xz+y2)/2) = (0,0) se e solo se

2 _ 1
tale sistema si scompone nei due sistemi { o © { ;2 1
)

che hanno soluzioni | (0,0), (1,1), (—=1,1), (1,—1) e (=1, —1) |: questi sono i punti critici.

Fralay) = [~ay (1 —22) — 2ay| e (F92)/2 = gy (a2 — 3) = (422)/2

fey(zyy) = 1—9y*) (1 —2?) e~ (F+%)/2 fyz(z,y) (valgono le ipotesi del teorema di
Schwartz)

Fuy(,) = [—zy (1 — y2) — 2ay) e (FH0)/2 — gy (y2 — 3) e~ (+*49°) /2
2 2 2
Quindi IHessiano H(x,y) = e (#+)2| 2wy (@=3) — (1—¢7) (127 ‘

L=y (1-2%)  zy(y*—3)
i. nel punto (0,0) vale H(0,0) = €° (1) (1) ‘ = —1 < 0, per cui l'origine € un punto di
sella;
1(1-3) 0

ii. in ciascuno dei due punti (1,1) e (—=1,—1) vale e~ (1+1)/2

0 1(1-3)
= 4e~! > 0, per cui i due punti sono estremanti locali e pitl precisamente massimi,
in quanto 1 (1 —3) < 0;

iii. in ciascuno dei due punti (1,—1) e (—1,1) vale e—(1+1)/2

—1(1-3) 0 -

0 —-1(1-3) |
=4e~! > 0, per cui i due punti sono estremanti locali e pill precisamente minimi, in
quanto —1 (1 —3) > 0.



(b)

8
flz,y) = ; + - =Y
Notiamo che la funzione ¢ definita su ogni punto del piano che non stia sugli assi carte-
siani.

1 8
grad (f(z,y)) = <§ ~ —y—xz — 1> = (0,0) se e solo se
2
1 8 5 _r
om0 [v=% "3
Yy, = . <N 4 §: & P z _
B 64
Yy r#0ey#0 z£0ey 7& 0
2
Poiché la soluzione = 0 non puo essere accettata, il sistema equivale a y= )
23 =64
che ha un’unica soluzione in R%: |{4,2)|: questo ¢ il punto critico.
16
foz (z,y) =3
1
fay(2,y) = == = fye(2,y) (valgono le ipotesi del teorema di Schwartz)
Y
2z
fuy(@,y) = F
161 Lo
3 2 — ==
Quindi I’'Hessiano H (z,y) = :Cl o | nel punto (4,2) vale H(4,2) = 41 14 =
vy 4

=18 " 0, per cui il punto & un estremante locale (magimo in quanto f,,(4,2) =1 < 0)

f(z,y) = wsiny
grad (f(z,y)) = (siny,zcosy) = (0,0) se esolo se {

dato che se siny = 0 il fattore cosy non puod annullarsi.
Quindi i punti critici sono tutti e soli quelli della forma | (0, k7), con k € Z |.

faa(z,y) =0
fay(®,y) = cosy = fye(z,y) (valgono le ipotesi del teorema di Schwartz)
fo(w,y) = —zsiny

Quindi I'Hessiano H(z,y) =

siny =0 s y=kmwconkeZ
zcosy =0 z=10

0 cosy
cosy —zsiny
scelta di y; in particolare nei punti della forma (0,kw), con k& € Z risulta
H(0,km) = —1 < 0, per cui tali punti sono punti di sella.

1 1 1 1
fiew = (105) (5) (5+5)
Notiamo che la funzione é definita su ogni punto del piano che non stia sugli assi cartesiani.
Notiamo inoltre che la funzione assume gli stessi valori nei punti del piano simmetrici
rispetto alla retta di equazione y = z: quindi eventuali punti critici saranno simmetrici
rispetto a tale retta. Osserviamo che
o= (102 (D)8 (102) (102 L (122 (2411)

z y/)\z y) = % Y 5 y) \z y

1
e simmetricamente risulta fy(z,y) = —— (1+= | ( =+ =+ 1. Quindi
x)\y =

= — (cos y)2 € non positivo per ogni




grad (f(z,y)) = (0,0) se e solo se

1 1 2 1 1 2 1
—=(1+=)(=+-+1)=0 1+~ (=+-+1)=0
T W © 172 1
—— |1+ -+=-+1)=0 I1+—=)|—-+—=+1) =0
L ¥ x y x Yy T
I'ultimo sistema si spezza nei quattro sistemi
( 1 1 2 1 2 1
1+==0 1+-=0 —+-+1= —+-+1=0
{121 oy IR
\ x Yy X x Y X
Essi sono equivalenti a
1 1
_ 1 e
{y+1=0 {y+110 —2+§+1:0 r oy 0
_ ; _ - o ’ ) 2
(I'ultimo sistema & stato ottenuto sottraendo la seconda equazione alla prima). Quindi le

y=x
soluzioni sono rispettivamente: | (—1. — 1), (1,—1), (=1, 1) |e la soluzione di { 3 t1=0
T

cioe | (—3,—3) |: questi sono i punti critici. Osserviamo che

grad (f(z,y)) = <——————y————2,—————————i3). Quindi

f(x)_2+6+4+6+2
za\ T, Y _x3 T4 x3y $4y $3y2
2 n 2 2
x2y2 :133y2 x2y3

2 4 6 2 6
I @)= m T oa Tt g gy

= fyz(z,y) (valgono le ipotesi del teorema di Schwartz)

fzy(‘ra y) =

Quindi I'Hessiano H(z,y) = 9 1 1 2 2 3 1y 3
(1+_+_ —<1+—+—+—+—>

2 (1 5+4> 2 (1 2)
= (1=t — | 1-= ANZ /92
i. nel punto (—3, —3) vale 27 3 9 81 3 — <_) _( > > 0,

2 2\ 2 54
81 3 27 39

4

per cui il punto & estremante locale (minimo in quanto f,.(—3,—3) = 3 > 0);

. —2(1-3-243+1)  2(1—1-1) |

ii. nel punto (—1,—1) vale 2(1—1-1) C9(1-2-3+143) |~ 4 <0, per
cui il punto e di sella;

2(1+3-2-3+1) 2(1+1—1) B

iii. nel punto (1,—1) vale 2(1+1-1) 9(142-3+1-3) |~ —4 < 0,
per cui il punto e di sella;

: -2(1-3+2-3+1) 2(1-1+41) B

iv. nel punto (—1,1) vale 2(1—1+1) 2(1-24+3+1-3) |~ 4 <0,
per cui il punto e di sella.






