Equazioni differenziali

Soluzioni degli esercizi

Premessa: in tutti gli esercizi  denota la variabile indipendente, y la funzione (di x) incognita
dell’equazione differenziale.
Un’equazione differenziale e detta lineare

e del primo ordine se si puo ricondurre alla forma v/ (z) + a(z)y (z) = f (z) con a(x) e f(x)
continue in uno stesso intervallo della retta reale; omogenea se f () = 0; a coefficienti costanti
se a (z) & una funzione costante;

e del secondo ordine se si puo ricondurre alla forma y” (z) 4+ a (z) ¥’ (x) + b (z) y (z) = f (x) con
a(x), b(x), e f(x) continue in uno stesso intervallo della retta reale; omogenea se f (z) = 0;
a coefficienti costanti se a (z) e b(z) sono funzioni costanti;

® CCC.

Sol. Ex.1

1. ' = by — x: equazione differenziale lineare del primo ordine non omogenea a coefficienti
costanti.

2. y"+x = y: equazione differenziale lineare del secondo ordine non omogenea a coefficienti
costanti.

3. yy = x: equazione differenziale del primo ordine a variabili separabili.

4. " + (zsinz)y = y: equazione differenziale lineare del secondo ordine omogenea a
coefficienti non costanti.

5.y’ + 4y — 3y = 2y*: equazione differenziale non lineare (y compare al quadrato!) del
secondo ordine.

6. " + xy = 2%y: equazione differenziale lineare del terzo ordine omogenea a coefficienti
non costanti.

Sol. Ex.2
1. gy =2 < [ydy = [zde <= y* = 2> + ccon ¢ € R <= y = Va2 + ¢ oppure
y = —+vx2+ ccon c € R. Ecco le curve integrali corrispondenti ad alcune condizioni iniziali
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) ¢ equazione differenziale lineare del I ordine non omogenea: 3y’ — —y = ——.
x x

2.

(a) Soluzioni dell’omogenea associata (y' — §y =0): y(x) = ka® con k € R.
x

1
(b) Soluzione particolare (metodo di variazione delle costanti): 7 (z) = 33 0=
T

1
(c) Integrale generale: y (z) = 3 + ka® con k € R.

3. vy = 2%y? & equazione differenziale del I ordine a variabili separabili.

(a) Soluzioni particolari da isolare prima di separare le variabili: y (z) = 0.

1 3
(b) fd—g:fxzdx<:>——:%+cconc€R
Y )

con ¢ € R.

Integral le: =
(c) Integrale generale: y () 3 + 3¢

4. 1y = ylnx ¢ equazione differenziale lineare del I ordine omogenea non a coefficienti costanti:
Yy — (Inz)y = 0. Integrale generale: y (z) = ke®"2=2 cio¢ y (x) = k (%)m, con k € R.

5. 1y = by—ux ¢ equazione differenziale lineare del I ordine non omogenea a coefficienti costanti:
Yy — by = —x.
(a) Soluzioni dell’omogenea associata (y' — 5y = 0): y (z) = ke®® con k € R.
(b) Soluzione particolare (metodo di variazione delle costanti): g (z) = € [ —ze *dz =
1 1
) 25

1 1
(c) Integrale generale: y (z) = =7 + 7 + ked® con k € R.

6. 1y = —= + 2% & equazione differenziale lineare del I ordine non omogenea, non a coefficienti
N _ 2
costanti: ¥y — —y = x~.
x

2
(a) Soluzioni dell’lomogenea associata (y' — —y = 0): y (z) = kz? con k € R.
x

(b) Soluzione particolare (metodo di variazione delle costanti): 7 (z) = x*

(c) Integrale generale: y (z) = 2 + ka? con k € R.
7. Yy 4y = e® ¢ equazione differenziale lineare del I ordine non omogenea, a coefficienti costanti.
(a) Soluzioni dell’omogenea associata (y' +y = 0): y(x) = ke ® con k € R.

1 1
(b) Soluzione particolare (metodo di variazione delle costanti): ¥ (z) = (562””) e = —¢€”.

1
(c) Integrale generale: y (z) = 56‘” + ke con k € R.



8. ¢y — 5y — 6y = 0 e equazione differenziale lineare del II ordine omogenea, a coefficienti
costanti.
(a) Soluzioni dell’equazione caratteristica (12 —5r — 6 = 0): r; = 6, 19 = —1.
(b) Ci sono 2 soluzioni particolari “indipendenti”: y; (z) = €%, yo (z) = e7°.
(c) Integrale generale: y (z) = c1€%% + coe™® con ¢1, copvariabili in R.
9. 9"+ 2y + 3y = 0 & equazione differenziale lineare del II ordine omogenea, a coefficienti
costanti.
(a) Soluzioni dell’equazione caratteristica (r? +2r +3 =0): 7, = —1 —iv/2, 1y = —1 + /2.
(b) Ci sono 2 soluzioni particolari “indipendenti” reali: y; () = e cos (ﬂx), Yo () =
e *sin (ﬁx)
(c) Integrale generale: y (z) = e (01 cos (\/isc) + ¢y sin (\/§m)) con c¢1, covariabili in R.
10. 9y + 6y + y = 0 ¢ equazione differenziale lineare del II ordine omogenea, a coefficienti
costanti.
(a) Soluzione dell’equazione caratteristica (9r% + 67 +1 =0): r = —%.
(b) Ci sono 2 soluzioni particolari “indipendenti”: y; (z) = e73%, yy (z) = ze 3%
(c) Integrale generale: y (z) = e 3% (¢; + cpx) con ¢y, cyvariabili in R.

11.  y" + 4y — 2y = = e equazione differenziale lineare del II ordine non omogenea, a coefficienti
costanti.

(a)
(b)
(c) Integrale generale dell’omogenea associata: y (z) = cie2% + cpe® con ¢y, cpvariabili in R.
(d)

Equazione omogenea associata: vy’ + vy’ — 2y = 0.

Soluzioni dell’equazione caratteristica (r> +r —2=0): r; = —2, ry = 1.

Soluzione particolare (polinomio di I grado in x, essendo il coeff. di y diverso da 0):

y(z)=—1z— 1.
1

(e) Integrale generale: y (z) = —32 — 1 + c1e” 2 + c2€” con ¢y, cyvariabili in R.

2

12.  y"—y' —6y = e ** & equazione differenziale lineare del IT ordine non omogenea, a coefficienti

costanti.
(a) Equazione omogenea associata: y” — 1y’ — 6y = 0.
(b) Soluzioni dell’equazione caratteristica (r2 —r — 6 =0): r; = =2, 75 = 3.
(c) Integrale generale dell’'omogenea associata: y (z) = cie™ 2% + c2€3 con ¢y, cyvariabili in R.
(d) Soluzione particolare: 7 (x) = —£e~?" (poiché il coefficiente —2 dell'esponente del termine

noto dell’eq. diff. & soluzione dell’equazione caratteristica, ma 2 - (—2) 4+ (—1) # 0).

(e) Integrale generale: y (z) = —£e > + c1e** 4 2 con ¢y, ¢yvariabili in R,



13. ¢’ + 2y = ze” e equazione differenziale lineare del II ordine non omogenea, a coefficienti
costanti.

(a) Posto ¢y = z ey’ = 2+ ci si riconduce all’equazione differenziale lineare del I ordine
2 42z = xe®.

(b) Equazione omogenea associata: z’ + 2z = 0.

(c) Soluzioni dell’equazione omogenea associata: z = ke 2% con k € R.

(d) Soluzione particolare (metodo di variazione delle costanti): z(z) = e 2* [ze*dr =
%xe"’ — %e“’c.

(e) Integrale generale dell’equazione differenziale del I ordine z (z) = ke™?" 4 3ze” — ge® con
ke R.

(f) Integrale generale dell’equazione assegnata: y(x) = [ (ke + tze” — ée’”) dr =
—fe 4 iz —1)e"— i+ =1(r—2)e"+ce® + ¢ conc = —£, ¢ variabili
in R.

14. " + 2y + 2y = e"sinx e equazione differenziale lineare del II ordine non omogenea, a
coefficienti costanti.

(a) Equazione omogenea associata: y” + 2y + 2y = 0.
(b) Soluzioni dell’equazione caratteristica (r? +2r +2=0): 11 = —1+14,rg = —1 —i.
(c) Integrale generale dell’omogenea associata: y (x) = e~* (¢ cosx + casin ) con ¢;, covariabili
in R.
(d) Soluzione particolare: 7 (z) = $e” (sinz — cosz) (vedi punto (f)).
(e) Integrale generale: y (x) = ge® (sinz — cosx) + € (¢ cos x + ca 8inx) con ¢y, cpvariabili
in R.
(f) Per ricavare 'integrale particolare ci sono 2 vie:
i. Vedere se esiste una soluzione della forma 7 (z) = €* (kycosx + kgsinz).  Allora
7 () = " [(k1 4+ ko) cosx + (ke — k1) sinz] e 7' (x) = e* (2kycosx — 2k sinx).
Da qui, sostituendo nell’equazione e semplificando e*, si ha (4k; + 4ks) cosz =
(4ky + 1 — 4ks) sin z. Quest’uguaglianza deve essere vera per ogni x e quindi risulta

it Ak =0 e by = k= 1
—4ky + 4k =1 2T
1T efim
ii. Osservare che sinz = Y e quindi trovare una soluzione particolare y, di
1

Y’ 42y + 2y = e119)% e una soluzione particolare y_ di v’ + 2y’ + 2y = e'=9% e porre
(y+) = (¥-)
_— . Si ha

poi §(z) = 5

Y, = c(x) ez, Y, = (¢ +(1+1i)c) etz y! = [c// +2(144)d +(1 +z’)2 C} e(1+i)e
da cui ¢// + 2(2—1—@') d+4(1+1i)c = 1: si pud scegliere c¢(z) = 4(1—1+¢)7 e quindi
y+ g %6(1+Z)m.

Similmente

dacui  +2(2—10)d +4(1—1i)c = 1: si puod scegliere ¢ (x) 4(1177;), e quindi

y_ = e Ne consegue che
— 1-i

7 (l’) — 1Teie(l+i)m_%6(171'):10 — %61 (6(1+i)m _e(lfi)m)_l_l6 (e(lJri)m _}_e(lfi)m) — %em (sin T —Cos l') )

y_ =c(x) =Dz o — (d+(1—14)c) e(+iz Y = [C// +2(1—d)d +(1— i)2 C] e(+i)z



15. 3’ + 4y = 22 & equazione differenziale lineare del II ordine non omogenea, a coefficienti
costanti.

(a) Equazione omogenea associata: y” + 4y = 0.
(b) Soluzioni dell’equazione caratteristica (r? +4 = 0): ry = —2i, ry = 24,

(c) Integrale generale dell’omogenea associata: y () = ¢; cos 2z + o sin 2x con ¢, cavariabili
in R.
(d) Soluzione particolare (polinomio di II grado in z, essendo il coeff. di y diverso da 0):
7(r) =32° — 5
2

(e) Integrale generale: y (x) = 22 — £ 4 ¢1 cos 2z + ¢ 8in 2z con ¢y, ¢, variabili in R.

16. y" —4y = x + €** & equazione differenziale lineare del II ordine non omogenea, a coefficienti
costanti.

—~

a
b
c
d
e
f

Equazione omogenea associata: y” — 4y = 0.

~—~

Soluzioni dell’equazione caratteristica (r? —4 =0): ry = =2, ry = 2.

—~

Integrale generale dell’omogenea associata: y (z) = c1e** + coe™2 con ¢y, cyvariabili in R.

~—~

Soluzione particolare (vedi punto (f)): 7 (z) = —3z + tze®”

Integrale generale: y (z) = —3x + 32€®™ + ¢1€* + c¢72" con ¢y, ¢ variabili in R.

)
)
)
)
)
)

P N

Se z(x) € una soluzione particolare di ¥’ — 4y = x e w(x) & una soluzione partico-
lare di ¢’ — 4y = €2* si ha 2" — 4z+w" — 4w = x + €2, cioe (z +w)"' —4(z +w) =
z + €*, vale a dire z (z) + w(z) & una soluzione particolare di v/ —4y = o+ €

Risulta z(x) = —iz. Inoltre se w(m) = c(z)e* si ha w (m) = [ ( )+ 2¢(z)]e*® e
w” (x) = [ (z) + 4 (z )+4c( )] €% e sostituendo: [’ (z) + 4c (7)]€*® = €**. Si puo
porre 4¢ (z) =1 (cioé ¢ (z) = 1 e ' (z) = 0): quindi w(z) = 11;62
Sol. Ex.3
y +10y =1

1. 11 problema di Cauchy ha una e una sola soluzione, poiché 'equazione dif-

y(0.1) = 0.2

ferenziale in esame ¢ lineare del I ordine.

(a) Integrale generale dell’omogenea associata (y' + 10y = 0): y (z) = ke~ '%% con k variabile
in R.

L
10"

—
=}

Soluzione particolare: 7 (z) = e 1% [ e!%dzy =

—
o

Integrale generale: y (z) = 5= + ke~ 10

—~
ol
~— ~— ~— ~~—

. 101 C
Affinché sia y (&) = & deve essere - + ke 1010 = 2 cioe ke™! = 1.

1 101:

—~
@D

Soluzione del problema di Cauchy: y (z) = & + e



sinx

Y + (cosx)y = 2ze~ : NP :
ha una e una sola soluzione, poiché I’equazione

2. Il problema di Cauch
P Y { y(m) =0

differenziale in esame ¢ lineare del I ordine.

(a) Integrale generale dell’omogenea associata (y' + (cosz)y = 0): y(z) = ke 5" con k
variabile in R.

(b) Soluzione particolare: 7 (z) = e™5n* [ (2ze™*n%) esn¥dy = g2~ 50",
(c) Integrale generale: y (x) = (22 + k) e~ 5%,

(d) Affinché sia y (1) = 0 deve essere m° + k = 0 cio¢ k = —m2,

(e) Soluzione del problema di Cauchy: y (z) = (2% — 7?) e~ 502,

y" 4+ 10y" + 25y =0
3. Il problema di Cauchy ¢ y (1) =0 ha una e una sola soluzione, poiché I'’equazione
y' (1) =2
differenziale in esame ¢ lineare del II ordine (omogenea).

(a) Soluzione dell’equazione caratteristica (r? + 10r +25 = 0): r = =5

)
(b) 5z

)

)

Integrale generale : y () = c1e %% + cyze ™ con ¢y, cp variabili in R.

Sua derivata: ' (z) = (—5cy + ca — Heax) 757

(c

‘o _ V1Y (c14+e2)e®=0 o a=—c
(d) Affinchésiay(l) =0ey (1) =2 deve essere { (—5¢1 — deg) e = 2 Ciot | 9p -

(e) Soluzione del problema di Cauchy: y (z) = 2e°75% (z — 1).

+
) ha una e una sola soluzione, poiché 1’equazione

)=

IT ordine (omogenea).

als{@

4. 11 problema di Cauchy (

Q/\
%I 5

differenziale in esame & lineare

1 V3. 1@

(a) Soluzione dell’equazione caratteristica (r2+r+1=0): r, = 5T b= g +

con ¢y, ¢co variabili in R.

3 3
(b) Integrale generale: y (z) = e~*/? [cl cos (%) + o 8in (%)

. Sy e | [@VB—a V3 o+av3) . [V
(c) Sua derivata: ' (z) = e~/ [(T) cos (T) - <T> sin (T)]

2m
y(—\/§>:0 cg =0 =0
(d) Affinché sia deve essere V3 cioe —2 5
([ 2m ey~ eV = Cy = —=¢€
v\3)~ 1 2 V3

(e) Soluzione del problema di Cauchy: y (z) = —

9(T/VB)~(/2) . NG
V3 2 )



