UN TEOREMA ASTRATTO SU PUNTI PIU VICINI (L.V.)

Ricordiamo che un sottoinsieme A di uno spazio metrico si dice prossiminale
se ogni punto dello spazio ammette almeno una migliore approssimazione in
A. L’insieme A e un insieme di Chebyshev se ogni punto dello spazio ammette
una e una sola migliore approssimazione in A.

Teorema 1. Siano (X,d) uno spazio metrico e A C X. Supponiamo che T
sia una topologia su X tale che lintersezione di A con ogni bolla chiusa di X
sia T-compatta. Allora A é prossiminale.

Inoltre, se A é anche di Chebyshev, allora la proiezione metrica Py: X — A
¢ (d-1)-continua.

Dimostrazione. Si ha Pa(z) = AN B(z,da(z)) = AN (.o Bz, da(z) +¢).

Cio implica la prima parte del teorema (perché gli insiemi nell’intersezione
sono T-compatti e “inscatolati”).

Supponiamo ora che A (che soddisfa 'ipotesi di compattezza) sia anche un
insieme di Chebyshev. Se P4 non & (d-7)-continua, esiste una successione

convergente x,, N xo tale che P4(z,) non converge a Pa(z) nella topologia 7.
Passando eventualmente ad un’opportuna sottosuccesione, possiamo supporre
che esista un 7-aperto U tale che Pa(xy) € U ma Py(x,) ¢ U per ogni n.
Poiché
0 S d(PA(wn)a l’o) S d(PA(xn)7 xn) + d(l‘na :L‘O)
=da(z,) + d(zp, x9) — dalzo),
la successione {PA(a:n)} ¢ limitata. Percio, per un r > 0 sufficientemente

grande, P4(x,) appartiene al T-compatto A N B(zg,r). Esiste quindi una
subnet {z,} della successione {z,} tale che

Pa(za) =y € AN B(xg, 7).
Ovviamente y ¢ U. Inoltre, come abbiamo visto sopra,
d(Pa(ra),20) < da(za) + d(za,z0) — da(o),

per cui, per ogni £ > 0, abbiamo P(z,) € AN B(mo, da(zg) + 8) per ogni «
sufficientemente grande. Essendo AN B(mo, da(zo) + 8) T-chiuso per l'ipotesi,
otteniamo

Y € ﬂ [A N B(l’o,dA([Bo) + 6)} = PA(ZL'()) cU,
e>0
ma cio € una contraddizione. O
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Corollario 2. Siano X uno spazio di Banach, A C X un insieme non vuoto.
Supponiamo che sia soddisfatta almeno una delle sequenti condizioni:

(a) A é chiuso e finito dimensionale;

(b) A & w-compatto;

(c) X é riflessivo, A é convesso e chiuso;

(d) X = Z* (cioé X ¢é duale), A & w*-chiuso.
Allora A é prossiminale.

Dimostrazione. Basta utilizzare il Teorema con d(x,y) = ||t —yl[ e 7 = - ||
(caso (a)) oppure 7 = w (casi (b),(c)) oppure 7 = w* (caso (d)). O



