SUCCESSIONI GENERALIZZATE (NETS) (L.V.)

Sia X uno spazio topologico. Ricordiamo che una successione {z,} in X & in
realta una funzione ¢: N — X con ¢p(n) = z,.

Nel caso di spazi metrici valgono le seguenti affermazioni.

e A C X e chiuso se e solo se per ogni successione in A che converge in X,
il suo limite appartiene ad A.
e f: X = Y & continua se e solo se vale I'implicazione

T —r = f(z,) — f(2).

e X & compatto se e solo se ogni successione in X ammette una sottosuc-
cessione convergente in X.

Queste proprieta non sono sempre soddisfatte in spazi topologici non metrizza-
bili (vedi la bibliografia sotto per i relativi controesempi). Ma esse rimangono
valide se, al posto di successioni, consideriamo “successioni generalizzate”: le
nets.
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Definizione 1. Siano [ un insieme non vuoto, “<” una relazione binaria su
I con le seguenti proprieta:
e “<” & riflessiva (@« < a Ya € I) e transitiva (o < ag < a3 implica
(e7] j a3)7
eV, € I da €l o =< a (i = 1,2) (cioe, ogni sottoinsieme di due
elementi di I ha un maggiorante in I).
In tal caso diciamo che la coppia (I, <) € un insieme diretto in su, oppure, pill
brevemente, che I & un insieme diretto.

Si noti che, in un insieme diretto, ogni insieme finito ammette un maggio-
rante.

Definizione 2. Sia X uno spazio topologico.

(a) Una net (successione generalizzata) {z,}qcr in X & una funzione ¢: I —
X, dove I & un insieme diretto e ¢(a) = x, per ogni a € I.
(b) Diciamo che una net {z,}.cr converge a un punto x € X se per ogni
intorno U di z esiste o € I tale che z, € U per ogni o > «.
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Si osservi che una net non puo avere due limiti distinti se lo spazio topologico
e di Hausdorff.
Esempi 3. Sia X uno spazio topologico.

e Ogni successione ¢ una net (I = N con 'ordine naturale).

e Ogni funzione ¢: R — X € una net perché R & un insieme diretto.
(Quando é convergente?)

e Sia I l'insieme di tutti gli intorni di un punto fissato x € X. Definiamo
su I una relazione “<” con

U<V & UDV

Allora I & un insieme diretto e, scegliendo arbitrariamente xy € U per
ogni U € I, si ottiene cosi una net {zy }ye; convergente a z.

e Sia f: [a,b] — R una funzione integrabile secondo Riemann. Sia [
I'insieme di tutte le partizioni di [a, b] con 'ordine dato da

P <P, & PCh.
Supponiamo che ad ogni partizione P = {a = 2y < 21 < --- < x, = b}
€ [ sia associato un insieme di punti {&;,...,&,} C [a, ] tali che
516 [in_l,xi] (’1,21, ,n).

Consideriamo le somme riemanniane
n
Sp = Zf(fz)(xz - Ti-1)-
i=1

Allora {sp}pes & una net (in R) che converge all’integrale di Riemann
fabf(a:) dx. (Perché?)
e Sia I = {a, b, c} un insieme di tre elementi con la relazione “<” data dal
seguente elenco:
a=<a,b=<b,c<c,a=<xb, b<c.
Allora I € un insieme diretto e, se poniamo
To:=1, 2p:=0, z,.:= =2,

la net {4 }aer converge a —2.

Teorema 4. Siano X uno spazio topologico, A C X, x € X.
(a) = appartiene a A se e solo se esiste una net in A convergente a x.
(b) A é chiuso se e solo se per ogni net in A che converge in X, il suo limite
appartiene ad A.

Teorema 5. Siano X,Y spazi topologici, f: X — Y. Allora f é continua se
e solo se per ogni net {xy}acr C X convergente ad un punto x € X, il net

{f(:ca)}ael converge a f(z).
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Per poter formulare una caratterizzazione della compattezza analoga a quella
che vale negli spazi metrici, abbiamo bisogno di definire la nozione di una sub-
net. L’idea ¢ abbastanza naturale.

Possiamo dire che {Z,,}scs € una subnet di una net {zq}acr se {ap}ges @
una net in I che “tende all’infinito” nel senso che

Vage I 3y € J: g > oy per ogni 8= [.
Ed & esattamente cio che dice in altre parole la seguente definizione.

Definizione 6. Una net {ys}gecs € una subnet di una net {z,}acr se esiste
una funzione ¢: J — I tale che

e s = 24(8) per ogni § € J,
e Yay € I3[y € J tale che () = g per ogni 5 = [y.

Alcuni autori (per es. [M]) richiedono la monotonia della mappa 9 nella definizione.

N.B.: Ogni sottosuccessione di una successione e¢ una subnet. Ma una suc-
cessione puo avere delle subnet che non sono sottosuccessioni. Per esempio,
se z, = n?, allora la net {ymn}mn)enxn, data da ym, = m? + 2mn + n?, @
una subnet (ma non una sottosuccessione) della successione {z,}. (Su N x N
consideriamo 'ordine parziale per coordinate.) (Qual é la funzione 1 in questo
caso?)

Osservazione 7. Ogni subnet di una net convergente converge allo stesso li-
mite.

Teorema 8. Uno spazio topologico X € compatto se e solo se ogni net in X
ammette una subnet convergente in X.



