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In quanto segue, {an}+∞0 e {bn}+∞0 sono due successioni in C.

• Questo è molto facile:
se le serie

∑+∞
0 an e

∑+∞
0 bn convergono [convergono assolutamente]

e α, β ∈ R, allora anche la serie

+∞∑
n=0

(αan + βbn)

converge [converge assolutamente] e la sua somma vale

α
(∑+∞

0 an
)

+ β
(∑+∞

0 bn
)
.

Per il prodotto di due serie abbiamo il seguente, molto utile teorema di Cauchy.

Teorema (prodotto secondo Cauchy). Supponiamo che le serie

+∞∑
n=0

an ,
+∞∑
n=0

bn

convergano assolutamente e le loro somme siano A,B ∈ C rispettivamente.
Poniamo

cn =
n∑
k=0

akbn−k (n ≥ 0).

Allora anche la serie
+∞∑
n=0

cn

converge assolutamente e la sua somma vale AB.

In breve, questo teorema dice che(∑+∞
0 an

) (∑+∞
0 bn

)
=
∑+∞

n=0 (
∑n

k=0 akbn−k)

se le due serie a sinistra convergono assolutamente (e in tal caso anche la serie a

destra converge assolutamente).
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Dimostrazione del teorema.
Per N ∈ N ∪ {0}, denotiamo IN := {0, 1, . . . , N} e osserviamo che

N∑
n=0

|cn| ≤
N∑
n=0

(
n∑
k=0

|ak| · |bn−k|

)
=
∑
k,j∈IN
k+j≤N

|ak| · |bj|

≤
∑
k,j∈IN

|ak| · |bj| =

(∑
k∈IN

|ak|

)(∑
j∈IN

|bj|

)

≤

(
+∞∑
k=0

|ak|

)(
+∞∑
j=0

|bj|

)
.

Ne segue che la serie
∑+∞

0 cn converge assolutamente. Inoltre,

N∑
n=0

cn =
∑
k,j∈IN
k+j≤N

akbj =

(∑
k∈IN

ak

)(∑
j∈IN

bj

)
− eN

dove
eN =

∑
k,j∈IN
k+j>N

akbj .

Per dimostrare che
∑+∞

0 cn = AB, è sufficiente dimostrare che eN → 0.

Fissiamo un arbitrario ε > 0. Sia d > 0 tale che
∑+∞

0 |an| ≤ d ,
∑+∞

0 |an| ≤
d . Dalle nostre ipotesi segue che esiste ν ∈ N tale che

∑
n>ν |an| ≤ ε ,∑

n>ν |bn| ≤ ε . Osserviamo inoltre che se k + j > N allora necessariamente

k > N
2

oppure j > N
2

. Ora, per ogni N > 2ν abbiamo N
2
> ν e quindi

|eN | ≤
∑
k,j∈IN
k+j>N

|ak| · |bj| ≤

 ∑
k∈IN
k>N/2

|ak|


(∑
j∈IN

|bj|

)
+

(∑
k∈IN

|ak|

) ∑
j∈IN
j>N/2

|bj|


≤ ε · d+ d · ε = 2dε.

Ciò dimostra che eN → 0.
[q.e.d.]


