Uniforme convessita di Lp(p) (1 <p <oo) (L.V.)

La dimostrazione originale di J. Clarkson (del 1936), come (quasi) tutte le altre dimostrazioni che ho
visto su vari testi, € lunga e abbastanza complicata. Essa viene condotta attraverso le cosiddette
disuguaglianze di Clarkson che soddisfa la norma di L,(x). Riportiamo qui una dimostrazione
sorprendentemente breve, trovata da J. Maly dell’Universita di Praga.

Lemma.
(a) Per ogniu,v € Rsi ha 3(ju+v|P+ |u—v[P) > |ulP.
(b) Per ogni € > 0 esiste v > 0 tale che per u,v € R con elu| < |v| vale
3 (lu+ 0P +Ju—vfP) = Jul” + v,
Dimostrazione: La funzione p(t) = |t|P & strettamente convessa, percio
2(p(t+ 1)+ @(t — 1)) — ¢(t) > 0 per ogni t € R. Ponendo ¢ = % si ottiene (a).
Per compattezza, esiste v > 0 tale che 3 (¢(t+1)+¢(t—1)) —p(t) > v per ogni t € [~1/e,1/e].
Cio implica (b).

Dimostrazione dell’uniforme convessita di Ly(¢) (1 < p < +00).

Evidentemente basta dimostrare che, per ogni ¢ > 0, esiste § > 0 tale che, se z,y € Ly(n),

lzllp = llyll, = 1 e
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Sia € > 0. Definiamo i seguenti due insiemi

A= {tela(t) +yt)] > |=(t) —y(t)]}
B = {t cele(t) +y(t)| < |z(t) — y(t)\}

Applicando Lemma con u = I(t)gy(t), v = I(t);y(t), otteniamo
P
) (6P + OP) w(t);y(t)‘ per t € A;
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Supponiamo adesso che [ |%‘p dp>1—46 (dove § > 0 € ancora da determinare). Da cio
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per cui [ |52 Pdu < %. Per dimostrare (x) osserviamo che
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e 'ultima quantita & minore di 2e? se § > 0 e sufficientemente piccolo.



