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Insiemi di Borel in spazi di Banach

L’argomento che volevo trattare in questo seminario e il rapporto che in-
tercorre tra gli insiemi di Borel generati dalla topologia debole di uno spa-
zio di Banach e quelli generati dalla topologia forte. In particolare volevo
presentare alcuni risultati classici che riguardano i seguenti due problemi:

e quando vale che Borel(X,w) = Borel(X, ||-||)?

e quando accade che X € Borel(X™*, w*)?

1 Primi risultati positivi

Iniziamo mostrando che le nostre domande sono ben poste, ovvero esiste una
classe di spazi di Banach per la quale hanno risposta positiva. Il risultato che
qui vado a presentare ¢ dovuto ad Edgar e Schachemayer e puo essere trovato
nella forma che qui riporto in [Edg79], una dimostrazione precedente, priva
del lemma di Schachermayer e dovuta ad Edgar, si puo trovare in [Edg77].

Lemma 1.1 (Schachermayer) Sia X uno spazio di Banach e T una to-
pologia localmente convessa tale che Bx sia T-chiusa. La mappa

¥y 1 (0,400) x Sx — X ~ {0}

definita da ¥, (t,x) = tx é un isomorfismo di Borel tra (0,4+00) x Sx con la
o-algebra prodotto Borel((0, +00)) x Borel(Sx,7) e X \ {0} con la o-algebra
Borel(X ~ {0}, 7).

Dimostrazione La mappa (¢,x) — tz & continua e dunque Borel-misurabile. L’in-
versa x +— (||:1:H, H;C_H) ha la prima coordinata inferiormente semicontinua e dunque

Borel-misurabile. La seconda coordinata e la composizione di una mappa di Borel
con una mappa continua

X
z = (|2l z) = 7=
’ ]

O

Corollario 1.2 Sia Y C X sottospazio. Y € Borel(X,T) se e solo se Y N
Sx € Borel(Sx, 7).

Corollario 1.3 Se X ¢ uno spazio di Banach che ammette un rinorma-
mento di Kadets, allora X € Borel(X™*, w*).

Dimostrazione Basta mostrare che Sx € Borel(Sx«~,w*), per il corollario pre-
cedente. Per ipotesi (Sx,w) = (Sx, ||'||) dunque ¢ topologicamente un metrico
completo, di conseguenza ¢ un Gs in

w

Sx" = By

per il teorema di Goldstine, si veda [Dug66]. Cio implica che Sx ¢ un Gs in
(Bxss, w*). O
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Corollario 1.4 Se X ¢ uno spazio di Banach che ammette un rinorma-
mento di Kadets, allora Borel(X,w) = Borel(X, ||-||). Se X* ammette una
norma w*-Kadets allora Borel(X*, w*) = Borel(X*, ||]|).

Dimostrazione Per ipotesi id : (Sx,w) — (Sx, ||||) & un omeomorfismo, dunque
4 o
id :(X ~ {0}, w) 22 (0, 100) x (Sx,w) LHD,
Py
—— (0, +00) x (Sx, l) == (X ~ {0}, [}

I'identita € un isomorfismo di Borel. Il caso debole-star ¢ analogo. (I

Questo risultato permette di concludere un fatto interessante riguardo alle
misure di probabilita, Borel e regolari su uno spazio di Banach X.

Corollario 1.5 Sia X uno spazio di Banach. Ogni misura di probabilita p,
w-Borel e regolare su X puo essere estesa a una misura di probabilita i,
||I||-Borel e regolare.

Dimostrazione Supponiamo che y sia una misura di probabilita, w-Borel e rego-
lare su X, per un risultato classico di Grothendieck, si veda [Lin72, Theorem 4.3]
esiste un sottospazio separabile X; C X tale che u(X7) = 1. Siccome gli spazi sepa-
rabili sono Kadets-rinormabili abbiamo che Borel(X1,w) = Borel(X1, ||-]|). Allora

possiamo definire
A(A) = n(ANXy)

per A € Borel(X,|-||). Ma ogni misura di Borel definita su uno spazio metrico
completo & regolare, si veda [Hal50]. O

Abbiamo quindi un’ampia classe di spazi per la quale le nostre domande
hanno risposta affermativa. Passiamo ora a mostrare che vi sono anche degli
spazi per cui le nostre domande hanno risposta negativa.

2 Controesempio principale: /

L’esempio che vado ad illustrare e dovuto a Talagrand ed & del 1978, & pos-
sibile reperirlo in [Tal78]. Sappiamo che possiamo identificare lo spazio £,
con % (PN), lo spazio delle funzioni continue definite sulla compattificazione
di Cech-Stone dei naturali a valori reali.! Poniamo

E={f €ls| f assume solo i valori 0 e 1},
F={f:8N—R]| f assume solo i valori 0 e 1 ed & di Borel},

& ovvio che F' C ¢**. Dato A C N indicheremo con Ry4(f) la restrizione di
una funzione f € F alla chiusura di A in SN, per convenzione avremo

RyMN(Ra(f)) C F.

1Per una definizione della compattificazione di Cech-Stone si veda [Dug66].
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Infine poniamo 7 = o (€3}, ¢1). La costruzione che stiamo per fare si basa in
sostanza sul seguente lemma di cui non riporto la dimostrazione siccome &
molto tecnica.

Lemma 2.1 (Talagrand, [Tal78]) Se G € Borel(F,w*) allora esistono:
e A C N a complementare infinito;
e gc E;
e H € Borel(¢}, 1),

tali che R (Ra(g)) NG = R (Ra(g)) N H.

Teorema 2.2 FEsiste Z C E (quindi un sottoinsieme chiuso e discreto per
la topologia della norma) tale che Z ¢ Borel({o, w).

Dimostrazione Osserviamo che siccome 7 ha una network numerabile allora

|IN)“)] = |B| = [Borel(¢z:,7)| = <.

dove [N]) ¢ I'insieme dei sottoinsiemi dei naturali a complementare infinito.? Or-
diniamo tutte le terne possibili per ottenere (Aa, ga, Ha)a<~ dove 7 & il primo or-
dinale che segue 'ordinale corrispondente alla potenza del continuo. Per induzione
transfinita costruiamo (fo)a<y € (ff)a<~ sottinsiemi di E tali che

o fo€ B3R (0:) N HEO (Upe (1)) 0 E:

o 1€ R (Ranloa)) 1 (Upea { £ 15} UL03) .

La possibilita di costruzione ci & fornita dal fatto che R;i (Ra,(9a)) N E ha la
cardinalita del continuo, mentre {fs} e {f3} hanno sempre cardinalita inferiore.

Dimostriamo ora che l'insieme da noi cercato ¢ Z = {fa},,. Se fosse un

insieme di Borel potremmo applicare il lemma ottenendo una terna (A, g, H) tale
che
RyN(Ra(9))NZ = Ry (Ra(g)) N H.

Se fissiamo § < v tale che As = A e gs = g allora
fie RN Ra(9) NENZ% = R (Ra(g)) N EN HE.

Da cio linsieme R (Ra(g))NEN Z® ha la cardinalit del continuo, in particolare
non & vuoto. Ma se (A4, g, H) = (Aa, 9o, Ha) allora per costruzione

fa € RN (Ra(9) NENH® = RyY(Ra(9)) NEN Z8,

il che e assurdo. O

Teorema 2.3 (, ¢ Borel (£, w*).

ZPer il fatto che |Borel(£3,7)| = ¢ si veda [Fre03].
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Dimostrazione E sufficiente mostrare che E ¢ Borel(F, w*), siccome FNly, = E.

Se F fosse un insieme di Borel potremmo applicare il lemma ed ottenere una terna
(A, g, H) tale che
RN (Ra(9)) N E = Ry (Ra(g)) N H.

Ma poiché il complementare di A & infinito, esiste f € F'\ F tale che Ra(f) = Ra(g)
e flx = 9|x- Siccome g € E la definizione di 7, in pratica ogni aperto (chiuso) di
tale topologia contiene tutti gli elementi che hanno la stessa traccia sui naturali,
mostra che f € H, il che ¢ assurdo. O

Un’osservazione di Burke e Pol in [BP03] permette di affermare quanto
segue.

Proposizione 2.4 /., ¢ lintersezione di 2% insiemi di Borel di (£5F,w*).

Dimostrazione Consideriamo /., con la topologia della convergenza per coordi-
nate 7,. Sia

w: ((f(ﬁN)**,w*) — (Zooan)
lapplicazione definita da u(¢) = (6,($))nen dove 4, sono i funzionali coordinata.

Tale applicazione € una suriezione continua. Sia y € ¢, e By la sua estensione di
Cech—Stone a SN, poniamo

B(y) = €(BN)" ~ (v (y) ~ {By}).

Tali insiemi sono di Borel in (€ (6N)**, w*) e

=) Bw)

yEA O

Non ¢ sempre detto che accada una situazione simile infatti, sempre in
[BP03], Burke e Pol provano che ¢, /cyp non ¢ esprimibile come intersezione
di 2% insiemi di Borel in ((fs/co)**, w*) se si assume 'ipotesi del continuo.

3 Altri controesempi

Dobbiamo avvertire tutti i sostenitori della topologia debole-star che pur-
troppo le cose non migliorano con il passaggio a tale topologia. Abbiamo i
seguenti controesempi. Iniziamo citando un risultato di Christensen del 1971
che si permette di ottenere un risultato un po’ piu generale del corrispettivo
risultato di Edgar, in [Edg77].

Teorema 3.1 ([Chr71]) Sia (S,%,p) uno spazio con misura positiva e o-
finita. Se x* € LI (S, X, 1) é debolmente-star Borel-misurabile, allora x* €
LY(S, %, p).

Questo permette di ottenere che

Borel(LOO(S7 Ey :u)7 U)*) ; Borel(LOO(S7 Ey :u)7 HH)a
Borel(Loo (S, 2, 1), w*) G Borel(Loo (S, 2, 1), w).
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Il prossimo controesempio mostra come quando siamo in presenza di
spazi con la proprieta di Radon-Nikodym le cose non vadano meglio.

Proposizione 3.2 ([Edg80]) Esiste un sottoinsieme debolmente di Borel
di J(w1) che non é debolmente-star di Borel.

Dimostrazione Ricordiamo che per ogni ordinale n lo spazio di James di lunghez-
za 7 € definito come

J(n) = {f :[0,1] — R‘f ¢ continua f(0) =0 e [|f] ;. < —l—oo}

con

2

||f||J(n) = sup <Z | f(a) — f(ai1)|2>

dove ’estremo superiore ¢ calcolato su tutte le successioni finite ap < a3 < -+ <
in [0,n]. Una base transfinita di J(n) & costituita dalle funzioni ho = X(a.n Per
a € [0,7].

Consideriamo ora J(w; ) e l'insieme R = {hq | @ € [0,w1]}. Sappiamo che (R, w*)
& omeomorfo a [0,w1] e di conseguenza contiene degli insiemi che non sono di Borel.
Ma se indichiamo con e, i funzionali coordinata allora per a < wy

1

(ot —ea)(f) > —} ~ (ha}

{feR 5

mentre {f €ER ‘ ew, (f) < %} = {h, }. Di conseguenza ogni sottoinsieme di R ¢ un
chiuso-aperto debole. ([l

E noto che J (w1) & duale di uno spazio di Asplund, di conseguenza ammette

un rinormamento di tipo LUR, si veda [DGZ93]. Questo implica, per il

risultato di Edgar—Schachermayer, che Borel(J(w), w) = Borel(J(w1), [|-|])-
Ci troviamo di fronte alla seguente casistica:

1. Borel({oo, w*) G Borel(loo, w) G Borel(log, [|-]]);
2. Borel(J(w1),w*) G Borel(J(wy), w) = Borel(J(w1), [|-||) ;

3. Borel(¢*(K),w"*) = Borel(¢*(K),w) = Borel(¢*(K), ||-||) se K“1) #
(), in realta al posto di €(K) ¢ possibile sotituire qualsiasi spazio che
ammette un rinormamente w*-Kadets.

Non sono pero a conoscenza di spazi di Banach duali X* per cui valga

Borel(X*, w") = Borel(X*, w) & Borel(X™, ||-).
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4 Risultati piu fini

Volevo ora analizzare due dimostrazioni, la prima che risponde alla prima
domanda e la seconda che risponde alla seconda, che rientrano pero nei casi
gia trattati dal teorema di Edgar—Schachermayer.

Proposizione 4.1 Sia X wuno spazio di Banach separabile. Ogni aperto
forte é un F, debole.

Dimostrazione Ricordiamo che le bolle chiuse sono anche dei chiusi deboli. Fis-
sato un aperto forte A C X, sia (x,) una successione densa in A e consideriamo

(B1(%n))(m,n)eNxN-

m

Riordiniamoli in modo che la successione dipenda da un solo indice e chiamiamo
la nuova successione (Ag)ren. Sia A un aperto forte, sappiamo che per ogni x € A
esiste k, tale che z € Ay, C A. Ma allora

A= U{x}g UAknga

z€EA €A
ma in realta I'unione e al pitt numerabile. ([
Passiamo ora ad un teorema classico di Talagrand del 1975, si veda [Tal75].

Teorema 4.2 Sia Y uno spazio di Banach e X C Y™ sottospazio chiuso.
Se X ¢ WCG allora X & un Kss in (Y*,w*).

Dimostrazione Sia K; C K5 C --- una successione di compatti deboli che genera
X. Ovviamente K, C Y* & w*-compatto, abbiamo quindi

X = ﬁo <X+%BY*) > ﬁo ((DoKn> +%BY*> >

m=1 m=1 n=1
+oo +oo 1
D) — < | O X.
= m U (Kn + m By > o X
m=1n=1
Che ¢ la tesi. O

In particolare cio afferma che se X ¢ WCG allora X € Borel(X™*, w*).
In realta, in [Vas81], Vasdk osserva che utilizzando un risultato di Frolik,
presente in [Fro62], ¢ possibile ottenere che

se X & Kys in (X, w™) allora X ¢ WCD.

Dove diciamo che X ¢ WCD (weakly countably determined) se esiste una
successione di w*-compatti {K;},.p in X** tale che per ogni z € X esiste
A C N tale che
re [ K CX.
neA
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La domanda se vale anche il viceversa e, per la mia conoscienza, ancora un
problema aperto.

Osservando tali risultati sembra una buona idea supporre che il nostro
spazio abbia una decomposizione numerabile che sia in qualche modo buona.
Effettivamente una buona proprieta e la seguente.

Definizione 4.3 ([Raj99]) Siano 11 e 1o due topologie su un insieme X.
Un sottoinsieme A C X gode della proprieta P(11,72) se esiste una suc-
cessione (Ap)nen tale che la famiglia (Ay, N U)peN,ver, sia una network di
T1.

Vale la seguente proposizione.

Proposizione 4.4 Siano 11, 7o e 13 tre topologie sull’insieme X. Se A C X
allora

1. se A ha P(m1,72) e B C A allora B ha P(71,72);
2. se A ha P(11,72) e P(72,73) allora A ha P(1y,73);

3. se A ha P(11,72) e ogni punto di A ha una T1-base costituita da To-
chiusi allora (Ay) puo essere scelta in modo tale che tutti gli Ay, siano
To-chiusi;

4. se A ha P(1,72) con gli insiemi A,, di Borel rispetto a 1o allora per
ogni T1-aperto V tale che A CV esiste un insieme di Borel rispetto a
T tale che
ACBCYV.

Dimostrazione Sono ovvie 1 e 2.

3. Siax e AeV € 1y conz € V. Sia inoltre V) € 71 tale che x € 1V} QVOTz cV.
Sappiamo che esistonon € N e U € 15 tale che x € A, NU C Vy, ma

—T2

r €A, NUCA, " NUCA,NUCV, > CV.

4. Per ogni x € A esiste n, € N e U, € 75 tale che x € A, NU, C V. Segue

+oo
A=J =zt c | @An,nt) = <Anm U Ugg) =BCV.
€A €A n=1 Ne=n

Ovviamente B ¢ un insieme di Borel rispetto a 75. Osserviamo che questo
implica che ogni 7j-aperto e G; rispetto a 7 sono insiemi di Borel rispetto a
T2. O

Vediamo come tali proprieta ci permettono di concludere alcuni interessanti
risultati, addirittura in spazi metrici.
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Teorema 4.5 Sia (Y,7T) uno spazio topologico e d una metrica su'Y piu
forte della topologia T, tale che le d-bolle siano T-chiuse. Se X C Y ha
P(d,T), allora

1. Borel(X,7) = Borel(X, d);
2. se X éd-chiuso in'Y, allora X € Borel(Y, 7).

Dimostrazione

1. Ovviamente Borel(X,7) C Borel(X,d). Sia V' C X un d-aperto, esso ha
P(d, 7). Possiamo applicare 3 della proposizione precedente siccome le d-
bolle sono 7-chiuse. Utilizzando 4 abbiamo la tesi. Osserviamo inoltre che
otteniamo che ogni d-aperto & un (F NG), rispetto a 7.

2. Siccome siamo in uno spazio metrico, sappiamo che X & un Gs in (Y,d). La
tesi segue dai punti 3 e 4 della proposizione precedente. Otteniamo in piu che
X ¢ un (FNG)ys rispetto a 7. O

Dal punto di vista degli spazi di Banach otteniamo il seguente risultato.

Corollario 4.6 Sia X uno spazio di Banach e T una topologia vettoriale
piu debole della topologia della norma, tale che Bx' sia limitata. Segue

1. se X ha P(||-||,7), allora Borel(X, ||-||) = Borel(X,7), di pit ogni
aperto forte ¢ un (FNG), rispetto a 7;

2. se X ha P(||-||,w), allora X € Borel(X**, w*), dipit X é un (FNG)ys
rispetto alla topologia debole-star.

. . o T . . . .
Dimostrazione By ¢ la bolla di una norma equivalente con bolle chiuse che sono
T-chiuse. O

Alla fine del suo articolo, [Raj99], Raja mostra il seguente teorema.

Teorema 4.7 Sia X uno spazio di Banach e T una topologia vettoriale pit
debole della topologia della norma, tale che Bx' sia limitata. X ammette
un rinormamento T-Kadets se e solo se X ha P(||-||,7) per una successione
(Ay) di insiemi convessi.

Putroppo ancora oggi, non si € a conoscenza di spazi che godano della
proprieta P(]|-||,w) ma non siano Kadets-rinormabili.
5 Possibili inversioni

Abbiamo visto come il fatto che uno spazio abbia un rinormamento di tipo
Kadets sia strettamente collegato alla possibilita di avere

Borel(X,w) = Borel(X, [|-]]).
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Anzi abbiamo ottenuto di piu, infatti con i risultati di Raja € stato sem-
plice mostrare che in caso di esistenza di una norma equivalente di Kadec
allora ogni aperto forte ¢ un (FNG), debole. E naturale chiedersi se vale
il viceversa. Il risultato migliore che sono riuscito a reperire ¢ presente in
un recente articolo di Marciszewski e Pol, [MP09, Corollary 4.2], ed ¢ un
risultato di consistenza.

Teorema 5.1 E consistente con ZFC che esista un compatto scattered K ta-
le che in €(K) gli aperti forti siano F, deboli, ma che contenga un insieme
discreto rispetto alla topologia della morma che non sia unione numerabi-
le di insiemi debolmente scattered. In particolare € (K) non ammette un
rinormamento Kadets.

La dimostrazione di tale fatto si basa su alcuni risultati molto profondi, il
primo e il seguente teorema di Todorcevié.

Teorema 5.2 ([Tod05]) E consistente con ZFC che esista un compatto
scattered T' di cardinalita minore dip tale che lo spazio di funzioni (€ (T,2), 1)
non sia unione numerabile di sottospazi scattered.

Dove 2 = {0,1}, 7, ¢ la topologia della convergenza puntuale e p & un
cardinale la cui definizione puo essere trovata in [Fre84].

Dimostrazione (Teorema 5.1) Sia T lo spazio di Todor¢evi¢ del teorema pre-
cedente. Siccome |T'| < p allora esiste una suriezione continua f da N* = SN NN
a T, [Fre84, Corollary 261]. Poniamo

K=TUN

che e il risultato di incollare N a T" attraverso la suriezione f. K e separabile, siccome
immagine continua di SN, e scattered. Per [MP09, Lemma 3.1] & sufficiente mostrare
il teorema per ¢ (K, E) per ogni E C R finito. Consideriamo Papplicazione

¢:%(K,F) — EN

definita da ¢(f) = f|,. Tale mappa & 7, continua e iniettiva, essendo N denso in
K. Siccome H = ¢(¢ (K, E)) & un sottoinsieme di EN di cardinalita minore a p,
allora tutti i sottoinsiemi di H sono F,, si veda [Fre84, Corollary 23B|. Grazie
all'iniettivita di ¢ abbiamo che ¢~ 1(¢(S)) = S per ogni S C ¢ (K, E) e dunque
ogni sottoinsieme di (K, E) ¢ un F, in (¥ (T, E), 1), per la continuita di ¢. Da
cio otteniamo la prima parte del teorema.

Per verificare la seconda parte abbiamo bisogno di un risultato di Hansell
[HanO1]. Vogliamo mostrare che lo spazio (¢'(K,2),7,) non & o-scattered, sicco-
me tale spazio e discreto nella topologia della norma abbiamo la nostra tesi. La
mappa

f = (f|T7f\\1)

immerge (¢'(K,2), 7,) suriettivamente in S sottospazio del prodotto (¢ (T, 2), ) x
2¢ la cui proiezione sul primo asse ¢ € (T, 2) che per il risultato di Todoréevié non &
o-scattered. Ma sappiamo per [Han01, Lemma 7.1] che la proiezione parallela a spazi



5. POSSIBILI INVERSIONI 10

metrici separabili mappa insiemi o-scattered in insiemi o-scattered, concludiamo
quindi che S non ¢ o-scattered.

Il fatto che allora €(K) non ammetta un rinormamento Kadets segue da
[Han01, Theorem 1.5]. O
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