
INSIEMI INVARIANTI PER COMBINAZIONI CONVESSE
INFINITE

LIBOR VESELY

Il presente testo è una traccia di due seminari SAA sull’argomento (15 feb-
braio e 8 marzo 2012). Le referenze base sono [6, §22] e [5].

1. Definizioni e risultati base

In quanto segue, a meno che non sia specificato altrimenti, X è uno spazio
normato reale e C è un sottoinsieme non vuoto di X.

Introduciamo le seguenti notazioni:

Λ := S+
`1

= {λ = (λn)n∈N : λn ≥ 0 ∀n,
∑

i λi = 1} ,
Λ0 := {λ ∈ Λ : λ ha supporto finito} .

Ovviamente, C è convesso se e solo se vale l’implicazione

λ ∈ Λ0, {xn}n∈N ⊂ C ⇒
∑

n λnxn ∈ C .

Definition 1.1. L’insieme C viene detto:

(a) CS-chiuso se soddisfa l’implicazione

λ ∈ Λ, {xn} ⊂ C,
∑

n λnxn = x ∈ X ⇒ x ∈ C ;

(b) CS-compatto se soddisfa l’implicazione

λ ∈ Λ, {xn} ⊂ C ⇒
∑

n λnxn = x ∈ C .
(Le lettere CS vengono da “convex series”.) La differenza tra le due nozioni
consiste nel fatto che la convergenza della “serie convessa” viene supposta in
(a) e richista in (b).

Ovviamente, se C è CS-compatto allora è anche CS-chiuso. Vedremo tra
poco che l’altra implicazione non vale (infatti, la CS-compattezza implica la
limitatezza). Inoltre, se C è CS-chiuso, è convesso.

Observation 1.2. Sia C l’intersezione di una famiglia di insiemi Cα (α ∈ A).

(a) Se ogni Cα è CS-chiuso, allora anche C è CS-chiuso.
(b) Se ogni Cα è CS-chiuso e almeno uno di loro è CS-compatto, allora C

è CS-compatto.
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Lemma 1.3.

(a) Ogni insieme convesso chiuso è CS-chiuso, ma non vale il vice versa
(anche gli aperti convessi sono CS-chiusi, come vedremo).

(b) Un sottospazio è CS-chiuso se e solo se è chiuso.

Lemma 1.4. Ogni insieme CS-compatto è CS-chiuso e limitato. Il vice versa
vale in tutti e soli gli spazi di Banach.

Observation 1.5. Siano X, Y spazi normati e T : X → Y un operatore affine
(ad es., lineare) continuo.

(a) Se C ⊂ X è CS-compatto, allora anche T (C) lo è.
(b) Se D ⊂ Y è CS-chiuso, allora anche T−1(D) lo è.

Lemma 1.6. Siano A,B,C,D ⊂ X tali che A = conv(C ∪D) e B = C +D.

(a) Se C è CS-compatto e D è CS-chiuso, allora A,B sono CS-chiusi.
(b) Se C,D sono CS-compatti, allora A,B sono CS-compatti.

2. Lemma di Sottrazione

Theorem 2.1 (Lemma di Sottrazione). Sia X uno spazio normato. Siano
C ⊂ X un insieme CS-chiuso, B ⊂ X un insieme limitato, α ∈ (0, 1). Se

B ⊂ C + αB

allora

(1− α)B ⊂ C .

Proof. Fissato b0 ∈ B, si trovano induttivamente ck ∈ C (k ≥ 0) e bk ∈ B
(k ≥ 1) tali che bk = ck +αbk+1 (k ≥ 0). Moltiplicando la k-esima uguaglianza
per αk e sommando quelle con 0 ≤ k ≤ n, si deduce che b0 =

∑n
0 α

kck +
αn+1bn+1. Passando al limite per n → +∞, si ottiene b0 =

∑∞
0 αkck, da cui

(1− α)b0 =
∑∞

0 (1− α)αkck ∈ C (serie convessa!). �

Ricordiamo che l’interno algebrico (o core) di un insieme C è l’insieme

a-int(C) = {x ∈ C : ∀v ∈ X ∃tv > 0 : x+ [0, tv]v ⊂ C} ,

cioè, l’insieme dei punti di C dai quali ci si può muovere in ogni direzione per
almeno un po’ senza uscire di C.

Corollary 2.2. Sia C un insieme CS-chiuso in X.

(a) C contiene punti interni o è mai denso.
(b) int(C) = int(C).
(c) Se X è di Banach, allora int(C) = int(C) = a-int(C) = a-int(C).
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Proof. (b) L’inclusione ⊂ è ovvia. Per dimostrare l’altra inclusione, sup-
poniamo che 0 ∈ int(C). Esiste δ > 0 tale che, per B := δBX , abbiamo
B ⊂ C ⊂ C + 1

2
B. Per il Teorema 2.1, 1

2
B ⊂ C; quindi 0 ∈ int(C).

(a) segue da (b).
(c) Per un facile corollario del Teorema di Baire, se l’interno algebrico e quello
topologico coincidono per insiemi convessi chiusi in spazi di Banach. Quindi,
nel nostro caso, int(C) ⊂ a-int(C) ⊂ a-int(C) = int(C) = int(C). �

Corollary 2.3 (Teorema della Mappa Aperta). Siano X uno spazio di Ba-
nach, Y uno spazio normato, T : X → Y un operatore continuo lineare. Allora
le seguenti affermazioni sono equivalenti:

(i) T (X) è di II categoria di Baire in Y ;
(ii) T (X) = Y e Y è uno spazio di Banach;
(iii) T è una mappa aperta (cioè, manda aperti in aperti);
(iv) T (BX) è un intorno di 0.

Proof. L’equivalenza (iii)⇔ (iv) è facile.
(i) ⇒ (iv) [questa è l’implicazione principale del teorema!]. Siccome BX è
CS-compatto (Lemma 1.4), anche T (BX) lo è (Teorema 1.5). Inoltre, T (X) =⋃
n nT (BX) implica che T (BX) non può essere mai denso. Per Corollario 2.2,

T (BX) ha punti interni. Per simmetria, 0 ∈ int(T (BX)).
(iv) ⇒ (ii). La suriettività di T è immediata: T (X) =

⋃
n nT (BX) = Y .

Inoltre, T può essere scritto come la composizione T = T0 ◦ q dove q : X →
X/KerT è la mappa quoziente e T0 : X/KerT → Y è lineare, continuo, iniettivo
e suriettivo. Dal fatto che T è una mappa aperta segue facilmente che T0 è
un isomorfismo tra lo spazio di Banach X/KerT e Y . Quindi anche Y è di
Banach.
(ii)⇒ (i) segue dal Teorema di Baire. �

3. Su insiemi idealmente convessi
(ovvero come “migliorare” combinazioni convesse)

Nel 1970, E.A. Lifshits ha introdotto la seguente nozione di insieme “ideal-
mente convesso”, che è una variante della definizione di insieme CS-chiuso.
L’unica differenza sta nel fatto che vengono considerate soltanto successioni
limitate di punti dell’insieme.

Definition 3.1. Diciamo che l’insieme C è idealmente convesso se soddisfa
l’implicazione:

λ ∈ Λ, {xn} ⊂ C limitata,
∑

n λnxn = x ∈ X ⇒ x ∈ C .

Ovviamente, ogni CS-chiuso è anche idealmente convesso. Ma vale il vice
versa? In altre parole, se un punto è una combinazione convessa infinita di una
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successione in un insieme convesso C, è possibile scriverlo come una combi-
nazione convessa infinita di una successione limitata in C? Il seguente lemma
ci dà una risposta affermativa.

Lemma 3.2. Sia C ⊂ X convesso. Siano λ, t ∈ Λ dove t ha supporto infinito,
e {xi} ⊂ C. Se

∑
i λixi = x ∈ X e ε > 0, allora esiste una successione

{zk} ⊂ C ∩B(x, ε) tale che x =
∑

k tkzk.
(Notazione: B(x, ε) = x+ εBX .)

Corollary 3.3. Sia C ⊂ X.

(a) C è idealmente convesso se e solo se C è CS-chiuso.
(b) Se C è convesso e “ t-CS-chiuso” per qualche t ∈ Λ a supporto infinito,

allora C è CS-chiuso.

4. Condizioni sufficienti per la CS-chiusura

Observation 4.1. Gli intervalli [0,+∞) e (0,+∞) sono CS-chiusi. Ne segue
facilmente che ogni intervallo I ⊂ R è CS-chiuso.

Definition 4.2. C ⊂ X viene detto e-convesso (“evenly convex”) se può essere
scritto come l’intersezione di una famiglia di semispazi aperti.

Proposition 4.3. Sia C ⊂ X convesso. Allora valgono le seguenti impli-
cazioni e nessuna di esse è un’equivalenza:

C è aperto o chiuso ⇒ C è e-convesso ⇒ C è CS-chiuso.

Proof. I convessi aperti o chiusi sono e-convessi per il teorema di Hahn-Banach.
Un cerchio aperto (in R2) a cui è stato aggiunto un punto del bordo è e-
convesso, ma non è aperto né chiuso.
Sia C =

⋂
αHα dove gli Hα sono semispazi aperti. Essi sono della forma

Hα = f−1((−∞, bα)) con fα ∈ X∗ \ {0} e bα ∈ R. Da Observation 4.1 e
Observation 1.5(b) segue che ogni Hα è CS-chiuso, e quindi lo è anche C
(Observation 1.2). Per vedere che non vale il vice versa, consideriamo l’insieme
C ⊂ R2, ottenuto come l’involucro convesso dei due cerchi chiusi B(−e1, 1) e
B(e1, 1) (dove e1 = (1, 0)) da cui è stato tolto il punto (1, 1). Allora C è
CS-chiuso (Proposition 4.4) ma non è e-convesso. �

La seguente proposizione è stata dimostrata indipendentemente in diversi
articoli; ne conosco i seguenti (in ordine cronologico): [1], [8], [2],[4], [10], [9].

Proposition 4.4. Ogni insieme convesso finito-dimensionale è CS-chiuso.
(Si dimostra per induzione rispetto alla dimensione dell’insieme.)

Chiaramente, ogni insieme che può essere espresso come intersezione di
aperti convessi è CS-chiuso. E’, però, noto che un insieme convesso Gδ può
non essere intersezione di aperti convessi. E’ quindi significativo il seguente
teorema.
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Theorem 4.5 (Fremlin–Talagrand). Ogni insieme convesso Gδ in uno spazio
di Banach è CS-chiuso.

Theorem 4.6 (Fremlin–Talagrand). Siano X uno spazio normato e C un
insieme convesso in X. Se C è completamente metrizzabile, allora C è CS-
chiuso.

5. Unioni crescenti di insiemi CS-chiusi

Aggiungo alcune proprietà di unioni monotone di successioni di insiemi CS-
chiusi. Tali proprietà sono state implicitamente utilizzate, ad esempio, in
alcune dimostrazioni riguardanti i subdifferenziali di funzioni convesse infe-
riormente semicontinue. Il motivo: se f : X → (−∞,+∞] è una funzione
convessa semicontinua inferiormente, allora il suo dominio

dom(f) := {x ∈ X : f(x) < +∞} =
∞⋃
n=1

{x ∈ X : f(x) ≤ n}

è unione crescente di insiemi convessi chiusi e quindi CS-chiusi.
Useremo la seguente notazione:

Cn ↗ C significa che Cn ⊂ Cn+1 per ogni n, e
⋃
k Ck = C.

Theorem 5.1. Sia {Cn} una successione di insiemi CS-chiusi in uno spazio
di Banach X, tale che Cn ↗ C. Supponiamo che l’insieme

E :=
⋃
t>0

tC

sia di II categoria di Baire in X.

(a) Se 0 ∈ E (cioè, 0 ∈ C), allora int(Cn0) 6= ∅ per qualche n0.
(b) Se 0 ∈ int(E ), allora 0 ∈ int(Cn0) per qualche n0.

Corollary 5.2. Siano X uno spazio di Banach e C ⊂ X un’unione crescente
di insiemi CS-chiusi.

(a) a-int(C) = int(C).
(b) Se, inoltre, C è di II categoria di Baire in X, allora int(C ) = int(C).

Il seguente corollario può essere utilizzato nella dimostrazione del teorema
che dice che ∂(f + g) = ∂f + ∂g se f, g sono due funzioni convesse, proprie
e inferiormente semicontinue, tali che E :=

⋃
t>0[dom(f) − dom(g)] sia un

sottospazio chiuso di X.

Corollary 5.3. Siano {Cn} e {Dn} due successioni di insiemi CS-chiusi in
uno spazio di Banach X, tali che Cn ↗ C e Dn ↗ D. Supponiamo che Y ⊂ X
sia un sottospazio chiuso e che l’insieme E :=

⋃
t>0 t(C − D + Y ) sia di II

categoria in X.

(a) Se 0 ∈ E, allora int(Cn0 −Dn0 + Y ) 6= ∅ per qualche n0.
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(b) Se 0 ∈ int(E ), allora 0 ∈ int(Cn0 −Dn0 + Y ) per qualche n0.
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