SPAZI POLIEDRALI PER PRINCIPIANTI
(APPUNTI INFORMALI)

L. VESELY

Convenzione. Tutti gli spazi di Banach considerati nel presente testo sono
reali e di dimensione almeno due (a meno che non venga specificato altrimenti).

1. POLIEDRI E SPAZI POLIEDRALI FINITO DIMENSIONALI

Per la dimostrazione del seguente teorema si veda il libro [1] (Corollary 11.4.3
e Corollary 1V.1.3) oppure [12, Corollary 2.13].

Teorema 1.1 (Teorema di Weyl-Minkowski). Per un insieme compatto con-
vesso P C R? le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) P é un poliedro, cioé, un'intersezione finita di semispazi;

(ii) P ¢ un politopo, cioe, l'involucro convesso di un insieme finito.

Corollario 1.2. Sia P C R? un insieme compatto convesso. Allora P ¢é un
poliedro se e solo se ext P (l'insieme dei punti estremi di P) é finito. Inoltre,
P = conv(ext P).

Dimostrazione. Se P & un poliedro, allora P = conv A con A finito. Per
un noto teorema (versione finito dimensionale del teorema di Milman), A D
ext P. Vice versa, se ext P ¢ finito, per il teorema di Minkowski (versione finito
dimensionale del teorema di Krein-Milman), P = conv(ext P) e P & quindi un
poliedro. O

E facile vedere che: l'intersezione di un poliedro con un insieme affine ¢ un
poliedro; I'intersezione di un numero finito di poliedri ¢ un poliedro; I'involucro
convesso di un’unione finita di poliedri limitati ¢ un poliedro.

Dato un insieme A in uno spazio normato X, il polare di A & I'insieme

A°={feX": f(x) <1perognize A}
Per B C X*, possiamo considerare il suo polare B° C X** ma anche il suo
“prepolare”
‘B=B°NX
in X (considerando X C X**). Il ben noto Teorema del Bipolare (che segue
dal teorema di Hahn-Banach; si veda [5, Theorem 3.38]) afferma che

°(A°) = conv [AU {0}], 1(°B)° = conv” [B U {0}].
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Da questo teorema e dal fatto che (rBx)® = %BX* segue facilmente che, per
un insieme convesso chiuso 0 € C' C X, si ha:

e (° ¢ limitato se e solo se 0 € int C;
e (' ¢ limitato se e solo se 0 € int(C”).

Raccogliamo nel seguente teorema alcuni fatti importanti che ci saranno
utili in seguito.

Teorema 1.3. (si veda [12] (Theorem 2.11, Corollary 4.5, Theorem 4.7)) Sia
P C R? un insieme compatto convesso tale che 0 € int P. Sia 2 < j < d,
e denotiamo con L;(R?) la famiglia di tutti i sottospazi j-dimensionali di R?,
Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) P é un poliedro;

(ii) P° ¢é un poliedro;

(iii) la proiezione di P su ogni L € L;(R?) ¢ un poliedro;

(iv) Uintersezione di P con ogni L € L;(R?) ¢ un poliedro.

Diremo che uno spazio normato finito-dimensionale ¢ poliedrale se Bx ¢ un
poliedro.

Corollario 1.4. Sia X uno spazio normato finito-dimensionale. Le sequenti
affermazioni sono equivalenti:
(i) X é poliedrale;
(il) X* é poliedrale;
(iii) ogni sottospazio 2-dimensionale di X é poliedrale;
(iv) card(ext Bx) < oo,
(v) card(ext Bx+) < 00.

Esempio 1.5. Gli spazi (R™, || - [[1) e (R™, || - ||s) sono poliedrali.

Esercizio 1.6. Dimostrate che se Xj,...,X,, sono spazi finito dimensionali
poliedrali allora anche le somme dirette

(&), (&),

Terminiamo questa sezione introduttiva con il seguente teorema da cui co-
minciamo a intuire I'importanza dello spazio ¢y per gli spazi poliedrali.

sono poliedrali.

Teorema 1.7. Sia X uno spazio poliedrale finito dimensionale. Allora X é
isometrico ad un sottospazio di (R™ || - |l) dove 2m = card(ext Bx+). Di
consequenza, lo spazio ¢y contiene isometricamente tutti gli spazi poliedrali di
dimensione finita.
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Proof. Sia ext Bx» = {£f;}",. Allora

lzl = max [fi(x)].

Di conseguenza, I'applicazione T: X — (R™, |- ||), Tz = (fi(2), ..., fm(2)),
¢ un’isometria (non necessariamente suriettiva). La seconda parte segue imme-
diatamente dalla prima in quanto (t1,...,tn) = (t1,...,tn,0,0,...) & un’iso-
metria di (R™, ] - ||«) a valori in co. O

2. SPAZI POLIEDRALI — PRIME PROPRIETA

Ora siamo pronti a generalizzare la nozione di poliedralita anche a spazi di
dimensione infinita. La definizione ¢ stata introdotta da V. Klee in [13, p. 265].

Definizione 2.1. Uno spazio poliedrale € uno spazio di Banach X tale che
ogni suo sottospazio finito dimensionale (equivalentemente, 2-dimensionale, v.
Corollario 1.4) & poliedrale.

Osservazione 2.2. Ogni sottospazio chiuso di uno spazio poliedrale é polie-
drale.

Proposizione 2.3. Lo spazio ¢y ¢ poliedrale.

Dimostrazione. Presentiamo qui due dimostrazioni di questo fatto importante.
In quest’occasione evitiamo di usare il Corollario 1.4.

(a) Una dimostrazione diretta. Siano uy € ¢o (1 < k < n) linearmente in-
dipendenti. Definiamo su R” la norma

n n
Z AU Z akuk(z)
k=1 k=1

e notiamo che (R™, || - ||) € isometrico con L := span{uy}}_; (come sottospazio
di ¢p). Esiste A > 0 tale che A||a||; < || per ogni v € R™. Sia p € N tale che
lug(i)| < % per ognii > pe 1 <k <n. Allora per i > p abbiamo

lell = = max

1€EN

o0

> )| < S llal £ Slall (o € R,
k=1
per cui
n
loll = a3 ().

Di conseguenza, Bgn .|y ¢ intersezione di 2p semispazi, da cui L ¢ poliedrale.

(b) Una dimostrazione che usa il duale. Procedendo per assurdo, supponiamo
che esista un sottospazio L C ¢y di dimensione finita che non sia poliedrale.
Allora ext Bp« contiene infiniti punti estremi ¢, (n € N). Per compattezza,
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possiamo supporre che ¢, — ¢ € Sp«. Fissiamo z € Sp C S, tale che
¢(x) = 1. Per ogni n, consideriamo l'insieme

K,={f€(c)": flo =¢n Il =1}
esso e chiaramente convesso, limitato e w*-chiuso, e quindi anche w*-compatto.
Per il teorema di Krein-Milman, per ogni n, esiste f, € ext K,,.

Dimostriamo ora che f, € ext B,-. Supponiamo che g,h € B,)- siano
tali che f, = (g+h). Siccome ¢, = 2(g|r+h|L) e g1, h|, € B+, deve essere
¢ =g|r = h|r e quindi g,h € K,,. Allora f,, =g = h.

Sia ora f un punto di accumulazione di { f,, } in (B¢y)+, w*). Necessariamente
flr = ¢ e quindi
1) Fe) = ola) = 1.

Dall’altra parte, siccome (cp)* = ¢;, abbiamo ext B« = {%ej }ren dove ej

denota il k-esimo vettore della base canonica di ¢;. Si ha quindi che I'unico
punto di w*-accumulazione di ext By~ € I'origine. Ma cio contraddice (1). O

Definizione 2.4. Siano X uno spazio di Banach, A C X* un insieme limitato.

e Denotiamo con A’ I'insieme dei punti di w*-accumulazione di A.
e Diciamo che X ha la proprieta (x) se

f(x) <1 perogni f € (ext Bx:), = € Sx

(equivalentemente, ogni f € (ext Bx+)" o ha norma < 1 o non assume
la sua norma).

Abbiamo la seguente proprieta sufficiente affinche uno spazio di Banach sia
poliedrale.

Teorema 2.5. Sia X uno spazio di Banach. Se X ha la proprieta (%) allora
X ¢e poliedrale. Ma non vale il vice versa.

Dimostrazione. Per la prima parte, ¢ sufficientemente ripetere la seconda di-
mostrazione della Proposizione 2.3. Per la seconda parte si veda [10]. O

Chiaramente, gli spazi £,(I') e L,(p1) con 1 < p < 400 non sono poliedrali
se sono di dimensione > 2, essendo strettamente convessi. Anche gli spazi
loo(T), Lo (1), se infinito dimensionali, non sono poliedrali in quanto con-
tengono f., che contiene ¢5. Analogamente, C'[0,1] non & poliedrale: ¢ noto
che esso contiene tutti gli spazi di Banach separabili e quindi anche ¢5. Un po’
meno banale ¢ il seguente esempio.

Esempio 2.6. Lo spazio ¢ non ¢ poliedrale.

Dimostrazione. Consideriamo i punti p, = exp[i(l — 2)Z] (n € N), ps =

exp(i3), po = exp(im) del piano. Per n € N, sia a,z + b,y = 1 I'equazione
della retta passante per p,,pni1; € sia apxr + boy = 1 'equazione della retta
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passante per ps, po- Allora a := (ay,) = (by)g° sono elementi dello spazio ¢

(i cui elementi sono indicizzati in NU{0}). E facile verifficare che il sottospazio

o]
0 »

L := span{a, b} di ¢ ¢ isometrico con R? nella norma la cui bolla unitaria ¢
B :=conv{£po, £p1,. .., tPoc} = conv{xpg, £p1, ..., £ps}. Chiaramente, B
ha infiniti punti estremi. Quindi L non e poliedrale. 0

Per lo spazio /1, possiamo utilizzare il seguente risultato di J. Lindenstrauss.

Teorema 2.7 ([15, Theorem 4.1)). Ogni spazio di Banach infinito dimension-
ale ha un quoziente 2-dimensionale che non sia poliedrale.

Corollario 2.8. Se X ¢ uno spazio di Banach duale di dimensione infinita,
allora X mnon é poliedrale.

Dimostrazione. Sia X = Y™*. Per il teorema precedente, esiste un sottospazio
chiuso M C Y tale che Y/M & 2-dimensionale non poliedrale. Allora (Y/M)* =
M+ C Y* & un sottospazio non poliedrale di X.

Corollario 2.9. Gli spazi ¢1(I'), Li(p), se infinito dimensionali, non sono
poliedrali. (Infatti, gli ¢;(I") sono duali, mentre gli L;(u) contengono ¢;.)

3. BOUNDARIES

Definizione 3.1. Siano X uno spazio di Banach, £ C Bx«. Definiamo
v(x) :=sup f(x) (x € X).
fe&

Diciamo che:

(a) l'insieme & ¢ 1-normante se v(z) = ||z|| per ogni x € X;
(b) T'insieme & ¢ una boundary (per X) se per ogni x € X esiste f € &
con f(x) = =]

Esempio 3.2. Ovviamente, Sy« € una boundary. Meno ovviamente, anche
ext Bx+ € una boundary.

(Infatti, per © € Sx linsieme D(z) = {f € Bx- : f(xz) = 1} ¢ convesso,
w*-compatto e non vuoto; esiste quindi f € ext D(z); & facile dimostrare che
f € ext Bx*)

Osservazione 3.3. Dalle definizioni st possono dedurre facilmente le sequenti
osservazioni (nella notazione di Definizione 3.1).
(a) Sono equivalenti:

(i) € é 1-normante;

(ii) By~ = comv®" &;

(iii) £ D ext Bx-.

((i17) = (ii) segue dal teorema di Krein-Milman, mentre (i7) = (i)

dal teorema di Milman [“il vice versa del teorema di Krein-Milman”].)
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(b) € € una boundary se e solo se £EN Sx+ € una boundary.

(¢) Ogni boundary é 1-normante.

(d) € & una boundary se e solo se £ é 1-normante e, per ogni x € X,
Pestremo superiore che definisce v(x) é in realta un massimo.

(e) Se X ¢ strettamente convesso e riflessivo, allora ogni boundary per
X contiene tutta la sfera Sx~, mentre un qualsiasi insieme che sia
w*-denso in Sx« € 1-normante.

Definizione 3.4. Diremo che un insieme B C Sx- ha la proprieta (*) se
f(z) <1 perognifeB zeSy.

Di conseguenza, X ha la proprieta (%) secondo la Definizione 2.4 se e solo
se la boundary ext By- ha la proprieta (x) secondo la Definizione 3.4.

Nel seguente lemma mostreremo che, nella definizione di (x) per X, la
boundary ext By« puo essere sostituita con un’altra opportuna boundary, o
addirittura, con un opportuno insieme 1-normante.

Lemma 3.5. Sia X uno spazio di Banach di dimensione infinita. Le sequent:
affermazioni sono equivalenti:

(i) X ha la proprieta (x);
(ii) esiste una boundary B C Sx- con la proprieta (x);
(iii) esiste un insieme 1-normante € C Bx« con la proprieta (x).

Dimostrazione. Le implicazioni (i) = (i) = (iii) sono ovvie. L’implicazione
(i11) = (i) segue dall’Osservazione 3.3(a). O

Il seguente importante teorema (strettamente legato alla versione separa-
bile del teorema di James) ¢ stato dimostrato da G. Rodé [21]. Per una
dimostrazione molto piu accessibile, si veda [19]. Qui enunciamo solo la sua
versione per By- (anziché per un convesso w*-compatto K C X*).

Teorema 3.6 (Rodé). Sia X uno spazio di Banach che ammetta una boundary
B C Sx« separabile. Allora Bx~ = conv B (chiusura nella topologia della
normal).

Corollario 3.7. Uno spazio separabile di Banach X é riflessivo se e solo se
ogni elemento di X* assume la sua norma.

Proof. La parte “solo se” e ovvia per la compattezza debole di Bx. Per di-
mostrare l'altra implicazione, supponiamo che ogni f € X* assuma la sua
norma. Cio significa che B := Sx C Sx+« € una boundary separabile per
X*. Per il teorema di Rodé, abbiamo By« = conv Sy = By, cioe, X e
riflessivo. 0
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4. STRUTTURA DEGLI SPAZI POLIEDRALI

I principali risultati sulla struttura degli spazi poliedrali sono stati dimostrati
da V.P. Fonf. Dimostreremo qui solo il caso di spazi separabili e, nella nostra
dimostrazione, seguiremo 'articolo [25].

4.1. Risultati ausiliari.
Iniziamo con alcuni risultati preparatori. Per A C X (X normato), l'interno
algebrico (o “core”) di A e 'insieme

aintA={r e X: VoeX3IHt>0: [x—tv,x+tv] C A}.
Ovviamente, int A C a-int A C A. Il seguente lemma ¢ ben noto per A chiuso.

Lemma 4.1. Siano X uno spazio di Banach e A C X un insieme di tipo F,.
Allora int A # () se e solo se a-int A # (). Inoltre, se A é anche convesso,
int A = a-int A.

Dimostrazione. Per la dimostrazione (abbastanza semplice) si veda [25]. [

Corollario 4.2. Sia A un insieme di prima categoria in uno spazio di Banach
X. Allora a-int A = (.

Dimostrazione. Supponiamo che a-int A # (). Siccome A & contenuto in un
insieme JF, di prima categoria, quest’ultimo ha dei punti interni secondo
Lemma 4.1. Ma questo contraddice il teorema di Baire. 0

Avremo anche bisogno della nozione di Gateaux differenziabilita. Sia X
uno spazio normato. Una funzione ¢: X — R si dice Gateaux differenziabile
in x € X se esiste f € X* tale che

p(z +tv) — p(z)

/ . [p— 3 JR— 3 .
o' (z;0) == %1_1301 ; = f(v) per ogniv € X;

in altre parole, se la derivata direzionale ¢'(x,v) esiste per ogni v € X e la
funzione v — ¢'(z,v) € continua e lineare.

La nozione di Gateaux differenziabilita e, in generale, pit debole di quella
di Fréchet differenziabilita (cioe, 3f € X* : o(x + h) = ¢(x) + f(h) + o(||h|]),
h — 0). Esse coincidono in spazi finito dimensionali per funzioni localmente
lipschitziane (in particolare, convesse).

Diciamo che un punto x € Sy € un punto liscio se I'insieme

(2) D(x) = {f € Sx- : f(x) = 0}

contiene un solo punto; in altre parole, se esiste un unico iperpiano (chiuso)
di supporto a Bx in x. Il seguente € un fatto base di Geometria degli spazi di
Banach; si veda, ad esempio, [2, Proposition 2, p. 179], [3, Theorem 1, p. 22|,
[18, Theorem 5.4.17] oppure [5, Corollary 7.22(ii)].
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Fatto 4.3. Sia X wno spazio normato, x € X. La norma | -| é Gateauz

differenziabile in x se e solo se x # 0 e il punto ﬁ e un punto liscio.

Le dimostrazioni dei seguenti due teoremi possono essere trovate nel libro
di Phelps [20].

Teorema 4.4 (Mazur). Sia X uno spazio di Banach separabile. Allora ogni
funzione convessa continua p: X — R e Gateaur differenziabile a meno di un
insteme di prima categoria.

Teorema 4.5. Sia X uno spazio di Asplund, cioe, uno spazio di Banach tale
che ogni suo sottospazio separabile abbia duale separabile. Allora ogni funzione
convessa continua p: X — R e Fréchet differenziabile (e quindi anche Gateaux
differenziabile) a meno di un insieme di prima categoria.

4.2. Facce massimali.

Diciamo che un insieme F' C Sx e una faccia massimale di By se esiste un
iperpiano di supporto H a By tale che F = HNBx (= HNSx) e inty F # 0.
(Qui inty F' denota I'interno relativo di F' in H; esso coincide con intg, F.) Se
F' e una faccia massimale, i punti di inty F' verranno chiamati punti interni di
F.

Osserviamo che due faccie massimali distinte non possono avere punti interni
in comune.

Lemma 4.6. Siano X wuno spazio poliedrale, v € Sx. Allora x & un punto
liscio se e solo se x ¢ un punto interno di una faccia massimale.

Dimostrazione. Se x € punto interno di una faccia massimale, esso ¢ chiara-
mente anche un punto liscio. Dimostriamo il vice versa. Se x ¢ un punto
liscio, esiste un’unico iperpiano (chiuso) di supporto H a Bx in z. Sia Y C X
un qualsiasi sottospazio di dimensione 2 contenente x. Siccome Y N Bx e
un poligono convesso e la retta Y N H ¢ l'unica retta di supporto a tale
poligono in z, la retta interrseca il poligono in un segmento che contiene x
come un suo punto interno (relativo alla retta). Dall’arbitrarieta di Y segue
che z € a-inty(H N Bx). Per il teorema di Baire (si potrebbe usare anche
Lemma 4.1), z € inty(H N Bx). Di conseguenza, F' := H N Bx ¢ una faccia
massimale di Bx e x € un punto interno di F. O

E ben noto che, per uno spazio poliedrale finito dimensionale, ogni punto
della sfera unitaria ¢ contenuto in almeno una faccia massimale della bolla
unitaria. Il seguente teorema rappresenta una generalizzazione di questo fatto.

Teorema 4.7. Sia X uno spazio poliedrale. Allora le facce massimali di Bx
ricoprono tutta la sfera Sx. Di consequenza, l'insieme

(3) By :={f € Sx-: f1(1)N Bx ¢ una faccia massimale di Bx}
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e una boundary. Inoltre, se X ¢ separabile e infinito dimensionale, card By =
No.

Dimostrazione. Sia () I'insieme dei punti di Sx che non appartengano all’'unione
delle facce massimali di By. Per il Fatto 4.3, I'insieme E dei punti in cui la
norma non sia Gateaux differenziabile e dato da

E =10,+00) - Q.

Fissiamo un punto x € ). Sia Y C X un qualsiasi sottospazio di dimensione
2. Siccome By € un poligono con x € JBy, la sua frontiera Sy contiene due
segmenti (non degeneri) non sovrapponentisi [u,z| e [x,v]. Osserviamo che
(u,z] U [z,v) C Q. (Infatti, se un punto di z € (u,x) appartenesse ad una
faccia massimale, data da un iperpiano di supporto H, allora H, essendo di
supporto a By in z, sarebbe di supporto anche in z.) Ora, (3) implica che
x € inty (F NY). Dall’arbitrarieta di ¥ deduciamo che = € a-int E.

(a) Se X ¢ separabile, F ¢ di prima categoria (Teorema 4.4), ma cid con-
traddice Corollario 4.2. Abbiamo dimostrato che, nel caso separabile, le facce
massimali ricoprono Sx. Siccome Sx e separabile e gli interni (relativi) delle
facce massimali sono a due a due disgiunti, le facce sono al pitt una quantita
numerabile. Quindi By ¢ una boundary numerabile. Per il teorema di Rodé
(Teorema 3.6), Bx+ = conv By; in particolare, X* & separabile.

(b) Se X non e separabile, possiamo applicare il punto (a) e il Teorema 4.5
per dedurre che, anche in questo caso, E ¢ di prima categoria. La stessa
contraddizione di prima implica che Sx e ricoperta con le facce massimali di
Byx.

Infine, sia X separabile. Se X ha dimensione infinita, la boundary By non
puo essere finita (altrimenti si avrebbe (5, f~'(0) # {0} e non sarebbe una
boundary). Siccome gli interni (relativi in Sy) delle facce massimali di By
sono aperti e a due a due disgiunti, By e al pit numerabile. Cio dimostra
I'ultima parte dell’enunciato. O

Teorema 4.8. Siano X uno spazio poliedrale e By la boundary definita nel
Teorema 4.7.

(a) La boundary By € minimale: essa é contenuta in ogni altra boundary
di X.

(b) Bx~ =conv By (chiusura nella norma).

(c) Per ogni sottospazio chiuso Y C X, densY = densY™. In particolare,
X ¢ uno spazio di Asplund.

Dimostrazione. (a) segue immediatamente dal fatto che gli elementi di B, sono
gli unici funzionali di supporto di norma uno nei punti interni delle facce
massimali.

(b) Se X & separabile, By & al pitt numerabile e quindi possiamo applicare il
teorema di Rodé (Teorema 3.6). Per il caso di X non separabile si veda [25].
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(¢) Sia X infinito dimensionale (il caso finito dimensionale & ovvio). E ben
noto (e facile da dimostrare) che dens X < dens X* vale per ogni spazio di
Banach. Visto che la boundary By ¢ infinita (si veda la dimostrazione del
teorema precedente), dalla (b) otteniamo che

dens X < dens X* < card By < dens X

dove 'ultima disuguaglianza si ottiene con lo stesso ragionamento fatto alla
fine della dimostrazione del Teorema 4.7. Cio dimostra che, per ogni spazio
poliedrale X, X e X* hanno lo stesso carattere di densita. Cio implica (c),
grazie alla Osservazione 2.2. O

Esercizio 4.9. Siano X uno spazio poliedrale e By la relativa boundary mi-
nimale. Nella notazione di (2), dimostrare che

D(l‘) = conv? [D(I’) N Bo], x € Sx.

5. PROPRIETA ISOMORFE

Il seguente teorema ¢ stato essenzialmente dimostrato in [6]. Ricordiamo
che, data una proprieta geometrica P, dire che uno spazio di Banach X ¢
isomorfo ad uno spazio con la proprieta P equivale a dire che X ammette un
rinormamento (equivalente) con la proprieta P.

Teorema 5.1 (Fonf). Per uno spazio di Banach separabile X, le sequenti
affermazioni sono equivalenti:

(i) X ¢ isomorfo ad uno spazio con la proprieta (x);
(ii) X e isomorfo ad uno spazio poliedrale;
(iii) X e isomorfo ad uno spazio con una boundary numerabile.
Dimostrazione. (i) = (ii) segue dal Teorema 2.5, mentre (ii) = (iii) segue
dal Teorema 4.7. Rimane da dimostrare l'implicazione (iii) = (7).

Supponiamo che X, nella sua norma, abbia una boundary numerabile B C
Sx+. Possiamo supporre che B sia simmetrica:

B={£f,:neN}

Sia {e,} C (0, +00) una successione tale che g, \, 0, e definiamo
Gn = (14+e)fo (neEN), C:=cnv" {£g,}nen.
Allora C' ¢ la bolla unitaria duale di una norma equivalente || - || su X e
quest’ultima ¢ data da
lzll = sup |gn ()] -
neN

Inoltre, I'insieme

By :={+g, :n € N}

¢ l-normante per (X, | - ).



Spazi poliedrali 11

Ora, supponiamo che g € B} = B’ e ||z| = 1. Ovviamente, ||g|| < 1. Sia
k € N tale che |fi(x)| = ||z||. Ora

g9(x) <zl = [fe(e)] < lgn(@)] < [lzfl = 1.
Allora (X, | - ||) ha la proprieta (x) secondo il Lemma 3.5. O

Teorema 5.1 € uno degli ingredienti principali nella dimostrazione del seguente
risultato di V.P. Fonf.

Teorema 5.2. Ogni spazio di Banach poliedrale di dimensione infinita con-
tiene una copia tsomorfa di cg.

Proof. Per la dimostrazione si veda la sottosezione 5.1. U
Il seguente corollario generalizza Corollario 2.8.

Corollario 5.3. Uno spazio poliedrale non puo essere isomorfo ad uno spazio
duale.

Dimostrazione. Supponiamo che X = Z* sia poliedrale. Per il Teorema 5.2, Z*
contiene una copia isomorfa di ¢g. Ma € noto (si veda [5, Theorem 4.44] oppure
[16, Proposition 2.e.8]) che allora Z contiene un sottospazio complementato
isomorfo a ¢; e quindi X = Z* contiene una copia isomorfa di /... Ma cio non
¢ possibile perché /., non ¢ uno spazio di Asplund (£, D ¢1, e 5 = {4 non &
separabile) e tuti gli spazi poliedrali lo sono. ([l

Corollario 5.4. Sia X uno spazio di Banach che soddisfi almeno una delle
sequenti condizioni.

(a) X contiene una copia isomorfa di un duale infinito dimensionale.
(b) X contiene una copia isomorfa di (.

(¢) X é separabile e Bx non ¢é sequenzialmente densa in (Bxw,w™).
(d) X e separabile e card X* > cardR (= card X ).

(e) dens X* > dens X.

Allora X non é isomorfamente poliedrale (cioe, esso é privo di rinormamenti
poliedrali).

Dimostrazione. (a) segue dal Corollario 5.3, mentre (b) segue da (a). Le (c)
e (d) seguono da (b) secondo [5, Theorem 5.40] (che afferma che, per spazi di
Banach separabili, le condizioni (b),(c),(d) sono equivalenti). Infine, se vale (e)

allora X non e uno spazio di Asplund, e quindi non & isomorfamente poliedrale
(Teorema 4.8(c)). O

Definizione 5.5. Siano X, Y due spazi di Banach. Diciamo che X contiene

Y quasi isometricamente se, per ogni € > 0, esiste un isomorfismo 7: ¥ — X
tra Y e T'(Y) tale che

(=)l < |[Tx]| < (A +e)flz]l  per ogni z € X.
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Diciamo inoltre che X ¢é saturato da copie quasi isometriche di'Y se ogni sot-
tospazio chiuso infinito dimensionale di X contiene Y quasi isometricamente.

Corollario 5.6. Ogni spazio isomorfamente poliedrale di dimensione infinita
e saturato da copie quasi isometriche di c.

Dimostrazione. E sufficiente dimostrare che ogni spazio isomorfamente polie-
drale (infinito dimensionale) contiene ¢y quasi isometricamente. Ma cio segue
dal Teorema 5.2 e dal risultato [16, Proposition 2.e.3] che afferma che uno
spazio isomorfo a ¢y contiene ¢y quasi isometricamente. (Un risultato analogo
vale anche per /1, ma non per f5; quest’ultimo fatto e la famosa soluzione del
“problema di distorsione” in [22].) O

Lo spazio ¢y € quindi uno spazio poliedrale in qualche modo “primitivo”:
esso contiene isometricamente ogni spazio poliedrale di dimensione finita, ed
e contenuto quasi isometricamente in ogni spazio poliedrale di dimensione
infinita.

Secondo Teorema 4.8 e Corollario 5.6, se X ¢é isomorfamente poliedrale e
separabile allora X ¢ saturato da copie quasi isometriche di cg e X* € separa-
bile. 1l seguente risultato di Leung mostra che il vice versa e falso.

Teorema 5.7 ([14]). Esiste uno spazio di Banach separabile X (in realta uno
spazio di Orlicz di successioni) tale che X* sia separabile, X é saturato da
copie quast isometriche di co, ma X non é isomorfamente poliedrale.

5.1. Dimostrazione del Teorema 5.2.
In tutta questa sottosezione, X denota uno spazio di Banach infinito dimensionale.
Dati z € X e r > 0, denotiamo con U(x,r) la bolla aperta di raggio r centrata in x.

Lemma 5.8. Supponiamo che X soddisfi la proprieta (x). Allora, per ogni x €
X \ {0}, esistono un insieme finito By C ext Bx« e 6, > 0 tali che

= ) 0a).-
I 1l = max f(-) in Uz, )

Dimostrazione. Fissiamo x € Sx. Denotando B = ext By, 'insieme B’ ¢ w*-
compatto (essendo w*-chiuso e contenuto in Bx+), e quindi

(4) max f(w) = p < 1.

Sia 6 > 0 tale che u+ 30 < 1.
Affermiamo che esiste un insieme finito B, C B tale che

sup f(z) < p+4.
FEB\By

Infatti, nel caso contrario, esisterebbe un insieme infinito A C B tale che

sup f(x) = p+4
feA
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e, per g € A" C B, si avrebbe g(x) > u + § che contraddice (4).
Ora, per ||y — z|| < ¢ abbiamo

sup f(y) < (p+6)+d6<1—=6<|z| [z -yl <[yl = max f(y).
FEB\B, B

Ne segue che, per ogni tale y, ||y|| = maxsep, f(y). O

Lemma 5.9. Supponiamo che X soddisfi la proprieta (x). Dati due insiemi finiti
0 #£F CSx e&C Sx~, esistonov € X\ {0}, 9 € F e f € (ext Bx+) \ € tali che

F+vCSx«, f(rvo+v)=1.

Dimostrazione. Per ogni ©x € F, siano B, C B := extBx+ e d;, > 0 come in
Lemma 5.8. L’insieme A := & UJ,cp Bs € finito e quindi esiste u € (¢ 4 g7 1(0)
tale che 0 < ||ul| < minger dg.

Fissiamo x € F e denotiamo L, = span{z,u}. Siccome

T+ u|| =max f(r +xu) =max f(z) = ||z|| = 1,
o & ull = ma (o & ) = max () = ||

il punto = ¢ interno a un lato del poligono By, . Ne segue che esistono ¢, > 0 e un
segno o, € £1 tale che

|z tul| =1, ||+ tozull > 1 per ognit > t,.

Ora, sia z¢ € F' tale che t;, = mingcpt;. Ora, ponendo v := t;,0,,u, abbiamo
|l £ v|| = 1 per ogni x € F. Inoltre, la definizione di z( implica che il punto
o + v = 29 + t,05,u appartiene anche ad un altro lato A di B L., on contenente
xg. Esiste f € B che sia un funzionale di supporto a By in un punto interno
(relativo) di A. Necessariamente f(xzg + v) = 1 (cioe, f & di supporto anche in
xo+v) e f(xo) < 1. Ne segue che f(v) > 0 e quindi f ¢ £ (per la scelta di v). O

Definizione 5.10. Diciamo che una serie "%z, in X &

o w.u.C. (“weakly unconditionally Cauchy”) se "2 | f(z)| < 400 per ogni
J€X%;

e converge incondizionatamente se ogni sua serie permutata ;rg L (n) CON-

verge (in norma).

Fatto 5.11. Per la dimostrazione dei sequenti teoremi si veda il libro [4].

(i) La convergenza assoluta (cioé, Y 25 ||za| < +oo) implica sempre quella
incondizionata (facile), mentre il vice versa vale se e solo se dim X < oo
(teorema di Dvoretzky—Rogers).

(ii) La convergenza incondizionata implica sempre la w.u.C. (facile), mentre il
vice versa vale se e solo se X non contiene copie isomorfe di ¢y (teorema
di Bessaga—Pelczynski).

(iii) Se la serie Y. converge incondizionatamente, allora l'insieme

Y= {Z Onxn : F CN finito, 6,, € {:tl}}

neF

e relativamente compatto.
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Teorema 5.12. Supponiamo che X sia separabile e soddisfi la proprieta (x). Allora
X contiene una copia isomorfa di cg.

Dimostrazione. Procedendo per assurdo, supponiamo che X non contenga cy. Fissi-
amo un qualsiasi 1 € Sx e f; € B :=ext Bx+ con f(x1) = 1. Poniamo F} = {£x;}
e & = {£f1}. Applicando Lemma 5.9, otteniamo xs # 0, 9%1) c{£l}e foeB\&
tali che | £ a1+ tao]|=1e f2(9§1)$1 +x9) = 1.

Poniamo F» = {tz1,+x2} e & = {£f1,£f2}, e applichiamo Lemma 5.9 per
trovare 73 # 0, 02 = (0% ,0) € {£1}2 e f3 € B\&, tali che || +2 ++ay+tas) = 1
e f2(9§2)$1 +9§2)x2 +x3) = 1. E cosi via induttivamente. Per ogni n € N, otteniamo

zn € X\ {0}, 0 e {£1}", f.eB

tali che, per sp11:= ) p_; 9,(§n)xk + Tpaa,

far1 # fk 1<k <n), fop1(snt1) =1, Zakxk € Sx (o € {£1}").
k=1

Ora, per ogni g € X* en € N,

n

n n
TE)| = max 0Lg(TEr) = max OLT < ,
>l = g, S onoton) = oo (Yoo ) < ol

1

il che implica che la serie ), , € w.u.C. Per il Fatto 5.11(ii), essa converge incon-
dizionatamente. Siccome (Bx=,w*) ¢ un compatto metrizzabile e vale Fatto 5.11(iii),
esiste una successione strettamente crescente {n;} C N tale che

Fon S FEB, s Wse Sy,
Si ha che f(s) = limy, f, (xn,) = 1, ma cid contraddice la proprieta (x). O

Dimostrazione del Teorema 5.2 (cioe, del fatto che se X ¢é poliedrale esso con-
tiene cp).

Sia X7 C X un sottospazio separabile infinito dimensionale di X. Secondo Teo-
rema 5.1, X; ammete un rinormamento con la proprieta (x). Il resto segue dal
Teorema 5.12.

6. SPAZI ¢o(I') E SOMME DIRETTE

Ricordiamo che, dato un insieme non vuoto I', lo spazio ¢o(T") € lo spazio di
tutte le funzioni x: I' — R tali che per ogni € > 0 I'insieme

{yel:fz(y)| =}
sia finito. Lo spazio ¢y(I") nella norma ||z||« € uno spazio di Banach. Inoltre:

e se card’ = m < Ny allora ¢y(I') = (R™, || - ||0);
e se card " = Ny allora ¢y(T") = c;
e ogni elemento di ¢(I") ha supporto al pit numerabile.



Spazi poliedrali 15

Siano X, (v € I') spazi di Banach. Allora la loro ¢p-somma diretta ¢ lo

<’y€ >
r Co

delle funzioni z: I' — |J, . X, tali che z(y) € X, (v € I') e [|z()||x. € co(T).

Nella norma

vyel

)] = sup [lz(v)]|x,
yel

esso e uno spazio di Banach.

Proposizione 6.1. Sia I' un insieme non vuoto.

(i) Lo spazio co(I") € poliedrale.
(ii) Se X, (v € ') sono spazi poliedrali allora anche la loro cy-somma

diretta (@7€F Xv) ¢ poliedrale.
co

(i) Se gli spazi Xy, ..., X, sono poliedrali allora anche la loro ¢1-somma
diretta (D, Xi),, ¢ poliedrale.

Dimostrazione. (i) Sia I' infinito (altrimenti ¢o(I') = (R™, || - ||«)). Sia L C
co(I") un sottospazio di dimensione finita. Allora esiste un sottoinsieme infinito
numerabile I'y C I tale che x|p\p, = 0 per ogni z € L. Possiamo quindi consi-
derare L come sottospazio di ¢g(I'g) = cg. Il resto segue dalla Proposizione 2.3.

(ii) Siano u,v € (@ver XW> linearmente indipendenti, L = span{u,v}.
(&1)

Siccome 'unione dei supporti di v e v & al pit numerabile, possiamo ridurci al

caso di u,v € (P, .y X")co' Inoltre, considerando Y, := span{u(n),v(n)} C

X, (n € N), possiamo ridurci al caso di X,, (poliedrale e) di dimensione al piu

2 per ogni n € N. In questo caso, il duale di Z := (@neN X”)co e lo spazio

* * N . . s .
7" = (Den X51) ;> €d e un facile esercizio dimostrare che

ext By« = U E,

neN

dove E, = {#* € Z*: 2(n) € ext Bx:, z(k) = 0 per k # n} ¢ finito per ogni
n. Ne segue che Z ha la proprieta () da cui Z, e quindi anche L, & poliedrale
(Teorema 2.5).

(ili) Siano u,v € (B;, Xi),,, L = span{u,v}. Come nel punto (i), pos-
siamo supporre che dim X; < 2 per ogni i € {1,...,m}. Ma allora Z :=
(D2, Xi),, ¢ poliedrale perché gli X; (1 <4 < m) sono poliedrali e Z* =

(Bl Xi)o = (B2 X7),, O
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7. OPERATORE DI TALAGRAND

In questa sezione, presentiamo una condizione sufficiente affinché uno spazio
di Banach sia isomorfamente poliedrale.

Definizione 7.1 ([8]). Sia X uno spazio di Banach. Diciamo che X ammette
un operatore di Talagrand se esistono una boundary B C Sy, un insieme non
vuoto M e un operatore continuo lineare 7: X — ¢o(B x M) tale che

VeeSx 3(bym)e Bx M : blx)=1, (Tz)(b,m) #0.

Se tale definizione & soddisfatta con card M = 1, possiamo ovviamente omet-
tere l'insieme M; in tal caso, T: X — ¢o(B) e per ogni z € X \ {0} esiste
un b € B tale che b(x) = ||z|| e (Tx)(b) # 0. Chiameremo tale operatore un
operatore di Talagrand semplice.

Proposizione 7.2 ([8]). Se X ammette un operatore di Talagrand allora X é
isomorfo ad uno spazio con la proprieta (x). In particolare, X é isomorfamente
poliedrale.

Dimostrazione. Siano M, B, T come nella Definizione 7.1. Allora 'operatore
aggiunto di T" & del tipo T*: ¢,(B x M) — X*. Denotando con €(pmy 11 fun-
zionale della base canonica di ¢1(B x M) corrispondente alla coordinata (b, m),
definiamo

C={b+T"€,, beB, me M}

Ricordiamo che A’ denota I'insieme dei punti di accumulazione di A in (X*, w*).
1 fatto che {ef;, .y : (b,m) € BxM}' = {0} in 1(Bx M) = co(Bx M)*, implica
che

(5) {T*efy my : (b,m) € Bx M} = {0} in X"
Per x € X definiamo

lz)l = sup g(x)
geC

e osserviamo che

©) ol = sup {ot) + sup () 0,1 |

meM

Ora, dalla definizione di T otteniamo facilmente che
ll > [l=ll - per ogni z # 0.
Chiaramente, || - || ¢ una norma su X. Inoltre, ¢ facile vedere che
[zl < llzll < (N7 D]l = @+ TNl (2 € X),

per cui || - || € una norma equivalente. Proseguiamo in due passi.
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(a) Dimostriamo che I'insieme C; := C N S(x+ .y € una boundary per || - .
Chiaramente

C1 CC C Bix= -

Sia z € X tale che ||z|| = 1, e sia (b,m) € B x M tale che b(z) = [|z] e
(T'z)(b,m) # 0. Esistono insiemi finiti By C B e My C M tali che (b,m) €
BO X M() e

su Tx)(b,m)| =  max Tx)(b,m)|.
Lo (T m = mex |(T0)(bm)

Ora (6) ci da

1= <b Tx)(b
ol <)+ max - |(T)(b.m)

b Tx)(b < =1
o {8e) + e [T 0, } <
Di conseguenza, esiste go € C tale che go(x) = 1, il che implica che C; ¢ una
boundary per la nuova norma.

(b) Dimostriamo che (X, || - ||) ha la proprieta (x), utilizzando Lemma 3.5.
Sia g € C} C C'. Grazie al fatto (5), g € B’ C Bx+. Se |z|| = 1, abbiamo

9(@) < lz| <=l = 1.
La dimostrazione ¢ completa. O

Osservazione 7.3. Ogni multiplo di un operatore di Talgrand é ovviamente
un operatore di Talagrand. Dalla dimostrazione del Teorema 7.2 ora segue
che, per ogni € > 0, la norma richiesta puo essere costruita e-equivalente alla
norma iniziale, cioe,

llz]] < llzll < (1+¢e)||lx|| per ognix € X.

Come corollario otteniamo ora una dimostrazione alternativa dell’'implica-
zione principale nel Teorema 5.1.

Corollario 7.4 (Teorema 5.1, (i7i) = (i)). Ogni spazio di Banach X con una
boundary numerabile ¢ isomorfo ad uno spazio con la proprieta (x).

Dimostrazione. Sia B = {b, : n € N} C Sy« una boundary numerabile per
X. Fissiamo una successione {¢,} C (0,+00) tale che ¢, — 0, e definiamo
T: X — ¢y con

(T'z)(n) = e,bn(x).

Allora T' & un operatore di Talagrand semplice per X (infatti, co(B) = ), e
il resto segue dal Teorema 7.2. 0
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8. Spazl C(K)

Consideriamo ora la poliedralita degli spazi C'(K). Per semplicita, introdu-
ciamo la seguente convenzione:

in tutta questa sezione, la parola “compatto”
significa “compatto infinito di Hausdorff”.

Se un compatto K consiste solo di una successione convergente di punti
insieme al suo limite, in realta C'(K) = ¢ e quindi non & poliedrale ma &
isomorfamente poliedrale (essendo isomorfo a ¢).

Iniziamo con un risultato negativo. Un compatto K si dice scattered se ogni
suo sottoinsieme ha almeno un punto isolato.

Teorema 8.1. Sia K un compatto.
(i) Lo spazio C(K) non é poliedrale.
(ii) Se K non é scattered allora C(K) non é isomorfamente poliedrale.

Dimostrazione. E ben noto (si veda, ad es., [24, Proposition 12]) che C(K)
¢ Asplund se e solo se K ¢ scattered. Di consegeunza, (ii) segue dal Teo-
rema 4.8(c).

Per completare la dimostrazione, rimane da dimostrare (i) per K non scat-
tered. Tale compatto K ha necessariamente infiniti punti isolati (eserciziol).
Sia {t,} una successione di punti isolati distinti di /. Per ogni x = (z,) € c,
poniamo z., = lim, z,, e definiamo una funzione Tx: K — R con la formula

r, set=t, per qualche n € N,

Too altrimenti.

(T)(t) = {

E facile vedere che cid definisce un’isometria lineare T: ¢ — C(K). Quindi
C(K) contiene ¢ che non ¢ poliedrale (Esempio 2.6). O

Osservazione 8.2. Dato un compatto K, i punti di K possono essere visti
come elementi di C(K)* tramite la formula

t(zx) == z(t) (te K, z € C(K)).

(In realta, identifichiamo ognit € K con la rispettiva misura di Dirac 6;.) In
questo modo, K U (=K) C Scx)- € una boundary per C'(K).

Proposizione 8.3. Se K ¢ un compatto numerabile allora C(K) é isomorfa-
mente poliedrale.

Dimostrazione. Secondo ’Osservazione 8.2, C'(K) ha una boundary numer-
abile e possiamo applicare Corollario 7.4. O

Se o > 0 & un ordinale, allora I'intervallo I := [0, ] di ordinali & un compatto
nella topologia standard in cui una base di intorni di v € (0, a] & la famiglia
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degli intervalli intervalli “semi-aperti” (£, o] con 0 < & < 7o, e il punto 0 ¢ un
punto isolato. E facile vedere che I e scattered.
La dimostrazione originale del seguente teorema contiene implicitamente la

costruzione di un operatore di Talagrand. Quella qui presentata ¢ stata presa
da [8].

Teorema 8.4 (Fonf [7]). Per ogni ordinale o > 0, lo spazio C[0, ] é isomor-
famente poliedrale.

Dimostrazione. Poniamo I := [0,a]. Per ogni x € C(I), consideriamo la
funzione
(7) Tx: 1 —R, (Tx)&) = r(§) —x(E+1) se& <a,

z(a) se £ = .

Supponiamo che, per qualche £ > 0, I'insieme

Eo={¢el\{a}: [x(§) —2(€+1)| = ¢}

sia infinito. In quel caso, esso ha un punto di accumulazione § € I il che
contraddice la continuita di z in 8. Cio dimostra, che (7) definisce un operatore
continuo lineare T': I — ¢o(1). Inoltre, se x # 0 e £ € I ¢ il massimo punto in

cul |z(€)| = ||z||, allora Tx # 0. L’Osservazione 8.2 immediatamente implica
che C(I) ammette un operatore di Talagrand semplice, e il resto segue dal
Teorema 7.2. ([l

Il seguente teorema non puo essere dimostrato usando Teorema 7.2 (si veda
8, p. 455]).

Teorema 8.5 ([8, Theorem 11]). Sia K un compatto o-discreto, cioé, unione
numerabile di insiemi (relativamente) discreti. Allora per ogni e > 0 lo spazio
C(K) ammette un rinormamento e-equivalente (alla norma standard) con la
proprieta (). In particolare, C(K) ¢é isomorfamente poliedrale.

Osservazione 8.6. Ricordiamo la definizione degli insiemi derivati. Deno-
tando con E’ I'insieme dei punti di accumulazione di un insieme F, possiamo
definire I'insieme derivato E® di E per ogni ordinale a, procedendo per in-
duzione transfinita come segue.

Poniamo E©) = E. Supponiamo che a > 0 e che E®) & stato gia definito
per ogni 0 < B < a. Se @ = v+ 1 poniamo E®) = (EMY; se invece o & un
ordinale limite poniamo E(®) = ﬂﬁ ca E®),

Sia ora K un compatto scattered (infinito). Allora K™ # : inoltre, se
K@ ¢ infinito allora K+ & un sottoinsieme proprio di K(®. Quindi, esiste
il minor cardinale x con K finito (in tal caso K1) = (}), e gli insiemi

K@ (0<a<k)
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sono a due a due distinti e inscatolati in modo decrescente. Ne segue, ad
esempio, che
card Kk < card K.
Ora, sia K un compatto scattered con K1) = () (dove w; ¢ il primo ordinale
infinito non numerabile). Allora K® = 0 per qualche o < wy e quindi

K = U (K(ﬁ) \ K(BH))
B<a
¢ o-discreto, e quindi C(K) é isomorfamente poliedrale.
Teorema 8.7 ([8, Corollary 13]). Siano Ki,..., K, spazi compatti tali che,

per ogni e >0 e ogni 1 < i < m, lo spazio C(K;) ammetta un rinormamento
e-equivalente con la proprieta (x). Allora lo stesso vale anche per lo spazio

C(Ky x -+ x Kp).

Dai risultati precedenti segue che le ipotesi del Teorema 8.7 saranno soddisfatte
se, per ogni i, K; & o-discreto oppure C'(K;) ammette un operatore di Talgrand
(ad es., K; = [0, a] per qualche ordinale «).

9. ULTERIORI RISULTATI

Ricordiamo che un insieme {e;};e; € una base di Schauder incondizionata
per X se per ogni z € X esiste un unico sistema {af };c; C R tale che

x = Z aje;
icl
e la serie converge incondizionatamente. (Necessariamente 'insieme {i : «; #
0} ¢ al pitt numerabile.) E ben noto che esiste un unico sistema {e}}ic; € X*
tale che af = ef(x) per ogni z.
Per un insieme E C [ denotiamo Prx = Zie £ 06
Una base incondizionata {e;};c; viene detta monotona se

|Pr|| =1 per ogni insieme finito F' C I.

Teorema 9.1 ([8, Theorem 24]). Sia X wuno spazio di Banach con una base
incondizionata monotona {e;}icr. Supponiamo che per ogni x € X esista un
insieme finito F, C I tale che

]| = || Pr ]|
Allora X e isomorfamente poliedrale.

Teorema 9.2 (si veda [9, Corollary 13]). Sia X una spazio di Banach avente
una boundary B C Sx« che puo essere ricoperta con una successione di insiems
compatti (nella norma). Allora per ogni € > 0 esiste un rinormamento e-
equivalente di X con la proprieta (x). In particolare, X ¢é isomorfamente
poliedrale.
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Il seguente teorema mostra alcune proprieta “strane” che uno spazio polie-
drale separabile puo avere.

Teorema 9.3. Per ciascuna delle sequenti tre condizioni esiste uno spazio
poliedrale separabile X che la soddisfa.

(i) X* non é saturato da copie isomorfe di ¢y; [11].
(ii) X ha un quoziente isomorfo a ly; [11].
(iii) ext Bx+ non é ricopribile con una successione di bolle chiuse di raggi
minori di 1 e tendentt a 0; wn particolare, ext Bx« non € numerabile;
[17].

10. QUALCHE PROBLEMA APERTO

Secondo la mia conoscenza, i seguenti problemi sono aperti.

Problema 10.1 (Lindenstrauss [15]). Uno spazio poliedrale infinito dimen-
stonale X puo soddisfare

By = conv(ext By) ?

Commento 10.2. Se il Problema 10.1 ha risposta affermativa, allora tale
spazio poliedrale X esiste anche separabile.

Dimostrazione del commento. Sia X uno spazio poliedrale infinito dimension-
ale con

(8) Bx = conv(ext Bx).

Sia F7 C ext Bx un insieme infinito numerabile. Siano: Y; :=Span E; ; D; C
Sy, un insieme numerabile denso. Dalla (8) segue facilmente che esiste un
insieme numerabile Fy C ext By tale che Fy D Ey e Dy C conv Es.

E di nuovo, siano Y5 := span Ey; Dy C Sy, un insieme numerabile denso.
Dalla (8), esiste un insieme numerabile F3 C ext By tale che E5 D Es e
Dy C conv Ej.

Procedendo induttivamente, si ottiene una successione crescente di sot-
tospazi separabili Y,, di X e una successione crescente di sottoinsiemi numer-
abili £,, di ext Bx. Definiamo

y=v.. E=JE..

neN neN

Dati y € Sy e € > 0, esistono m € N ey € Sy, tali che |ly —¢/|| < e
Esiste d € D,, con ||y — d|| < &; esso soddisfa d € conv E,,,;1 C conv E.
Dall’arbitrarieta di € segue che y € conv E. Siccome E C ext By, otteniamo
immediatamente che By = conv(ext By). Il sottospazio Y & chiaramente
separabile. O
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Problema 10.3 (V.P. Fonf). E'possibile rinormare ogni spazio poliedrale sep-
arabile X in modo che ext By« sia numerabile? (Equivalentemente [10], ¢é
possibile rinormare tale X in modo che ogni f € (ext Bx+)" abbia norma stret-
tamente minore di 1?)

(Secondo il Teorema 9.3(iii), ext Bx+ puo non essere numerabile nella norma
di partenza.)

Problema 10.4. Sia X wuno spazio poliedrale non separabile.

(a) X ammette sempre un rinormamento con la proprieta (x)?
(b) X ammette sempre un rinormamento poliedrale nel quale ogni punto
di Sx appartiene solo ad un numero finito di facce massimali?

(Per spazi poliedrali separabili, (a) ha risposta affermativa [Teorema 5.1], come
anche (b) [cio segue, poi, dal Lemma 5.8].)
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