Una dimostrazione elementare del teorema di Lebesgue

sulla differenziazione di funzioni monotone
L. V., 2018

Uno dei risultati pit importanti in Analisi Matematica e il teorema di
Lebesgue sulla deriwabilita quasi ovunque di ogni funzione monotona (di una
variabile reale, a valori reali). Il teorema non pud essere considerato ele-
mentare, in quanto la sua dimostrazione di solito richiede 1'uso della teoria
della misura, insieme al Teorema di ricoprimenti di Vitali o il Lemma del Sole
che sorge (Rising Sun Lemma) di Riesz. La sua dimostrazione viene quindi
spesso omessa, nei corsi di Analisi Reale.

Lo scopo di questo testo € presentare una dimostrazione (di M.W. Bot-
sko) relativamente elementare del teorema di Lebesgue, che non utilizza teoria
della misura (ma solo la nozione elementare di insiemi di misura nulla) né i
ricoprimenti di Vitali (ma un elementare lemma di ricoprimento basato sulla
compattezza). La dimostrazione (da me leggeermente adattata) ¢ stata pub-
blicata nell’articolo

M.W. Botsko, An elementary proof of Lebesque’s differentiation theorem,
Amer. Math. Monthly 110 (2003), 834-838.
1. NOTAZIONI

Siano f: [a,b] = Rex € (a,b). Definiamo la derivata superiore e la derivata
inferiore di f in x come

Yy—x y—x 0>0 y€(a,b) y—x
0<|y—z|<é
Df(x) = liminf Jy) = Jw) :=sup inf Jy) = Jiw) .
Y=z y—z §>0 og\i(fj)d y—x

Esercizio 1.1. Dimostrare che D f(x) = a (€ R) se e solo se:

(a) se {yn} € (a,b) \ {z}, y, — x allora limsup,, W <a, e

T

(b) esiste una successione {z,} € (a,b) \ {z} tale che z, = z e % —

OVVero v = sup {lim sup,, W} dove il “sup” & preso rispetto a tutte le

successioni in (a,b) \ {x} convergenti a x (ed &, in realtd un “max”).

Dato un intervallo limitato I C R, denotiamo con |I| la sua lunghezza, cioe,
se —oo < ¢:=infl <d:=supl < +oo allora |I| =d —c.
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2. INSIEMI DI MISURA NULLA E UN LEMMA ELEMENTARE SU RICOPRIMENTI

Un insieme E C R viene detto di misura nulla se per ogni € > 0 esiste una
famiglia al pitt numerabile di intervalli aperti {/,,} tale che

EcL e ) |L|<e.

Data una proprita P di punti in R, diciamo che la P wvale quasi ovunque se
I'insieme dei punti che non la soddisfano e di misura nulla.

Fatto 2.1. [ sequenti fatti sequono facilmente dalla definizione.

(a) Nella definizione di un insieme di misura nulla, é possibile omettere la
richiesta che gli intervalli siano aperti.

(b) Sottoinsiemi di misura nulla sono di misura nulla.

(¢) Ogni insieme al pit numerabile é di misura nulla.

(d) Unione di una famiglia al pit numerabile di insiemi di misura nulla é
anch’essa un insieme di misura nulla.

Per semplicita, diremo che una famiglia B di insiemi e disgiunta se i suoi
elementi sono a due a due disgiunti. In quanto segue, supponiamo sempre che
—o0 < a<b< 4o0.

Lemma 2.2 (Lemma di ricoprimento). Se un insieme E C (a,b) non é di
masura nulla, allora esiste o > 0 tale che:

() ogni ricoprimento B di E con sottointervalli aperti di (a,b) ammette una
sottofamiglia finita disgiunta By tale che

d o>
IeBy

Dimostrazione. Essendo E non di misura nulla, esiste € > 0 tale che per ogni
ricoprimento al pit numerabile A di E con intervalli aperti limitati si ha che

(1) S| >e.
IeA

L’insieme A = |J;c5 ] € un insieme aperto (contenuto in (a,b)), e quindi
rappresentabile come un’unione digiunta al piu numerabile

A= J(en dn).

(Gli intervalli (¢, d,) sono le componenti connesse di A.) Di conseguenza,

D (dy—cn) > €.

n
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Fissiamo un indice n. Scegliamo un intervallo compatto K C (¢,,d,) tale
che |[K| > 3 (d, — ¢,). Ogni punto z € K & contenuto in qualche I, € B, che
necessariamente soddisfa I, C (¢,,d,). Per la compattezza di K, esiste una
sottofamiglia finita {Iy, ..., I,,} C B tale che

K c|JL (e dy).

J=1

Possiamo inoltre supporre che essa sia un ricoprimento minimale di K (cioe,
nessuna sua sottofamiglia propria & un ricoprimento). In tal caso, per ogni
1 <5 < m esiste

Z; € Ij \ U Iz .
1<i<m
1#]
Possiamo senz’altro supporre che gli intervalli siano numerati in modo che
T < 19 < --- < x,,. E facile vedere che, ora, ciascuna delle due famiglie
(2) {I[;: 1<j<m, jpari} e {I;: 1<j<m, jdispari}
€ necessariamente disgiunta. Inoltre, una delle relative due sommatorie

oLl e >

1<5<m 1<j<m
j pari j dispari

deve essere > 3 >y [I]. Denotiamo quindi con A, quella delle famiglie (2)
che corrisponde a tale somma. Con questa notazione,

1 <& 1 1
Z 1] Z§Z|lj| Z§|K| ZZ(dn_Cn)'

Ic A, j=1

Avendo fatto cio per ogni n, possiamo definire la famiglia
A=[JA,
n

e osservare che essa ¢ una sottofamiglia disgiunta (e, ovviamente, al pit nu-
merabile) di B. Abbiamo

ED SO UIIESD SRS S

IcA n IcA, n
Esiste quindi una sottofamiglia finita By di A tale che )7,z |I| > £. Abbiamo
mostrato che o := % ha la proprieta richiesta. O

Lemma 2.3 (Lemma di ricoprimento — bis). Se un insieme E C (a,b) non é
di misura nulla, allora esiste 3 > 0 tale che:
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(x) per ogni insieme di misura nulle P C (a,b) e per ogni ricoprimento B
di E'\ P con sottointervalli aperti di (a,b) esiste una sottofamiglia finita
disgiunta By tale che

> =5

I€eBy

(Si noti che 8 non dipende da P!)

Dimostrazione. Per il Fatto 2.1(b), possiamo supporre che P C E. Sia a > 0
come nel Lemma 2.2. Sia B un ricoprimento al pitt numerabile di E \ P
con intervalli aperti limitati. Sia A un ricoprimento al pit numerabile di P
con intervalli aperti limitati tale che » ., |I| < §. Siccome AU B ¢ un
ricoprimento di FE, esiste una sua sottofamiglia finita disgiunta C tale che

> rec 1| > a. Poniamo Ay = ANC e By = BNC e osserviamo che

a<Z|I|§Z|]|—I—Z|l|<%+Z|I|,

IeC IeAy IeBy I1€By

da cui ) ;5 |I| > § =: B.

Ricordiamo infine la nozione della variazione. Una partizione di [a,b] ¢ un
insieme finito P = {xg, x1,...,2,} C [a,b] tale che a =g < 21 < -+ < x,, =
b. Data una funzione f: [a,b] — R, denotiamo

V(f;P)= Z |f(xr) — flzr-1)]

e definiamo la variazione (totale) di f su [a,b] come

Var(f; [a,b]) = sup V(f;P)

dove il “sup” viene preso rispetto a tutte le partizioni di [a, b]. I seguenti fatti
sono ben noti e facili da dimostrare.

Fatto 2.4.

(a) Se f & monotona allora Var(f;|a,b]) = |f(b) — f(a)| (e in particolare
Var(f; [a, b]) < +o0).
(b) Var(f + g;[a,b]) < Var(f; [a, b]) + Var(g; [a, b]).



3. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DI LEBESGUE

Iniziamo con un semplice lemma.

Lemma 3.1. Siano f: [a,b] — R, P = {xg,21,...,2,} una partizione di
[a,b], A >0 e S un sottoinsieme non vuoto di {0,1,...,n}. Supponiamo che
valga una delle sequenti due condizioni:

(a) f(a) < f(b) e LT@1) A per ogni k € S; oppure

Tp—Th—1
AT ACTEY) ~
(b) fla) = f(b) e —F—2 == > A perognik €S.
Allora

V(f; P)>|f(b) = f(a)| + AL dove L= (x—z51).

Dimostrazione. Dimostriamo solo il caso (a); il caso (b) segue da (a) con-
siderando la funzione —f.

n

Fb) = fla) = (flar) = fzi))

= (flar) = flan-n)) + > (flan) = fze))
kesS k¢S
< —AL+Y (f(wr) = f(zea)) < —AL+V(f; P).

La seguente osservazione e un facile esercizio per il lettore.

Osservazione 3.2. Siano f: (a,b) = R, z € (a,b), « € R. Se f & continua
inx e Df(x) > «, allora per ogni n > 0 esistono u,v € (a,b) tali che

u<T<v, v—u<n e o) =jw
Uv—Uu

E un’analoga proprieta si ha quando Df(x) < a.
Ora siamo pronti per la dimostrazione del Teorema di Lebesgue.

Teorema 3.3. Sia f: [a,b] — R una funzione non decrescente. Allora f é
derivabile quasi ovunque in (a,b).

Dimostrazione. Dimostriamo prima che f ammette derivata (finita o infinita)
quasi ovunque. Siccome f € continua a meno di un insieme al pitt numerabile,
e sufficiente dimostrare che I'insieme

F ={x € (a,b): fe&continuain ze Df(xr) > Df(x)}
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ha misura nulla. Notiamo che F' = E, s dove

r,s€Q
E,,={x € (a,b): f&continuain z e Df(z) >r > s> Df(x)}.

Per dimostrare che questi insiemi hanno misura nulla, procediamo per assurdo.

Fissiamo 7,5 € Q tali che » > s, e denotiamo F := E,;. Supponiamo
che E non sia di misura nulla. Sia § > 0 come nel Lemma 2.3 (Lemma di
ricoprimento—bis). Denotando

r—s B:T+s

A = Y )
2 2

abbiamo che
(3) E={x€(a,b): gecontinuain x, Df(z) > A, Df(x) < —A}.

Poniamo inoltre T' = Var(g; [a, b]). (Si noti che T < +o0 per Lemma 2.4). Sia
P ={xg,1,...,2,} una partizione di [a, b] tale che

V(g; P) >T — ApB.

Per ogni punto x € E \ P esiste un unico k£ € {1,...,n} tale che z €
E N (xg_1,x). Possiamo quindi applicare (3) e Osservazione 3.2 come segue.

e Se g(zx—1) < g(xy), esistono a, < b, in (z_1, ) tali che z € (ay, b,)
o Sb)=glen) _ _ 4

e Se g(zxkjl) > g(xy), esistono a, < b, in (xk_1,xy) tali che x € (ag,b,)
o db)—g(a) 4

by—az
La famiglia B = {(a,,b,) : * € E\ P} ¢ una copertura di £'\ P, e quindi esiste
una sua sottofamiglia finita disgiunta By tale che ), [I]| > .
Sia ora @ = {Yo,Y1,- .-, Y.} la partizione di [a, b] ottenuta aggiungendo alla
P gli estremi degli elementi di Bj.
Sia [zg_1, zx] tale che contenga almeno un elemento di By. Dal Lemma 3.1
abbiamo che

> 9(:) — g(wim)| > lg(a) — glme) |+ A D |1

[Yi—1,4:]ClTr—1,7k] IeBo
IC[xg—1,7k]

Sommando rispetto a 1 < k < n, otteniamo
q
T>> lgyi) — 9(wi1) > V(g; P) + AB>T — AB+ AB=T.
i=1

Questa contraddizione dimostra che f ammette derivata (finita o infinita) quasi
ovunque.

Rimane da dimostrare che effettivamente f e derivabile quasi ovunque. A
questo proposito, procediamo di nuovo per assurdo, supponendo che l'insieme

H ={x € (a,b): f & continua in z, Df(x) = +o0}
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non sia di misura nulla. Sia o > 0 come in Lemma 2.2 applicato con £ = H.
Fissiamo un qualsiasi M > 0. Per Osservazione 3.2, per ogni x € H esistono
punti a, < b, in (a,b) tali che

ba: - T
x € (az,b,) e ) = Jlaz) > M.

b, — a,
La copertura B = {(a,,b,) : © € H} ammette una sottofamiglia finita dis-
giunta By con » ; p [I| > a. Per ogni I € By, denotiamo oy = inf[ e
Br = sup I, e osserviamo che, usando la monotonia di f,

) = fla) = 3" 1£(81) — flan)| > Ma

IeBy

E questa contraddizione (con 'arbitrarieta di M > 0) conclude la dimostrazione.
0

4. APPENDICE. QUALCHE SEMPLICE CONSEGUENZA DEL TEOREMA DI
LEBESGUE

A differenza delle sezioni precedenti, quest’appendice utilizzera diversi teo-
remi della Teoria della misura.

Prima del seguente teorema, osserviamo che ogni funzione monotona (definita
su un intervallo) ¢ misurabile.

Teorema 4.1. Sia f una funzione monotona non decrescente su [a,b]. Allora

e L (a,b) e

() [ 1@ < 10 - 1),

Dimostrazione. Dal Teorema 3.3 sappiamo che f’(x) esiste finita quasi ovunque
in (a,b). Per semplicita, estendiamo f a [a,+00) ponendo f(z) = f(a) per
ogni & > a. Ora, per ogni punto x € (a,b) di derivabilita, abbiamo

fle+3) = flx)

3=
S N

f'(z) = lim

n—o0

n—o0

dove g,(z) = n[f(z+ L) — f(z)]. Di conseguenza, la funzione (definita quasi
ovunque) f’ & non negativa e misurabile. Esiste quindi (finito o infinito) il suo
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integrale di Legesgue. Per il Lemma di Fatou,

b b
/ f’(m)d$§h,{gi£fn/ [flz+ 1) = f(z)] do

b+1 b
= liminfn / f(z)dx — / f(x) dx]
n—o0 a+% a
L »

o :
= liminfn /b f(:p)dx—/ f(a:)dx] < f(b) — f(a),

n—oo

perché il primo integrale vale 1 f(b) e il secondo ¢ maggiore o uguale a =+ f(a).
Quindi [|f'|l; < f(b) — f(a) < +oc. OJ

Dimostreremo ora una generalizzazione del Teorema 4.1 per le funzioni a
variazione limitata. Iniziamo con il seguente facile esercizio.

Fatto 4.2. Se f: [a,b] — R ha variazione limitata e definiamo
o(@) = Var(fi[a,a]), @ € [a.],
allora le sequenti funzioni sono monotone non decrescenti:
v, =xf+wv.
Teorema 4.3. Sia f: [a,b] — R una funzione a variazione limitata. Allora f

¢ derivabile quasi ovunque in (a,b), la sua derivata f' appartiene a L*(a,b) e
soddisfa

(5) / ()] d < Var(f; [a,b).

Dimostrazione. La funzione f = (f + v) — v ¢ derivabile quasi ovunque con
f" € L'(a,b), in quanto differenza di funzioni non decrescenti. Inoltre, siccome
+f' <’ quasi ovunque (Fatto 4.2), abbiamo |f’| < v" quasi ovunque in (a, b).
Quindi, sempre per il teorema precedente,
b b
/ |f'(z)|dx < / V'(x) dx < v(b) —v(a) = Var(f;[a,b]).
O

Si osservi che, per f monotona non decrescente, la disuguaglianza (5) diventa
esattamente la (4).

Per chi conosce la nozione di assoluta continuita, aggiungiamo il famoso
fatto (che qui non dimostreremo) che se f é assolutamente continua su |a,bl,
allora f ha variazione limitata su |a,b] e

| 1w =0 - s, / F(@)] dz = Vax(f; [a, ).



