Argomento 10
Integrali impropri

Premessa

Nell’Arg. 9 e stata introdotta la nozione di integrale definito fab f(z)dx per funzioni continue
f :]a,b] — R. Una deroga alla continuita di f e anche stata introdotta, ma solo per considerare
funzioni con un numero finito di punti di discontinuita di I specie. Cosi, la limitatezza della funzione
integranda f ed il fatto che Iintervallo di integrazione [a,b] fosse chiuso e limitato non sono mai
stati messi in discussione. In questo capitolo ci occupiamo di estendere il concetto di integrale ad
alcune situazioni in cui l'intervallo di integrazione e/o la funzione integranda non sono limitati.

I. Intervalli illimitati

Sia f : [a,4+00) — R una funzione continua. Per ogni ¢ > a la funzione f & continua in [a, ¢] : quindi
possiamo calcolare I'integrale definito f f ) dz.
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Vogliamo esaminare cosa accade a questi valori quando ¢ — 400, cioe studiare il lim f f(z)dz !
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Definizione 10.1 Sia f continua in [a, +00); il limite
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se esiste, si chiama integrale improprio di f in [a,4+00), e si indica con il simbolo
+oo

f(z)dx

a

Piu in particolare, diciamo che l'integrale improprio ¢ convergente, e che f ¢ integrabile in senso
improprio in [a,4+00), se il limite (¢) ¢ finito.
C

Se invece liljrn f(z)dr = +oo (oppure —oo) lintegrale improprio di f in [a,+00) ¢ detto
divergente. ‘
Quindi
+oo
f(z)dx = hI_El / f(z)dx, quando il limite esiste.

Se lim f f(x) dx non esiste, diciamo che l'integrale improprio di f in [a, +00) non esiste. >
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! Abbiamo gia incontrato l'espressione F (¢ f f(x) dz nell’Arg.9, con il nome di funzione integrale di f. Chiara-
mente, per ¢ — 400, la funzione F' puo convergere dlvergere o non ammettere limite.

2Se la funzione f & sempre > 0 (oppure sempre < 0) ogni integrale improprio pud essere convergente oppure
divergente a +0o (—00), ma comunque esiste.



Vediamo alcuni esempi:

Esempio 10.2 Sia f(x) = e * per x € [2,400). Allora
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e quindi
+oo c
e ¥dr = lim e ¥dr = lim (6_2 — e_c) =2,
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Dunque f ¢ integrabile in senso improprio in [2, +00) e I'integrale improprio vale e 2.

Esempio 10.3 Sia f(x) =1 per « € [5,+00). Allora [ f(x)dx = ¢ — 5 e quindi

lim f(z)dz = lim (c—5) = +oc.
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Dunque f non ¢ integrabile in senso improprio in [5, +00) e I'integrale improprio ¢ divergente.

Esempio 10.4 Sia f(x) = cosz per = € [r,+00). Allora [*cosz dx = [sinz], =sinc e quindi

lim cosxdr = lim sinc non esiste.
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Dunque f non & integrabile in senso improprio in |7, +00) e U'integrale improprio non esiste.

Esempio 10.5
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° / —dxr = lim —dr = lim |[——| = lm |——4+1| =1.
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o / —dr = lim | —dx = lim [logz]] = lim (logc) = +o0.
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Osservazione 10.6 Se a < b < ¢, 'additivita dell’integrale definito rispetto all’intervallo di inte-

grazione (vd. Arg.9, formula &) garantisce che

[1war= (@ s,

e poiche fab f(z)dzx & un numero deduciamo, studiando il limite per ¢ — 400, che f ¢ integrabile
(in senso improprio) in [a,+00) se e solo se lo ¢ in [b, +00). Quindi, l'esistenza e la convergenza
di f;oo f(z) dx dipendono solo dal comportamento di f per valori “molto grandi” di z, cioe dalla

natura di f in un intorno di +oo.





