Cognome Nome Matr.

c.l. Fisica Analisi 2 prof. Molteni/Vignati
20 Giugno 2018 1° Appello d’esame versione A

1A](4 p.ti) Sia a € R e sia

sin(42?) sin(5y)

Jal@,y) = =5 2 gy

(z,y) # (0,0)

(a) Per quali « la funzione ammette un prolungamento continuo in (0,0)?
(b) Per quali « il prolungamento ¢ differenziabile in (0,0)?

Risp. (a) a < 3/2 (b)a<1

2A](4 p.ti) Per quali valori del parametro o € R l'integrale generalizzato

+00 (log x)Z—a
— = d ?
/1 ’el—x — 12’30[ T converge

Risp. a € (1/6,3/4).

3A](8 p.ti) Per ogni n € N ed x € R, siano

fn(x) = R P ed Y= E fn(x).
n=1

Nota: A seconda del metodo di soluzione scelto, potrebbe risultare utile sapere che 'unica
soluzione positiva di 2u® +3u? —1=0¢&u = 1/2.
(a) Stabilire l'insieme D di convergenza puntuale della successione {f,} e determinarne la
funzione limite f.
(b) Discutere la convergenza uniforme di {f,} ad f in D e nei suoi sottointervalli.
(¢) Analogamente, discutere convergenza puntuale ed uniforme della serie 3.

Risp. La successione f,(z) converge puntualmente su R alla funzione identicamente nulla. La
funzione f,, & pari, con f,(0) = 1/n?, f,(c0) = 0 ed f,(z) > 0 per ogni x. Inoltre f,, ha un
massimo in x = fun, dove u > 0 risolve I’equazione indicata (e quindi ¢ 1/2). Ne segue che
|| falloor = 11:;‘3 n—12 = 477/23. La convergenza ¢ quindi uniforme in R. Dal test di Weierstrass segue

che anche la serie converge uniformemente in R.

4A]*(6 p.ti) Sia o € R e sia L, l'operatore differenziale lineare a coefficienti costanti:
Lo: y—=y"+ (a+ 1)y +2(a—1)y.

(a) Determinare la soluzione generale di L,y = 0.
(b) Per quali @ ogni soluzione di L,y = 0 € limitata in [1,+00)?
(c) Per quali o ogni soluzione di L,y = 1 ¢ limitata in [1, +00)?

Risp. (e~%7, e(l_a)mm se a # 3, altrimenti (e=2%, ze~2%)g, per a > 1, per a > 1.




5A]*(8 p.ti) Per ogni o € [0,400) si consideri il seguente Problema di Cauchy:

y =4,/ylogz
y(1) = 4da.

(a) Verificare che quando o > 0 esso ammette un’unica soluzione locale ¢, (z), e determinarla
esplicitamente.

(b) Al variare di «, individuare lintervallo massimale su cui ¢, (z) € soluzione e fornire un
grafico qualitativo della soluzione trovata. Nel caso o = 0 la soluzione locale & unica?

Risp. Eq. a variabili separabili. La soluzione locale & ¢ () = 4(v/a+zlogr —x+1)% se a > 0,
che di fatto & soluzione su (0, +00). Se a = 0 oltre alla funzione ¢o(x) = 4(zlogz — = + 1) vi
¢ la soluzione ¢(z) = 0 per ogni x. Localmente le due soluzioni generano 4 soluzioni locali del
PC. In realta il caso @ = 0 ammette infinite soluzioni locali, ottenute ad esempio prendendo un
qualunque z¢ > 1 e ponendo ¢(z) = 4(zlogx — x — zglogxg + 20)? per x > xg ed ¢(x) = 0 per
z < xp.



Cognome Nome Matr.

c.l. Fisica Analisi 2 prof. Molteni/Vignati
20 Giugno 2018 1° Appello d’esame versione B

1B] (4 p.ti) Sia a € R e sia

sin(x) sin(3y?)

Gty @) #£00)

foc(x7y) =

(a) Per quali a la funzione ammette un prolungamento continuo in (0,0)?
(b) Per quali « il prolungamento ¢ differenziabile in (0,0)?

Risp. (a) a < 3/2 (b)a<1

2B] (4 p.ti) Per quali valori del parametro o € R U'integrale generalizzato

+o00 (log x)?)—a
o d ?
/1 ’el—x — 12’2& X converge

Risp. a € (1/4,4/3).

3B] (8 p.ti) Per ogni n € N ed z € R, siano

_ 5n+ 2|z o RS
fn(@) == my ed 2= nzz:l fn().

Nota: A seconda del metodo di soluzione scelto, potrebbe risultare utile sapere che 1'unica
soluzione positiva di 4u® +15u2 —1=0¢ u = 1/4.
(a) Stabilire l'insieme D di convergenza puntuale della successione {f,} e determinarne la
funzione limite f.
(b) Discutere la convergenza uniforme di {f,} ad f in D e nei suoi sottointervalli.
(¢) Analogamente, discutere convergenza puntuale ed uniforme della serie 3.

Risp. La successione f,(z) converge puntualmente su R alla funzione identicamente nulla. La
funzione f,, & pari, con f,(0) = 1/n?, f,(c0) = 0 ed f,(z) > 0 per ogni x. Inoltre f,, ha un
massimo in & = fun, dove u > 0 risolve l'equazione indicata (e quindi ¢ 1). Ne segue che
| frllor = 15:22;3# = % La convergenza ¢ quindi uniforme in R. Dal test di Weierstrass
segue che anche la serie converge uniformemente in R.

4B]*(6 p.ti) Sia a € R e sia L, V'operatore differenziale lineare a coefficienti costanti:
Lo: y—=y" + (a+ 1)y +3(a—2)y.

(a) Determinare la soluzione generale di L,y = 0.
(b) Per quali @ ogni soluzione di L,y = 0 € limitata in [1,+00)?
(c) Per quali o ogni soluzione di L,y = 1 ¢ limitata in [1, +00)?

Risp. (e737, 6(2_a)$>R, se a # 5, altrimenti (e 3%, xe™3%)p; per a > 2, per a > 2.




5B]*(8 p.ti) Per ogni « € [0, +00) si consideri il seguente Problema di Cauchy:

Yy =2\/ylogx
y(1) = o
(a) Verificare che quando o > 0 esso ammette un’unica soluzione locale ¢, (z), e determinarla
esplicitamente.

(b) Al variare di «, individuare lintervallo massimale su cui ¢, (z) € soluzione e fornire un
grafico qualitativo della soluzione trovata. Nel caso o = 0 la soluzione locale & unica?

Risp. Eq. a variabili separabili. La soluzione locale ¢ ¢ (x) = (Ja+zlogzr —x+1)? se a > 0,
che di fatto & soluzione su (0, +00). Se a = 0 oltre alla funzione ¢g(z) = (rlogz — x + 1)? vi
¢ la soluzione ¢(z) = 0 per ogni x. Localmente le due soluzioni generano 4 soluzioni locali del
PC. In realta il caso @ = 0 ammette infinite soluzioni locali, ottenute ad esempio prendendo un
qualunque zo > 1 e ponendo ¢(z) = (zlogx — x — 2 log g + x0)? per x > g ed ¢(x) = 0 per
z < xp.



Cognome Nome Matr.

c.l. Fisica Analisi 2 prof. Molteni/Vignati
20 Giugno 2018 1° Appello d’esame versione C

1C] (4 p.ti) Sia o € R ¢ sia

sin(22?) sin(5y)

(z,y) # (0,0)

(a) Per quali « la funzione ammette un prolungamento continuo in (0,0)?
(b) Per quali « il prolungamento ¢ differenziabile in (0,0)?

Risp. (a) a < 3/2 (b)a<1

2C] (4 p.ti) Per quali valori del parametro a € R U'integrale generalizzato

+o00 (10g x)273a
———d ?
/1 ’el—tc _ .1‘2’2'1 X converge

Risp. a € (1/4,3/5).

3C] (8 p.ti) Per ogni n € N ed z € R, siano

 n+ 9z d 5 o=

n=1
Nota: A seconda del metodo di soluzione scelto, potrebbe risultare utile sapere che 'unica
soluzione positiva di 18u3 +3u? —1=0&u = 1/3.
(a) Stabilire I'insieme D di convergenza puntuale della successione {f,} e determinarne la

funzione limite f.
(b) Discutere la convergenza uniforme di {f,} ad f in D e nei suoi sottointervalli.
(c) Analogamente, discutere convergenza puntuale ed uniforme della serie X.

Risp. La successione f,(z) converge puntualmente su R alla funzione identicamente nulla. La
funzione f,, & pari, con f,(0) = 1/n?, f,(c0) = 0 ed f,(z) > 0 per ogni x. Inoltre f, ha un
massimo in x = fun, dove u > 0 risolve 'equazione indicata (e quindi ¢ 1/3). Ne segue che
[ frlloor = 11i99$3 # = % La convergenza ¢ quindi uniforme in R. Dal test di Weierstrass segue

che anche la serie converge uniformemente in R.

4C]* (6 p.ti) Sia o € R e sia L, I'operatore differenziale lineare a coefficienti costanti:
Lo: y—=y" +ay +3(a—3)y.

(a) Determinare la soluzione generale di L,y = 0.
(b) Per quali @ ogni soluzione di L,y = 0 € limitata in [1,+00)?
(c) Per quali o ogni soluzione di L,y = 1 & limitata in [1, +00)?

Risp. (e737, e(g_a)mm se a # 6, altrimenti (e 3%, ze~3%)g; per a > 3, per a > 3.




5C]* (8 p.ti) Per ogni a € [0, +00) si consideri il seguente Problema di Cauchy:

y =6y/ylogx
y(1) = 9a.

(a) Verificare che quando o > 0 esso ammette un’unica soluzione locale ¢, (z), e determinarla
esplicitamente.

(b) Al variare di «, individuare lintervallo massimale su cui ¢, (z) € soluzione e fornire un
grafico qualitativo della soluzione trovata. Nel caso o = 0 la soluzione locale & unica?

Risp. Eq. a variabili separabili. La soluzione locale & ¢ (z) = 9(v/a+zlogr —x+1)% se a > 0,
che di fatto & soluzione su (0, +00). Se a = 0 oltre alla funzione ¢o(x) = 9(zlogz — = + 1) vi
¢ la soluzione ¢(z) = 0 per ogni x. Localmente le due soluzioni generano 4 soluzioni locali del
PC. In realta il caso @ = 0 ammette infinite soluzioni locali, ottenute ad esempio prendendo un
qualunque z¢ > 1 e ponendo ¢(z) = 9(zlogx — x — zglogxg + 20)? per x > xg ed ¢(x) = 0 per
z < xp.



Cognome Nome Matr.

c.l. Fisica Analisi 2 prof. Molteni/Vignati
20 Giugno 2018 1° Appello d’esame versione 1)

1D] (4 p-ti) Sia a € R e sia

sin(42?) sin(5y)

Jal@,y) = =5 2 gy

(z,y) # (0,0)

(a) Per quali « la funzione ammette un prolungamento continuo in (0,0)?
(b) Per quali « il prolungamento ¢ differenziabile in (0,0)?

Risp. (a) a < 3/2 (b)a<1

2D] (4 p.ti) Per quali valori del parametro o € R l'integrale generalizzato

+oo (log x)3—2a
——d ?
/1 ’el—x — 12’30[ X converge

Risp. a € (1/6,4/5).

3D] (8 p.ti) Per ogni n € N ed x € R, siano

fn(x) = R P ed Y= E fn(x).
n=1

Nota: A seconda del metodo di soluzione scelto, potrebbe risultare utile sapere che 'unica
soluzione positiva di 2u® +3u? —1=0¢&u = 1/2.
(a) Stabilire l'insieme D di convergenza puntuale della successione {f,} e determinarne la
funzione limite f.
(b) Discutere la convergenza uniforme di {f,} ad f in D e nei suoi sottointervalli.
(¢) Analogamente, discutere convergenza puntuale ed uniforme della serie 3.

Risp. La successione f,(z) converge puntualmente su R alla funzione identicamente nulla. La
funzione f,, & pari, con f,(0) = 1/n?, f,(c0) = 0 ed f,(z) > 0 per ogni x. Inoltre f,, ha un
massimo in x = fun, dove u > 0 risolve I’equazione indicata (e quindi ¢ 1/2). Ne segue che
|| falloor = 11:;‘3 n—12 = 477/23. La convergenza ¢ quindi uniforme in R. Dal test di Weierstrass segue

che anche la serie converge uniformemente in R.

4D]* (6 p.ti) Sia o € R e sia L, l'operatore differenziale lineare a coefficienti costanti:
Lo: y= "+ (a=3)y + (a—4)y.

(a) Determinare la soluzione generale di L,y = 0.
(b) Per quali @ ogni soluzione di L,y = 0 € limitata in [1,+00)?
(c) Per quali o ogni soluzione di L,y = 1 ¢ limitata in [1, +00)?

Risp. (e, 6(4_Q)I>R se o # 5, altrimenti (e™®, xe™¥)g; per o > 4, per a > 4.




5D]* (8 p.ti) Per ogni o € [0, 4+00) si consideri il seguente Problema di Cauchy:

Yy =2\/ylogz
y(1) = o
(a) Verificare che quando o > 0 esso ammette un’unica soluzione locale ¢, (z), e determinarla
esplicitamente.

(b) Al variare di «, individuare lintervallo massimale su cui ¢, (z) € soluzione e fornire un
grafico qualitativo della soluzione trovata. Nel caso o = 0 la soluzione locale & unica?

Risp. Eq. a variabili separabili. La soluzione locale ¢ ¢ (x) = (Ja+zlogzr —x+1)? se a > 0,
che di fatto & soluzione su (0, +00). Se a = 0 oltre alla funzione ¢g(z) = (rlogz — x + 1)? vi
¢ la soluzione ¢(z) = 0 per ogni x. Localmente le due soluzioni generano 4 soluzioni locali del
PC. In realta il caso @ = 0 ammette infinite soluzioni locali, ottenute ad esempio prendendo un
qualunque zo > 1 e ponendo ¢(z) = (zlogx — x — 2 log g + x0)? per x > g ed ¢(x) = 0 per
z < xp.



Cognome Nome Matr.

c.l. Fisica Analisi 2 prof. Molteni/Vignati
20 Giugno 2018 1° Appello d’esame versione [

1E] (4 p.ti) Per quali valori del parametro a € R I'integrale generalizzato

—+o00 (log x)Zfa
—— 7 dx converge?
/1 lel—= _ 230 g

Risp. a € (1/6,3/4).

2E]| (8 p.ti) Per ogni n € N ed = € R, siano

n+ |x| =
fn(x) = S ed Y= E fn(x).
n=1

Nota: A seconda del metodo di soluzione scelto, potrebbe risultare utile sapere che 'unica
soluzione positiva di 2u® + 3u? —1=0¢& u = 1/2.
(a) Stabilire I'insieme D di convergenza puntuale della successione {f,} e determinarne la
funzione limite f.
(b) Discutere la convergenza uniforme di {f,} ad f in D e nei suoi sottointervalli.
(c) Analogamente, discutere convergenza puntuale ed uniforme della serie 3.

Risp. La successione f,(z) converge puntualmente su R alla funzione identicamente nulla. La
funzione f,, & pari, con f,(0) = 1/n?, f,(c0) = 0 ed f,(x) > 0 per ogni z. Inoltre f,, ha un
massimo in x = fun, dove u > 0 risolve l'equazione indicata (e quindi ¢ 1/2). Ne segue che
[ frlloor = 114:1% # = 477/23. La convergenza ¢ quindi uniforme in R. Dal test di Weierstrass segue

che anche la serie converge uniformemente in R.

3E|(4 p.ti) Sia a € R e sia

sin(422) sin(5y)
(5a? 4 4y?)«

fa(liay) = (xvy) # (070)

(a) Per quali v la funzione ammette un prolungamento continuo in (0,0)?
(b) Per quali « il prolungamento ¢ differenziabile in (0,0)?

Risp. (a) a < 3/2 (b) a<1

4E]* (6 p.ti) Sia o € R e sia L, 'operatore differenziale lineare a coefficienti costanti:
Lo: y—=y" + (a+ 1)y +2(a—1)y.

(a) Determinare la soluzione generale di L,y = 0.
(b) Per quali @ ogni soluzione di L,y = 0 € limitata in [1,+00)?
(c) Per quali o ogni soluzione di L,y = 1 ¢ limitata in [1, +00)?

Risp. (e~%7, e(l_a)mm se a # 3, altrimenti (e=2%, ze~2%)g, per a > 1, per a > 1.




5E]|*(8 p.ti) Per ogni a € [0,400) si consideri il seguente Problema di Cauchy:

y =4,/ylogz
y(1) = 4da.

(a) Verificare che quando o > 0 esso ammette un’unica soluzione locale ¢, (z), e determinarla
esplicitamente.

(b) Al variare di «, individuare lintervallo massimale su cui ¢, (z) € soluzione e fornire un
grafico qualitativo della soluzione trovata. Nel caso o = 0 la soluzione locale & unica?

Risp. Eq. a variabili separabili. La soluzione locale & ¢ () = 4(v/a+zlogr —x+1)% se a > 0,
che di fatto & soluzione su (0, +00). Se a = 0 oltre alla funzione ¢o(x) = 4(zlogz — = + 1) vi
¢ la soluzione ¢(z) = 0 per ogni x. Localmente le due soluzioni generano 4 soluzioni locali del
PC. In realta il caso @ = 0 ammette infinite soluzioni locali, ottenute ad esempio prendendo un
qualunque z¢ > 1 e ponendo ¢(z) = 4(zlogx — x — zglogxg + 20)? per x > xg ed ¢(x) = 0 per
z < xp.



Cognome Nome Matr.

c.l. Fisica Analisi 2 prof. Molteni/Vignati
20 Giugno 2018 1° Appello d’esame versione I

1F] (4 p.ti) Per quali valori del parametro « € R l'integrale generalizzato

+o0 (log x)Bfa
—— 7 dx converge?
/1 |elix - $2|2a &

Risp. a € (1/4,4/3).

2F] (8 p.ti) Per ogni n € N ed = € R, siano

_ 50+ 20l
o on3 420

+oo
fulz) - ed  T:=) fulx).
n=1

Nota: A seconda del metodo di soluzione scelto, potrebbe risultare utile sapere che 1'unica
soluzione positiva di 4u® + 15u? — 1 =0 u = 1/4.
(a) Stabilire l'insieme D di convergenza puntuale della successione {f,} e determinarne la
funzione limite f.
(b) Discutere la convergenza uniforme di {f,} ad f in D e nei suoi sottointervalli.
(¢) Analogamente, discutere convergenza puntuale ed uniforme della serie 3.

Risp. La successione f,(z) converge puntualmente su R alla funzione identicamente nulla. La
funzione f,, & pari, con f,(0) = 1/n?, f,(c0) = 0 ed f,(z) > 0 per ogni x. Inoltre f,, ha un
massimo in x = tun, dove u > 0 risolve I'equazione indicata (e quindi & 1). Ne segue che

ot2u 1 — 14 convergenza ¢ quindi uniforme in R. Dal test di Weierstrass

||fn||OO,R = 1+2u3 n2 — 3n2°
segue che anche la serie converge uniformemente in R.

3F]|(4 p.ti) Sia a € R e sia

sin(z) sin(3y?)

ot @) #£00)

foz(xvy) =

(a) Per quali a la funzione ammette un prolungamento continuo in (0,0)?
(b) Per quali « il prolungamento ¢ differenziabile in (0,0)?

Risp. (a) a < 3/2 (b)a<1

4F|*(6 p.ti) Sia o € R e sia L, V'operatore differenziale lineare a coefficienti costanti:
Lo: y—=y" + (a+ 1)y +3(a—2)y.

(a) Determinare la soluzione generale di L,y = 0.
(b) Per quali @ ogni soluzione di L,y = 0 € limitata in [1,+00)?
(c) Per quali o ogni soluzione di L,y = 1 ¢ limitata in [1, +00)?

Risp. (e737, 6(2_a)$>R, se a # 5, altrimenti (e 3%, xe™3%)p; per a > 2, per a > 2.




5F]*(8 p.ti) Per ogni « € [0,+00) si consideri il seguente Problema di Cauchy:

Yy =2\/ylogz
y(1) = o
(a) Verificare che quando o > 0 esso ammette un’unica soluzione locale ¢, (z), e determinarla
esplicitamente.

(b) Al variare di «, individuare lintervallo massimale su cui ¢, (z) € soluzione e fornire un
grafico qualitativo della soluzione trovata. Nel caso o = 0 la soluzione locale & unica?

Risp. Eq. a variabili separabili. La soluzione locale ¢ ¢ (x) = (Ja+zlogzr —x+1)? se a > 0,
che di fatto & soluzione su (0, +00). Se a = 0 oltre alla funzione ¢g(z) = (rlogz — x + 1)? vi
¢ la soluzione ¢(z) = 0 per ogni x. Localmente le due soluzioni generano 4 soluzioni locali del
PC. In realta il caso @ = 0 ammette infinite soluzioni locali, ottenute ad esempio prendendo un
qualunque zo > 1 e ponendo ¢(z) = (zlogx — x — 2 log g + x0)? per x > g ed ¢(x) = 0 per
z < xp.



Cognome Nome Matr.

c.l. Fisica Analisi 2 prof. Molteni/Vignati
20 Giugno 2018 1° Appello d’esame versione (3

1G] (4 p-ti) Per quali valori del parametro o € R l'integrale generalizzato

+o00 (10g x)273a
———d ?
/1 ’el—x — $2|2a X converge

Risp. a € (1/4,3/5).

2G] (8 p.ti) Per ogni n € N ed x € R, siano

fulw) = 2L S
T 3 493’ T — e

Nota: A seconda del metodo di soluzione scelto, potrebbe risultare utile sapere che 'unica
soluzione positiva di 18u3 +3u? —1=0&u = 1/3.
(a) Stabilire I'insieme D di convergenza puntuale della successione {f,} e determinarne la
funzione limite f.
(b) Discutere la convergenza uniforme di {f,} ad f in D e nei suoi sottointervalli.
(¢) Analogamente, discutere convergenza puntuale ed uniforme della serie 3.

Risp. La successione f,(z) converge puntualmente su R alla funzione identicamente nulla. La
funzione f,, & pari, con f,(0) = 1/n?, f,(c0) = 0 ed f,(z) > 0 per ogni x. Inoltre f, ha un
massimo in x = fun, dove u > 0 risolve 'equazione indicata (e quindi & 1/3). Ne segue che
[ falloor = figgzé, n% = % La convergenza ¢ quindi uniforme in R. Dal test di Weierstrass segue

che anche la serie converge uniformemente in R.

3G] (4 p.ti) Sia a € R e sia

sin(222) sin(5y)
(522 + 2y2%)

fa(xay) = (:c,y) e (0,0)

(a) Per quali a la funzione ammette un prolungamento continuo in (0, 0)?
(b) Per quali « il prolungamento ¢ differenziabile in (0,0)?

Risp. (a) a < 3/2 (b) a<1

4G]* (6 p.ti) Sia o € R e sia L, 'operatore differenziale lineare a coefficienti costanti:
Lo: y—=y" +ay +3(a—3)y.

(a) Determinare la soluzione generale di L,y = 0.
(b) Per quali @ ogni soluzione di L,y = 0 € limitata in [1,+00)?
(c) Per quali o ogni soluzione di L,y = 1 ¢ limitata in [1, +00)?

Risp. (e737, e(g_a)mm se a # 6, altrimenti (e 3%, ze™3%)g; per a > 3, per a > 3.




5G]*(8 p.ti) Per ogni a € [0,+00) si consideri il seguente Problema di Cauchy:

y =6y/ylogx
y(1) = 9a.

(a) Verificare che quando o > 0 esso ammette un’unica soluzione locale ¢, (z), e determinarla
esplicitamente.

(b) Al variare di «, individuare lintervallo massimale su cui ¢, (z) € soluzione e fornire un
grafico qualitativo della soluzione trovata. Nel caso o = 0 la soluzione locale & unica?

Risp. Eq. a variabili separabili. La soluzione locale & ¢ (z) = 9(v/a+zlogr —x+1)% se a > 0,
che di fatto & soluzione su (0, +00). Se a = 0 oltre alla funzione ¢o(x) = 9(zlogz — = + 1) vi
¢ la soluzione ¢(z) = 0 per ogni x. Localmente le due soluzioni generano 4 soluzioni locali del
PC. In realta il caso @ = 0 ammette infinite soluzioni locali, ottenute ad esempio prendendo un
qualunque z¢ > 1 e ponendo ¢(z) = 9(zlogx — x — zglogxg + 20)? per x > xg ed ¢(x) = 0 per
z < xp.
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1H] (4 p.ti) Per quali valori del parametro o € R l'integrale generalizzato

+oo (log x)372a
— < dx converge?
/1 lel—= — 230 g

Risp. a € (1/6,4/5).

2H] (8 p.ti) Per ogni n € N ed x € R, siano

n+ |x| =
fn(x) = S ed Y= E fn(x).
n=1

Nota: A seconda del metodo di soluzione scelto, potrebbe risultare utile sapere che 'unica
soluzione positiva di 2u® + 3u? —1=0¢& u = 1/2.
(a) Stabilire I'insieme D di convergenza puntuale della successione {f,} e determinarne la
funzione limite f.
(b) Discutere la convergenza uniforme di {f,} ad f in D e nei suoi sottointervalli.
(c) Analogamente, discutere convergenza puntuale ed uniforme della serie 3.

Risp. La successione f,(z) converge puntualmente su R alla funzione identicamente nulla. La
funzione f,, & pari, con f,(0) = 1/n?, f,(c0) = 0 ed f,(x) > 0 per ogni z. Inoltre f,, ha un
massimo in x = fun, dove u > 0 risolve l'equazione indicata (e quindi ¢ 1/2). Ne segue che
[ frlloor = 114:1% # = 477/23. La convergenza ¢ quindi uniforme in R. Dal test di Weierstrass segue

che anche la serie converge uniformemente in R.

3H] (4 p.ti) Sia a € R e sia

sin(422) sin(5y)
(5a? 4 4y?)«

fa(liay) = (xvy) # (070)

(a) Per quali v la funzione ammette un prolungamento continuo in (0,0)?
(b) Per quali « il prolungamento ¢ differenziabile in (0,0)?

Risp. (a) a < 3/2 (b) a<1

4H]* (6 p.ti) Sia a € R e sia L, I'operatore differenziale lineare a coefficienti costanti:
Lo: y= "+ (a=3)y + (a—4)y.

(a) Determinare la soluzione generale di L,y = 0.
(b) Per quali @ ogni soluzione di L,y = 0 € limitata in [1,+00)?
(c) Per quali o ogni soluzione di L,y = 1 ¢ limitata in [1, +00)?

Risp. (e, 6(4_Q)I>R se o # 5, altrimenti (e™®, xe™¥)g; per o > 4, per a > 4.




5H]* (8 p.ti) Per ogni a € [0,400) si consideri il seguente Problema di Cauchy:

Yy =2\/ylogx
y(1) = o
(a) Verificare che quando o > 0 esso ammette un’unica soluzione locale ¢, (z), e determinarla
esplicitamente.

(b) Al variare di «, individuare lintervallo massimale su cui ¢, (z) € soluzione e fornire un
grafico qualitativo della soluzione trovata. Nel caso o = 0 la soluzione locale & unica?

Risp. Eq. a variabili separabili. La soluzione locale ¢ ¢ (x) = (Ja+zlogzr —x+1)? se a > 0,
che di fatto & soluzione su (0, +00). Se a = 0 oltre alla funzione ¢g(z) = (rlogz — x + 1)? vi
¢ la soluzione ¢(z) = 0 per ogni x. Localmente le due soluzioni generano 4 soluzioni locali del
PC. In realta il caso @ = 0 ammette infinite soluzioni locali, ottenute ad esempio prendendo un
qualunque zo > 1 e ponendo ¢(z) = (zlogx — x — 2 log g + x0)? per x > g ed ¢(x) = 0 per
z < xp.



