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Esercizi II - Soluzioni
(1) Entrambe le funzioni sono sufficientemente regolari, le derivate seconde

miste saranno uguali (Teorema di Schwarz solo citato a lezione), abbiamo:

fi(z,y) =23 yb, Oufi(x,y) = 322y, 9, f1(x,y) = 423y
Ova f1(m,y) = 62y, Oy f1(2,y) = Opy f1(2,y) = 122%y3

8yyfl (x7 y) = 12:c3y2

folw.y) = ¢ cos(y), dufalw,y) = ¢ cos (), dyfale,y) = ¢ sin (y)

Ozz f2(x,y) = €” cos (y), 8ya:f2(377y) = 8myf2(x»y) = —e” sin(y)

T

8yyf2(x’y) = —e” cos (y).

(2) Impostando il procedimento del calcolo della retta dei minimi quadrati
si ottiene il seguente sistema lineare simmetrico nei due parametri p, ¢ della

retta nella forma y = pzr + ¢,

5165 p + 67 ¢ = 1476.6

67p + 13q = 263

Quindi p ~ 0.7076, g ~ 16.5838. Per le 12.20 la retta di regressione prevede
una temperatura di circa 25.2167 gradi. In ogni caso occorre abbinare un’analisi
statistica del modello scelto e, usualmente, procedere molto cautamente con le
estrapolazioni. In Figura 1 si riportano i dati e la retta dei minimi quadrati.
(3) Si consideri la tabella di valori (z;,v;), i = 1,..., N approssimati nel senso
dei minimi quadrati dalla parabola nella forma y = az? + bz +c con a, b, ¢
parametri reali. Indichiamo con E = E(a,b,c) errore (rispetto alla retta di
regressione introduciamo il fattore 1/2 che non cambia la sostanza ma serve

solo per semplicita e “in previsione” del coefficiente 2 nelle derivate parziali),

N
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E(a,b,c) 251 ax?—i—bmi—i—c—yi) ,
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FicUrE 1. Retta minimi quadrati per i dati di temperatura,

esercizio 2.

cerchiamo min F. Imponendo la condizione (solo necessaria) di stazionarieta

(gradiente nullo) abbiamo

N
g—f:z (az? +ba; +c—y)a? = 0

N
%f—z (azi +bz;+c—y))z; = 0

N
%fzz (ax?+ba:i+c—y,-) =0

Quindi occorre risolvere il seguente sistema lineare simmetrico nelle incognite
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Si dimostra che il sistema ammette un’unica soluzione e che tale soluzione
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fornisce il punto di minimo (a, I;, ¢) di E. E evidente nel sistema scritto la
presenza di una struttura che potrebbe anche essere ottenuta attraverso un
approccio piu generale rispetto a quanto svolto a lezione (si veda il testo di
V. Comincioli). In Figura 2 si mostra un esempio di parabola dei minimi

quadrati calcolata partendo dai dati di temperatura dell’esercizio precedente.



(4) Abbiamo

Parabola minimi quadrati
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FIGURE 2. esempio di parabola dei minimi quadrati sui dati

di temperatura dell’esercizio 2.

C'(t)=—k C(t), k>0,
quindi, A costante arbitraria,
C(t) = Ae ™ = A =C(0).

Se il tempo di dimezzamento ¢ di 5570 anni, si ottiene,

C’;O) Lok In1/2

C(5570) = C(0)e k5570 — ;12444 1074

Se il tempo iniziale considerato, tempo in cui € stato costruito il manufatto, e

to = 0, al tempo T' =t — ty = t la misura fornisce
C(T)=9-1071 = (1.33-1071?) . e ¥ = T ~ 3138 anni.

Abbiamo quindi un indizio sul fatto che il reperto possa essere autentico.



