
MMFB - Laurea Magistrale Biotecnologie - 17 Ottobre 2005

Esercizi III - Soluzioni

(1) Si indichi con F (V ) la funzione G(V ) −HC(V ), il grafico qualitativo di

questa funzione è mostrato in Figura 1. Le soluzioni di equilibrio si possono

trovare imponendo F (V ) = 0,

F (V ) = rV

(
1− V

K

)
−Hβ

V 2

(V 2
0 + V 2)

= 0,

Sostituendo i valori suggeriti per i parametri si ha, raccogliendo V ,

V

[
1
3

(
1− V

25

)
− V

9 + V 2

]
= 0,

evidentemente una soluzione di equilibrio banale risulta la soluzione nulla V

(la cui stabilità potrebbe essere interessante perchè potrebbe verificarsi un

fenomeno di esaurimento della vegetazione). Per altre soluzioni dobbiamo
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Figure 1. Parte del grafico della funzione F (V ) = G(V ) −
H C(V ), esercizio 1. f3-1

risolvere l’equazione

−V 3 + 25V 2 − 84V + 225 = 0,

che ha due radici complesse coniugate e la radice reale V1 ∼ 21.5923 che

rappresenta la nostra soluzione di equilibrio (per la soluzione dell’equazione di

terzo grado in V si poteva ovviamente ricorrere a qualche metodo numerico).

In Figura 2 si mostrano alcune soluzioni del modello per differenti valori del

dato iniziale, V (0).

(2) Indicando con tj , j = 0, 1, ..., N , la sequenza di punti in cui valutare

la soluzione approssimata dell’equazione differenziale data, t0 = 0, e con uj i
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Figure 2. Alcune soluzioni dell’equazione di May, esercizio 1. f3-2

valori approssimati della soluzione u(t) nei medesimi punti, il metodo di Eulero

per l’equazione logistica assegnata si scrive

uj+1 = uj + (tj+1 − tj) · 0.4uj

(
1− uj

100

)
, j = 0, 1, ..., N − 1; u0 = 5.

In Figura 3 si mostrano differenti soluzioni numeriche sull’intervallo [0, 20]

utilizzando un passo costante

tj+1 − tj = ∆t = 20/N, j = 1, ..., N.

Ovviamente cambiando il passo cambia l’accuratezza (in realtà vi sono altre

proprietà della soluzione numerca da conisderare, per esempio la stabilità, ma
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Figure 3. Alcune soluzioni numerico con il metodo di Eulero,

esercizio 2. f3-3

non sono state trattate a lezione, lo studente interessato può consultare il testo

di Comincioli su Metodi Numerico Statistici).



(3) Indichiamo con C(t) la quantità di sale in Kg nel bacino al tempo t.

Abbiamo C(0) = 10, inoltre abbiamo un flusso in entrata di (5/1000) kg di sale

su un litro per 8 litri al minuto, in uscita abbiamo un flusso di C(t)/500 kg di

sale in un litro per 8 litri al minuto. Possiamo riassumere tutte le informazioni

nella seguente equazione differenziale (misuriamo il tempo in minuti), si noti

che la quantità d’acqua totale nel bacino rimane costante,

C ′(t) = variazione quantita′ di sale =

= (flusso in ingresso) − (flusso in uscita)

quindi

C ′(t) =
5

1000
· 8− C(t)

500
· 8,

da cui

C ′(t) =
8

1000
(5− 2C(t)) .

L’equazione scritta è un’equazione a variabili separabili che possiamo integrare

facilmente,
∫

dC

(5− 2C(t))
=

8
1000

∫
dt ⇒ −1

2
log |5− 2C(t)| = 8

1000
t + K,

con K costante arbitraria. Abbiamo (5 − 2C(0)) = (5 − 20) = −15 < 0 e

quindi il termine (5− 2C(t)) rimane negativo. Dopo semplici calcoli

C(t) =
1
2

(
Ke−0.016t + 5

)
,

con K costante arbitraria. Imponendo la condizione iniziale C(0) = 10 si

ottiene K = 15, quindi

C(90) =
1
2

(
15e−0.016·90 + 5

) ≈ 4.277.

La quantità di sale decresce, il lettore curioso riesce ad intuire quale sarà il

valore asintotico?

(4) Per discutere l’andamento qualitativo dell’equazione differenziale

u′(t) = ru(t)
(

1− u(t)
K

)(
u(t)
K0

− 1
)

consideriamo il segno della funzione

F (u) = ru
(
1− u

K

)(
u

K0
− 1

)
.

Abbiamo F (u) = 0 per u = 0, u = K, u = K0, quindi questi tre valori

rappresentano tre stati di equilibrio. Inoltre

F (u) < 0, 0 < u < K0, u > K

F (u) > 0, K0 < u < K.



Quindi, con ragionamenti analoghi a quelli fatti nell’analisi dell’equazione lo-

gistica, si ha che se 0 < u(0) < K0, la derivata u′(t) resta negativa e u decresce,

inoltre si riesce a dimostarare che, in questo caso, u tende a zero al crescere

di t: estinzione. Per K0 < u(0) < K abbiamo un comportamenbto simile

all’equazione logistica con u′(t) > 0 e K0 < u(t) < K e u ≡ K rappresenta lo

stato stazionario. Infine per u(0) > K > K0, la derivata resta negativa men-

tre, per questioni di unicità, resta u(t) > K. Il valore K è lo stato stazionario

per t tendente a più infinito. Per un’analisi della convessità/concavità si può
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Figure 4. Alcune soluzioni dell’equazione dell’esercizio 4. f3-4

calcolare la derivata seconda attraverso l’equazione e fare un’analisi del segno.

Si riassumono i comportamenti in Figura 4, ovviamente abbiamo fatto una

analisi non rigorosamente formale ma “ragionevole”.

(5) Iniziamo con il calcolo dei punti di equilibrio,

D − (
D2 + a DS

)
= 0

S − (
S2 + a DS

)
= 0

quindi abbiamo i seguenti punti di equilibrio,

(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1/(a + 1), 1/(a + 1)) .

Con i punti di equilibrio e le due rette r1 e r2 di equazione, rispettivamente,

(1−D−aS) e (1−S−aD), si suddivide lo spazio delle fasi in quattro regioni

in cui il segno delle derivate di D(t) e S(t) ha differenti valori (si veda Figura 5

con a = 1/2 < 1). Osservando il segno di D′ e S′ si ottiene quando 0 < a < 1

nelle singole regioni, si faccia riferimento a Figura 5, si ottiene:

• nella regione I, D′ < 0, S′ < 0;
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Figure 5. Esemplificazione dello spazio delle fasi, esercizio 5,

a = 1/2. f3-5

• nella regione II, D′ < 0, S′ > 0;

• nella regione III, D′ > 0, S′ < 0;

• nella regione IV, D′ > 0, S′ > 0.

Dall’analisi del segno possiamo allora dedurre i seguenti comportamenti, sem-

pre per 0 < a < 1.

• Traiettorie nella regione I dello spazio delle fasi possono avere direzioni

rivolte verso il basso e verso sinistra (sia D che S decrescono;

• traiettorie nella regione II si muovono nella direzione verso l’alto e

verso sinistra;

• traiettorie nella regione III si muovono invece verso destra e verso il

basso;

• traiettorie nella regione IV si spostano con direzione verso l’alto e verso

destra.

Inoltre traiettorie nella regione III non possono uscire da questa regione perchè

la regione è delimitata da curve lungo cui le direzioni corrispondenti (date al

solito dai segni delle derivate D′ e S′) puntano all’interno della regione stessa.

In modo analogo traiettorie nella regione II. Quindi se si entra nella regione II

o III non si esce più. Supponiamo di partire da (D(0), S(0)) nella regione IV,

per gli altri casi si procede in modo analogo. Possono accadere tre possibilità,

si veda ancora Figura 5,

• la traiettoria parte dalla regione IV e si muove inizialmente verso

l’aqlto/destra. In qualche istante S supera D e si entra nella regione

III muovendosi orizzontalmente ancora verso destra. Dalla regione III

la traiettoria non può uscire e si deve spostare verso il basso/destra,



quindi la traiettoria deve approssimare il punto di equilibrio (1/(1 +

a), 1/(1 + a)).

• La traiettoria parte nella regione IV come nel caso precedente, ad un

certo istante si ha che D supera S e si entra nella regione II muovendosi

verticalmente e verso l’alto quando si supera il bordo tra regione IV e

regione II. Nella regione II la traittoria si muove verso sinsitra e verso

l’alto ma non si può uscire dalla stessa regione II. La traiettoria è quindi

forzata ad avvicinarsi al punto di equilibrio (1/(1 + a), 1/(1 + a)).

• La traiettoria parte dalla regione IV e muovendosi verso l’alto e verso

destra rimane nella regione IV, la traiettoria approssima ancora il

punto di equilibrio (1/(1 + a), 1/(1 + a)).

In Figura 6 si mostra parte di traiettorie nello spazio delle fasi nel caso di

a = 1/2 < 1. Notiamo infine che con a < 1/2 anche per condizioni iniziali
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Figure 6. Esemplificazione di traiettorie nello spazio delle fasi

per differenti condizioni iniziali, esercizio 5, a = 1/2. f3-6

vicine, per esempio D(0) = 0.5 e S(0) = 0.51 per tempi lunghi ci si avvicina

al punto di equilibrio (1/(a + 1), 1/(a + 1)). Questo caso non corrisponde

con quanto abbiamo detto a lezione riguardo il dato dei ritrovamenti fossili

per cui un tipo di conchiglia sembra diventare in alcune zone preponderante

rispetto all’altro tipo. Questo vuol dire che il caso a < 1 non corrisponde ad un

modello realistico: per questo occorre cercare di identificare un valore a > 1.

Infatti per a > 1 le intersezioni con gli assi coordinati delle rette considerate

che permettono di indentificare i punti di equilibrio cambiano ‘ordine’ con

conseguente cambio di dinamica nelle quattro regioni che si determinano.


