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Probabilità

11.1 Spazi di probabilità

Se immaginiamo di descrivere il comportamento di un sistema meccanico tramite
le equazioni differenziali del moto queste forniscono istante per istante in modo
deterministico la posizione del sistema, la velocità di ogni suo punto, ecc.. Siamo
quindi in grado di predire esattamente il suo moto.

Al contrario non siamo in grado di predire esattamente il risultato del lancio
di un dado, il sesso di un nascituro, il colore dei suoi occhi, il numero di foglie
di un albero, ecc.. Questi ultimi sono esempi di fenomeni regolati o comunque
condizionati dal “caso”. Ma cosa significa casuale?

Immaginiamo di lanciare un dado a 6 facce: il risultato non è prevedibile
prima del lancio stesso. È chiaro che un solo lancio non porta a ipotizzare il
concetto di casualità; quando mi accorgo che il dado può dare diversi risultati e
che questi risultati non sono prevedibili intuisco che si tratta di un fenomeno la
cui realizzazione è condizionata dal caso. La casualità è quindi legata a fenomeni
che ammettono più di un esito. Un fenomeno casuale, o aleatorio, è un fenomeno
osservabile ma non prevedibile.

L’unica certezza che abbiamo è che il punteggio che otteniamo è compreso tra
1 e 6. Inoltre, l’esperienza ci suggerisce che non c’è nesso tra l’esito di un lancio
e i successivi, e che a ogni lancio ci aspettiamo che possa uscire indifferentemente
una qualsiasi delle sei facce. Come vedremo questo non significa che non siamo
in grado di dire nulla sull’esito del lancio, ad esempio l’esperienza quotidiana ci
insegna che su dieci lanci consecutivi ottenere per dieci volte lo stesso punteggio
sia un’evento in qualche modo eccezionale, almeno psicologicamente.

Scopo di questo capitolo è imparare a trattare analiticamente queste informazioni
per ricavarne delle leggi che “regolano la casualità”.

11.1.1 Insiemi e eventi

Consideriamo un esperimento casuale in cui lanciamo un dado. Osserviamo quindi
il fenomeno X, dove X è il risultato del dado.

Del dado abbiamo già osservato che ci aspettiamo che possa uscire indifferentemente
una qualsiasi delle sei facce. Se indichiamo con A = {X = 5}, osservare A
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significherà che è uscito il risultato 5 sul dado.
Astraendo, abbiamo un insieme S di possibili risultati (le facce del dado, in questo
esempio). Ci interesserà poter dire qualcosa su alcuni (o tutti, in alcuni casi) i
sottoinsiemi di S.

Esempio 11.1 (Insiemi ed eventi) Prendiamo un dado e indichiamo con

S = {f1,f2,f3,f4,f5,f6}
l’insieme costituito dalle sue 6 facce. Tale insieme contiene tutti i possibili esiti
del fenomeno, ossia la sua casualità, ed è detto spazio ambiente. I suoi elementi
saranno detti eventi elementari.

In tutto abbiamo 26 = 64 sottoinsiemi1 di S tra cui
∅ unico sottoinsieme senza elementi
{f1},{f4} sottoinsiemi con un solo elemento
{f1,f2},{f3,f5} sottoinsiemi con due elementi
...

...

Ogni possibile sottoinsieme di S sarà chiamato evento. Indichiamo con A e B gli
eventi

A = {f2,f4,f6} (ho un risultato pari)
B = {f1,f2,f3} (ho un risultato più piccolo di 4)

Indicheremo con AB l’intersezione tra due insiemi A e B, mentre A + B indicherà
l’unione. Questa nuova notazione risulterà più naturale nel seguito nell’ambito
del calcolo delle probabilità di eventi elementari. Con questa nuova terminologia
insiemistica, è chiaro che

• L’intersezione di due eventi corrisponde al fatto che entrambi gli eventi accadano.
Per esempio, abbiamo che un risultato appartiene ad AB, dove

AB = {f2,f4,f6} ∩ {f1,f2,f3} = {f2},
se accadono entrambi gli eventi A (avere un risultato pari) e B (avere un
risultato più piccolo di 4).

• L’unione di due eventi corrisponde al fatto che almeno uno degli eventi accada.
Per esempio, abbiamo che un risultato appartiene a A + B, dove

A + B = {f2,f4,f6} ∪ {f1,f2,f3} = {f1,f2,f3,f4,f6},
se accade almeno uno tra i due eventi A e B.

• Il complementare di un evento corrisponde al fatto che quell’evento non accada.
Per esempio, abbiamo che un risultato appartiene a A dove

A = {f2,f4,f6} = {f1,f3,f5},
se non accade l’evento A (ossia se non esce un numero pari).

1In generale se gli elementi di un insieme sono N il numero dei suoi sottoinsiemi è 2N . Si
riveda in proposito nel Capitolo 0, pag. ??, la nozione di insieme delle parti.
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Non tutti i fenomeni casuali hanno un numero finito di esiti possibili. Esistono
spazi ambienti S formati da un numero infinito di elementi, ossia fenomeni con
infiniti esiti.

Esempio 11.2 (Freccette) Sia S l’insieme costituito dai punti di un bersaglio
delle freccette (si veda la Figura 11.1).

A 

C 

B 

Figura 11.1 Alcuni possibili sottoinsiemi di un bersaglio.

Una freccetta lanciata contro il bersaglio lo potrà colpire in un qualunque suo
punto. Per esempio nella Figura 11.1 abbiamo indicato con A, B e C tre diversi
possibili eventi, ossia tre zone all’interno delle quali potrebbe cadere la freccetta.
Notiamo che in questo caso il numero di elementi dell’insieme S è infinito.

11.1.2 Operazioni tra insiemi

Con la notazione utilizzata ricordiamo le principali proprietà delle operazioni
insiemistiche di intersezione e unione nelle nuove notazioni probabilistiche tramite
gli operatori · e +

(A + B) + C = A + (B + C) proprietà associativa dell’unione
A + B = B + A proprietà commutativa dell’unione
(AB)C = A(BC) proprietà associativa dell’intersezione
AB = BA proprietà commutativa dell’intersezione

Inoltre valgono le due proprietà distributive

(AB) + C = (A + C)(B + C) dell’unione rispetto all’intersezione
(A + B)C = (AC) + (BC) dell’intersezione rispetto all’unione

Indicato con S lo spazio ambiente, con A un suo sottoinsieme, e con ∅ l’insieme
vuoto riassumiamo in tabella le principali proprietà che questi soddisfano

∅ S A
+ ∅+ A = A S + A = S A + A = A
· ∅A = ∅ SA = A AA = A
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Dato un sottoinsieme A di S, il complementare di A sarà indicato con A e
rappresenta il sottoinsieme di S degli elementi che non appartengono ad A. Valgono
le seguenti relazioni

(A) = A, S = ∅, ∅ = S,

inoltre se A ⊆ B, abbiamo che B ⊆ A. Si noti che ogni elemento di S appartiene
sicuramente ad A o ad A e a uno solo di essi. Ricordiamo infine le formule di De
Morgan nella nuova notazione

(A + B) = A ·B,

(AB) = A + B,

o, passando ai complementari

A + B = (A ·B),

AB = (A + B).

Definizione 11.1 (Insiemi mutuamente esclusivi) Due insiemi A e B si dicono
mutuamente esclusivi se hanno intersezione vuota, ossia se AB = ∅.
Più insiemi sono mutuamente esclusivi se lo sono a due a due in tutti i modi
possibili.

Osservazione 11.1 Tre o più insiemi possono avere intersezione nulla ma non
essere mutuamente esclusivi. Se infatti abbiamo, nell’esempio del dado,

A = {f1,f2}, B = {f2,f3}, C = {f1,f3}
abbiamo che, per esempio, AB = {f2} e quindi A,B,C non sono mutuamente
esclusivi anche se ABC = ∅. Possiamo scrivere ABC senza mettere parentesi per
la proprietà associativa dell’intersezione.

Definizione 11.2 (Partizioni dello spazio ambiente S) Chiamiamo parti-
zione dello spazio ambiente S una classe di sottoinsiemi mutuamente esclusivi la
cui unione è l’insieme S, ossia A1, . . . An, . . . sono una partizione di S se valgono
le seguenti due proprietà

i) Gli insiemi sono mutuamente esclusivi, ossia

∀ i 6= j, AiAj = ∅.

ii) L’unione degli insiemi è tutto S, ossia

A1 + A2 + . . . + An + . . . = S.

Esempio 11.3 (Partizioni)

• Due sottoinsiemi A e B di S sono una partizione di S se e solo se sono uno il
complementare dell’altro (ossia A = B o B = A). Infatti se A e B formano
una partizione di S, allora necessariamente gli elementi di B sono tutti e soli
gli elementi che non stanno in A, ossia B è il complementare di A. Viceversa,
se B è il complementare di A, valgono entrambe le proprietà che caratterizzano
una partizione.
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• In uno spazio ambiente finito, i possibili insiemi diversi formati da un solo
elemento formano sempre una partizione. Nell’esempio del dado i sei insiemi

A1 = {f1}, A2 = {f2}, A3 = {f3}, A4 = {f4}, A5 = {f5}, A6 = {f6}
formano una partizione. Infatti valgono entrambe le proprietà che caratterizzano
una partizione.

• Sempre nell’esempio del dado, i due insiemi

A = {f1,f3,f5} (faccia dispari), B = {f2,f4,f6} (faccia pari)

formano una partizione. Questo è anche conseguenza del fatto che A = B.

11.1.3 Assiomi e proprietà degli eventi

Abbiamo visto che esistono fenomeni casuali i cui esiti sono finiti (per esempio il
lancio di un dado o di una moneta) o comunque un infinità numerabile e fenomeni
casuali i cui esiti costituiscono un insieme infinito non numerabile, ossia quei
fenomeni in cui S ha un numero infinito non numerabile di elementi (per esempio
S = R oppure S dato dai punti di un bersaglio). L’idea di base per definire una
nozione di evento che sia valida nelle diverse situazioni è quella di considerare,
ossia di prendere come eventi, solo alcuni sottoinsiemi di S.

Assioma 11.1 (Assiomi della famiglia degli eventi) Chiamiamo A la famiglia
degli eventi2, ossia la famiglia dei sottoinsiemi di S che soddisfano le seguenti
proprietà

1. S è un evento, ossia S ∈ A;

2. se A è un evento, allora A è un evento (A ∈ A ⇒ A ∈ A);

3. se A e B sono eventi, allora anche la loro unione A+B è un evento; (A,B ∈ A
⇒ A + B ∈ A).

4. Se A1,A2, . . . sono una successione di eventi, allora anche la loro unione A =
A1 + A2 + . . . è un evento (A1,A2, . . . ∈ A ⇒ A1 + A2 + · · · ∈ A).

Come conseguenza otteniamo la seguente proposizione.

Proposizione 11.1 Valgono le seguenti proprietà

1. ∅ è un evento, ossia ∅ ∈ A (∅ è detto evento impossibile, S è detto evento
certo3).

2. Se A e B sono eventi, allora anche la loro intersezione AB è un evento.

2In questo caso la famiglia A di sottoinsiemi di S si dice che costituisce una σ-algebra.
3Non stupisca questo fatto: lo spazio ambiente S contiene tutta la casualità dei fenomeni

osservati, ossia qualcosa di lui accadrà per forza!



6 Capitolo 11

3. Se A1,A2, . . . sono una successione di eventi, allora anche la loro intersezione
A1A2 · · · è un evento.

Dimostrazione.

1. Poiché ∅ = S, ∅ è il complementare di un evento per l’Assioma 1. Il complementare
di un evento è un evento per l’Assioma 2 e quindi ∅ è un evento.

2. Poiché A e B sono eventi, anche A e B lo sono in virtù dell’Assioma 2. Utilizzando
l’Assioma 3 possiamo garantire che (A + B) è un evento. Ora, poiché (A + B) è

un evento, anche (A + B) lo è (sempre grazie all’Assioma 2). Quest’ultimo evento
è proprio AB come conseguenza delle Leggi di de Morgan.

3. Dalla legge di De Morgan,

A1A2 · · · = (A1 + A2 + · · ·).
Ora, A1,A2, · · · ∈ A per l’Assioma 2. La loro unione appartiene a A per l’Assioma 4’
e quindi la tesi segue ancora dall’Assioma 2.

Corollario 11.1 (Proprietà degli eventi) Ogni operazione che comprende un
numero finito o un infinità numerabile di eventi e di operazioni (intersezioni,
unioni e passaggi al complementare) ha come risultato ancora un evento (ossia A è
una famiglia chiusa rispetto alle operazioni di intersezione, unione e complementare).

Osservazione 11.2 Se S è finito allora la collezione di tutti i sottoinsiemi di S
(ossia l’insieme delle parti di S) verifica le proprietà 1, 2 e 3 dell’Assioma 11.1 e
costituisce la famiglia degli eventi.

11.1.4 Assiomi e teoremi della probabilità

Torniamo alle considerazioni fatte sugli insiemi e sugli eventi per dare una definizione
assiomatica della probabilità.

Assioma 11.2 (Assiomi della probabilità) Sia S un insieme e A la classe di
eventi che soddisfa le proprietà dell’Assioma 11.1. La probabilità è una funzione
di A → R+∪0 che associa a ogni evento A ∈ A un numero P (A). Questa funzione
deve soddisfare le seguenti proprietà

1. per ogni evento A, P (A) ≥ 0;

2. P (S) = 1;

3. se AB = ∅, allora P (A + B) = P (A) + P (B).

A differenza del caso finito, la probabilità in uno spazio infinito non viene definita
su ogni sottoinsieme, ma solamente su ogni evento della famiglia A. Quindi, ogni
volta che scriveremo P (A), dovremo essere sicuri che A sia un evento di A. La
terna (S,A, P ) è detta spazio di probabilità.

Proposizione 11.2 (Conseguenze degli assiomi della probabilità)
Dagli assiomi della probabilità discendono le seguenti relazioni
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1. P (∅) = 0.

2. Per ogni evento A, P (A) = 1− P (A).

3. Per ogni coppia A e B di eventi, P (A) = P (AB) + P (AB).

4. Se A è un evento e B1,B2, . . . ,Bn sono eventi che formano una partizione di
S,

P (A) = P (AB1) + P (AB2) + · · ·+ P (ABn).

5. Per ogni coppia A e B di eventi, P (A + B) = P (A) + P (B)− P (AB).

6. Per ogni coppia A e B di eventi, P (A + B) ≤ P (A) + P (B).

7. Se B ⊆ A, allora P (B) ≤ P (A).

Dimostrazione. Primo, notiamo che tutti i sottoinsiemi che utilizziamo nella
dimostrazione sono eventi per il Corollario 11.1 e quindi ne possiamo calcolare la probabilità.

1. ∅∅ = ∅ e quindi, per l’Assioma 11.2.3, P (∅+∅) = P (∅)+P (∅). Abbiamo quindi
che

P (∅) = P (∅+∅) = P (∅) + P (∅) = 2P (∅),
e quindi P (∅) = 0.

2. AA = ∅, e quindi, per l’Assioma 11.2.3, P (A+A) = P (A)+P (A). Poiché P (S) = 1
per l’Assioma 11.2.2, abbiamo che

1 = P (S) = P (A + A) = P (A) + P (A),

e quindi P (A) = 1− P (A).

3. Abbiamo che
A = AS = A(B + B) = (AB) + (AB),

dove nell’ultimo passaggio si applica la proprietà distributiva. Ora, per le proprietà
commutative e associative dell’intersezione,

(AB)(AB) = ((AB)A)B = (A(BA))B = (A(AB))B = (AA)(BB) = A∅ = ∅
e quindi, per l’Assioma 11.2.3,

P((AB) + (AB)) = P (AB) + P (AB).

Ora,

P (A) = P((AB) + (AB)) = P (AB) + P (AB)

4. La dimostrazione è analoga al punto precedente con B1,B2, . . . ,Bn al posto di B e
B.

5. Abbiamo che

A + B = (A + B)S
= (A + B)(B + B) poiché S = B + B
= (AB) + B per la proprietà distributiva.

Ora, (AB)B = A(BB) = A∅ = ∅ e quindi

P((AB) + B) = P (AB) + P (B).

Concludendo,

P (A + B) = P((AB) + B) = P (AB) + P (B)

= P (A)− P (AB) + P (B) per quanto detto al punto 3.
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6. Per l’Assioma 11.2.1, P (AB) ≥ 0. Dal punto 5,

P (A + B) = P (A) + P (B)− P (AB) ≤ P (A) + P (B).

7. Abbiamo che

P (A) = P (AB) + P (AB) per il punto 3
= P (B) + P (AB) per ipotesi, AB = B
≥ P (B) per l’Assioma 11.2.1, P (AB) ≥ 0.

Esempio 11.4 (A volte basta contare) Il modo più intuitivo di introdurre
la probabilità di un evento si basa sul rapporto tra il numero dei casi favorevoli
e il numero dei possibili casi. Consideriamo la seguente situazione. Lanciando
una moneta quattro volte consecutive ci chiediamo quale sia la combinazione di
teste e di croci più probabile (ossia che si ripete con maggiore frequenza). A
ogni lancio i possibili eventi sono A = {esce testa}, e il complementare Ā =
{esce croce}. Appare ragionevole supporre che testa e croce si verifichino con
uguale probabilità, ne consegue che P (A) = P (Ā) e dovendo avere somma uno (per
la Proposizione 11.2.2) avremo P (A) = 1/2. Ora se ripetiamo il lancio quattro
volte i possibili esiti saranno (dove T e C indicano testa e croce)

T T T T

T T T C

T T C T

T T C C

T C T T

T C T C

T C C T

T C C C

C T T T

C T T C

C T C T

C T C C

C C T T

C C T C

C C C T

C C C C

I casi possibili quindi sono 16, e appare ragionevole supporre che ogni caso si
verifichi con uguale probabilità. Otteniamo quindi che ogni combinazione di
quattro risultati ha probabilità 1/16. La combinazione più probabile è quindi
quella con due teste e due croci che si presenta in 6 casi, ossia ha probabilità
6/16 = 3/8. Poi il caso tre teste e una croce in 4 casi e il caso tre croci una testa
sempre in 4 casi, entrambi quindi con probabilità 4/16 = 1/4. Infine i due casi
quattro croci e quattro teste che si presentano una volta sola con probabilità 1/16.
Notiamo però che la situazione esce tre volte una faccia della moneta e una volta
l’altra porta a sommare i due casi tre croci una testa e tre teste una croce e ha
probabilità 8/16 = 1/2 maggiore del caso due teste e due croci.
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11.2 Fenomeni casuali

Consideriamo qualche esempio di fenomeno casuale. Il primo riguarda un fenomeno
casuale di tipo categorico, ossia un fenomeno i cui risultati sono “qualitativi”, non
numerici.

Esempio 11.5 (Sesso del nascituro) Luisa aspetta un bambino. Indichiamo
con X il sesso del nascituro. X può assumere i valori M (maschio) e F (femmina)
con probabilità 1/2. Formalizziamo la situazione.

1. I risultati possibili sono 2.

2. I valori che X può assumere sono M e F , quindi S = {x1,x2}, con x1 = M e
x2 = F .

3. Ipotizziamo che la probabilità che X assuma il valore M o F è 1/2, quindi

p1 = 1/2, p2 = 1/2.

Notiamo che p1 + p2 = 1, coerentemente con il fatto che P (S) = P ({M}) +
P ({F}) = 1. Si noti che avremmo potuto utilizzare i numeri 0 e 1 (o una qualunque
coppia di numeri distinti) come valori di X invece delle lettere M e F .

Il prossimo esempio riguarda un fenomeno casuale numerico, ossia un fenomeno i
cui risultati sono una “misura quantitativa” di ciò che osservo.

Esempio 11.6 (Dado equilibrato) Prendiamo un dado non truccato e indichiamo
con X il risultato di un lancio.

1. I risultati possibili sono 6.

2. I valori che il dado può assumere sono i numeri interi tra 1 e 6 e quindi
S = {x1,x2,x3,x4,x5,x6}, dove

x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3, x4 = 4, x5 = 5, x6 = 6.

3. La probabilità che X assuma ogni valore intero tra 1 e 6 è 1/6 e quindi

p1 = 1/6, p2 = 1/6, p3 = 1/6, p4 = 1/6, p5 = 1/6, p6 = 1/6.

La probabilità quindi si “distribuisce” sui possibili risultati. Si veda la distribuzione
di probabilità di X nella Figura 11.2, dove in ascissa sono indicati i possibili
risultati e in ordinata le probabilità che X assuma ciascuno di essi.

Notiamo che p1 + p2 + p3 + p4 + p5 + p6 = 1.

Il prossimo esempio riguarda un fenomeno casuale numerico in cui i possibili
risultati sono infiniti.
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Figura 11.2 Distribuzione della probabilità nel lancio di un dado (Esempio 11.6).

Esempio 11.7 (Numero casuale tra 0 e 1) Consideriamo il fenomeno casuale
“scelta in modo uniforme di un numero reale tra 0 e 1”. Rispetto ai casi visti,
quest’ultimo caso presenta una differenza. Il risultato X può assumere ogni valore
x nell’intervallo

0 < x < 1,

con uguale probabilità. La loro “numerosità” ci costringe a parlare di densità di
probabilità invece di probabilità di ogni singolo risultato. Vediamo come.

Se chiediamo con quale probabilità ci aspettiamo un risultato tra 1/4 e 3/4,
l’uniformità suggerisce 1/2. Analogamente, la probabilità con cui ci aspettiamo
un risultato tra x1 e x2 , con 0 ≤ x1 < x2 ≤ 1, è tanto più grande, tanto più è
ampio l’intervallo (x1,x2). Sempre l’uniformità suggerisce una probabilità pari a
x2−x1. In generale, se X indica un “numero casuale uniforme tra 0 e 1”, abbiamo
che

P ({X ∈ (x1,x2)}) = P ({x1 < X < x2}) =
∫ x2

x1

dx = x2 − x1

dove l’integrale esprime, in un certo senso, l’estensione naturale della somma del
caso discreto.

Vediamo ora un esempio in cui la probabilità non è uniformemente distribuita tra
risultati (ossia la probabilità che si verifichi un certo risultato non è uguale per
ogni risultato).

Esempio 11.8 (Somma di due dadi) Prendiamo due dadi non truccati e indichiamo
con X la somma dei risultati di un lancio di entrambi. Si può facilmente mostrare
che X può assumere i valori interi tra 2 e 12.

1. I risultati possibili sono 11.

2. I valori che la somma può assumere sono i numeri interi tra 2 e 12 e quindi
S = {2, . . . ,12}:

x1 = 2, x2 = 3, . . . , x11 = 12.
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3. La probabilità che X assuma ogni valore intero tra 2 e 12 è

Risultato xi Coppie che danno xi Probabilità
x1 = 2 (1,1) p2 = 1/36 ≈ 0.0278
x2 = 3 (1,2) (2,1) p3 = 2/36 ≈ 0.0556
x3 = 4 (1,3) (2,2) (3,1) p4 = 3/36 ≈ 0.0833
x4 = 5 (1,4) (2,3) (3,2) (4,1) p5 = 4/36 ≈ 0.1111
x5 = 6 (1,5) (2,4) (3,3) (4,2) (5,1) p6 = 5/36 ≈ 0.1389
x6 = 7 (1,6) (2,5) (3,4) (4,3) (5,2) (6,1) p7 = 6/36 ≈ 0.1666
x7 = 8 (2,6) (3,5) (4,4) (5,3) (6,2) p8 = 5/36 ≈ 0.1389
x8 = 9 (3,6) (4,5) (5,4) (6,3) p9 = 4/36 ≈ 0.1111
x9 = 10 (4,6) (5,5) (6,4) p10 = 3/36 ≈ 0.0833
x10 = 11 (5,6) (6,5) p11 = 2/36 ≈ 0.0556
x11 = 12 (6,6) p12 = 1/36 ≈ 0.0278

Si veda la distribuzione di probabilità nella Figura 11.3.
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Figura 11.3 Distribuzione della probabilità nel lancio di due dadi (Esempio 11.8).

Notiamo che p2 + p3 + p4 + p5 + p6 + p7 + p8 + p9 + p10 + p11 + p12 = 1.

11.2.1 Leggi e variabili aleatorie

Negli esempi precedenti, abbiamo considerato diversi tipi di fenomeni casuali.
In alcuni casi abbiamo a che fare con variabili qualitative, ossia quei fenomeni
che dividono i risultati in classi (per esempio il sesso del nascituro, il colore
degli occhi o il segno zodiacale della prossima persona che incontro, ecc.), in
altri con variabili quantitative, ossia quei fenomeni che dividono i risultati in
valori numerici (per esempio il risultato nel lancio di un dado, l’estrazione di un
numero casuale tra 0 e 1, ecc.). Dal punto di vista probabilistico la precedente
distinzione non è particolarmente rilevante come messo in luce dall’Esempio 11.5
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(possiamo eventualmente associare opportuni numeri, quantità, a simboli, qualità).
In particolare gli spazi di probabilità utilizzati sono modelli matematici ragionevoli
dei fenomeni casuali, non è detto che non ne esistano altri altrettanto validi per
studiare il problema. La cosa rilevante è stata di considerare opportune variabili
che sono funzioni di un fenomeno casuale. Nel seguito, evitando di addentrarci
in insidiose distinzioni, considereremo solo variabili che possono assumere valori
numerici, ossia variabili quantitative.

Definizione 11.3 (Variabile aleatoria o casuale) Dato uno spazio di probabilità
(S,A,P ) si chiama variabile aleatoria un’applicazione X : S → R tale che per ogni
x ∈ R l’insieme {s ∈ S : X(s) ≤ x} sia in A.

In altre parole una variabile aleatoria è definita in modo tale che {s ∈ S : X(s) ∈
(−∞,x]} sia un evento, per ogni x ∈ R. Come conseguenza della proprietà degli
eventi, se I è generato da intersezioni e unioni di intervalli di R, anche {s ∈ S :
X(s) ∈ I} è un evento. Pertanto dire che X è una variabile aleatoria significa che
è possibile calcolare

P ({s ∈ S : X(s) ∈ I}).
Per brevità scriveremo solo {X ∈ I} per indicare l’evento e P ({X ∈ I}) per
indicarne la probabilità.

Una distinzione importante si ha tra variabili aleatorie discrete e continue.

Caso discreto: Sono quei fenomeni che hanno un numero finito o numerabile di
risultati (il risultato nel lancio di due dadi, l’anno di nascita della prossima persona
che incontro, . . .). I risultati di una variabile aleatoria discreta X formano l’insieme
dei possibili valori assunti

R = {x1,x2, . . . ,xN , . . .}.
Gli eventi sono tutti gli insiemi del tipo

A = {X ∈ I},
dove I è un qualunque sottoinsieme dell’insieme dei possibili risultati R. Notiamo
che A può anche essere generato da intersezioni e unioni di intervalli di R. Infatti,
preso per esempio X il risultato del lancio di un dado (si veda l’Esempio 11.6), se
I = {1,4} e I∗ = {(0. 8 , 1. 2)∪ (3. 8 , 4. 2)} (unione dei due intervalli) abbiamo che

A = {X ∈ I} = {X ∈ I∗}.
Diremo che è assegnata la legge della variabile aleatoria discreta X se è assegnato
l’insieme dei possibili valori assunti R, e la probabilità con cui X assume ciascun
valore

pX
x1

,pX
x1

, . . . ,pX
xN

, . . .

dove pX
xk

= P ({X = xk}) è la probabilità che X assuma il valore xk.
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Caso continuo: Sono quei fenomeni che possono assumere tutti i possibili valori
di un intervallo reale (l’altezza e il peso della prossima persona che incontro, la
percentuale di CO2 presente nell’aria domani, . . . ). Il caso continuo presenta una
singolarità: tutti i risultati x di un intervallo

R = {x ∈ R : a < x < b} = (a,b)

sono possibili (anche se non “equiprobabili”). Chiaramente i due valori a e b
possono non essere finiti, e quindi l’intervallo dei risultati del tipo R = (−∞,b),
R = (a, +∞) oppure R = R.
Gli eventi legati a una variabile aleatoria continua sono tutti gli insiemi del tipo

A = {X ∈ I},
dove I è un sottoinsieme di (a,b) (generato quindi da intersezioni e unioni di
intervalli di R). La numerosità dei possibili risultati ci costringe a parlare di
densità di probabilità al posto di probabilità di ogni singolo risultato (che è nulla).
Diremo che è assegnata la legge della variabile aleatoria continua X se è assegnato
l’insieme dei possibili valori assunti R e la funzione densità di probabilità fX con
cui X assume ciascun valore

fX : (a,b) → R+ ∪ {0}.
La densità di probabilità fX è tale che

P ({x1 < X < x2}) =
∫ x2

x1

fX(x) dx

per ogni scelta di intervallo (x1,x2) ⊆ (a,b). Va precisato che la funzione fX non
è unica. Una funzione che differisca da fX in un solo punto oppure in un insieme
un insieme costituito da un infinità numerabile di punti4 è anch’essa una densità
per la v.a. X. Nel seguito supporremmo sempre fX definita su tutto R ponendo
fX(x) = 0 per x in R \ (a,b). Nell’Esempio 11.7 (in cui X è una variabile aleatoria
continua), fX(x) = 1 per tutti i valori 0 < x < 1 e fX(x) = 0 altrove.

Dalle proprietà dell’integrale definito abbiamo P ({X = x0}) = 0 per ogni
scelta di x0 e quindi per ogni variabile aleatoria X continua

P ({c < X < d}) = P ({c ≤ X < d}) = P ({c ≤ X ≤ d}) = P ({c < X ≤ d}).
Occasionalmente, e se non ci saranno ambiguità, scriveremo pxi al posto di pX

xi
per

evitare l’appesantimento delle notazioni e v.a. al posto di variabile aleatoria per
lo stesso motivo.

Dagli assiomi della probabilità è evidente che per ogni legge di una v.a.
discreta, devono essere verificate le seguenti proprietà

i) pxi ≥ 0, ∀i ≥ 1

ii)
∞∑

i=1

pxi = 1

4Ossia in insiemi detti di misura nulla.
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In modo analogo nel caso di v.a. continua avremo

i) fX(x) ≥ 0, ∀x ∈ R

ii)
∫ ∞

−∞
fX(x)dx = 1

Esempio 11.9 (Variabili aleatorie) Come calcoliamo la probabilità di tutti gli
eventi legati a una variabile aleatoria? Vediamolo su un esempio del dado: con
quale probabilità ci aspettiamo un numero strettamente maggiore di 4?

1. “Formalizziamo” l’evento (ossia scriviamo il corrispondente modello matematico).
Il risultato del lancio di due dadi era stato indicato con X e quindi l’evento
“ho un risultato più grande di 4” si scriverà

A = {X > 4}.

0 2 4 6 8 10 12
0

0.05

0.1

0.15

0 2 4 6 8 10 12
0

0.05

0.1

0.15

Figura 11.4 Come calcolo P ({X > 4})? E P ({X è pari})?

2. Guardiamo valori di X soddisfano l’evento, nel nostro caso i valori da 5 a 12
ossia

x4 = 5, x5 = 6, . . . , x11 = 12

soddisfano la condizione di essere maggiori di 4. Chiameremo questi valori
“buoni”.

3. Come calcoliamo la probabilità P (A) = P ({X > 4})? Per il calcolo sembra
ragionevole sommare le probabilità dei valori buoni. Questa “buona” intuizione
corrisponde all’Assioma 11.2.3: gli eventi A5 = {X = 5}, A6 = {X = 6}, . . . ,
A12 = {X = 12} sono mutuamente esclusivi (non possono accadere due di essi
contemporaneamente) e quindi P (A5 + A6 + · · · + A12) = P (A5) + P (A6) +
· · ·+ P (A12).
Nel nostro caso

P ({X > 4}) = P ({X = 5}) + P ({X = 6}) + · · ·+ P ({X = 12})
= p5 + p6 + · · ·+ p12

= 4/36 + 5/36 + · · ·+ 1/36
= 5/6 ≈ 0.8333.
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Ragionando in modo analogo la probabilità dell’evento A = {X è pari} sarà

P ({X è pari}) = P ({X ∈ {2,4, . . . ,12}})
=

∑
xk∈{2,4,...,12} pxk

= p2 + p4 + p6 + p8 + p10 + p12

= 1/36 + 3/36 + 5/36 + 5/36 + 3/36 + 1/36
= 1/2.

Come conseguenza dell’Assioma 11.2.3, vale la seguente regola generale. La
probabilità dell’evento {X ∈ I} si calcola:

• caso discreto, si sommano le probabilità pxk
dei valori xk che sono in I

P ({X ∈ I}) =
∑

xk∈I

pxk
.

• caso continuo, si calcola l’integrale di fX su I

P ({X ∈ I}) =
∫

I

fX(x) dx.

Nell’Esempio 11.7 essendo fX(x) = 1 per ogni 0 < x < 1, la probabilità di estrarre
un numero compreso tra 0.2 e 0.8 è quindi

P ({0.2 < X < 0.8}) =
∫ 0.8

0.2

dx = 0.8− 0.2 = 0.6.

Esempio 11.10 (Dado truccato) Supponiamo di prendere ora un dado truccato
e di sapere che la probabilità di uscita del 6 è doppia delle altre. Quale è la legge
della variabile aleatoria che indica il punteggio?

1. I risultati sono certamente 6 e quindi N = 6.

2. I valori che il dado può assumere sono i numeri interi tra 1 e 6 e quindi

x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3, x4 = 4, x5 = 5, x6 = 6.

3. La probabilità che X assuma ogni valore intero tra 1 e 6 è

p1 = p, p2 = p, p3 = p, p4 = p, p5 = p, p6 = 2p.

Imponendo le condizioni che devono valere per ogni legge di v.a. discreta otteniamo
il sistema{

p ≥ 0, 2p ≥ 0 per la condizione pxi ≥ 0 ∀i,
p + p + p + p + p + 2p = 1 per la condizione

∑
i pxi = 1.

Risolvendo l’ultima equazione si ottiene p = 1/7 (che soddisfa anche le prime due
disequazioni). Abbiamo quindi che la probabilità di avere un risultato tra 1 e
5 vale p = 1/7 mentre la probabilità di avere 6 vale 2p = 2/7. Il grafico della
distribuzione di probabilità è nella Figura 11.5.
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Figura 11.5 Distribuzione della probabilità del risultato del lancio di un dado truccato
(Esempio 11.10).

Esempio 11.11 (Aggregamento di individui) Il nostro esperimento consiste
nel lasciare liberi 10 individui e studiarne il “grado di aggregazione”: quanti gruppi
di individui si formano? Anche questo, come il dado, è chiaramente un fenomeno
di tipo numerico discreto.

Il risultato X di una prova sarà un numero compreso tra 1 (massima aggregazione:
un solo gruppo) e 10 (nessuna aggregazione).

È chiaro che il “grado di aggregazione” dipenderà dalla specie in esame. Nella
Tabella 11.1 sono indicate le probabilità di aggregazioni di due specie diverse. Per
esempio, se X è il grado di aggregazione della prima specie, avremo che p3 =
P ({X = 3}) = 0.0234.

Supponiamo di calcolare la probabilità di avere almeno 8 gruppi per entrambe
le specie. Chiamando X il grado di aggregazione della prima specie e Y il grado
di aggregazione della seconda specie, otteniamo dalla regola di calcolo

P ({X ≥ 8}) =
∑

xk≥8 pk = 0.1662 + 0.2104 + 0.2597 = 0.6363,

P ({Y ≥ 8}) =
∑

yk≥8 pk = 0.0627 + 0.1493 + 0.3351 = 0.5471.

11.2.2 Valore atteso e varianza di variabili aleatorie

Introduciamo due nuovi parametri che saranno i cardini nello sviluppo della teoria.

Definizione 11.4 (Valore atteso) Il valore atteso di una v.a. X si indica con
E(X) ed è il numero dato da

E(X) = x1px1 + x2px2 + x3px3 + . . .
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Aggregazione Specie 1 Specie 2
1 0. 0026 0. 0058
2 0. 0104 0. 0013
3 0. 0234 0. 0164
4 0. 0416 0. 0974
5 0. 0649 0. 1536
6 0. 0935 0. 1158
7 0. 1273 0. 0626
8 0. 1662 0. 0627
9 0. 2104 0. 1493
10 0. 2597 0. 3351

Totale 1 1

Tabella 11.1 Probabilità dei vari gradi di associazione per le due specie in esame
(dall’Esempio 11.11, si veda la distribuzione nella Figura 11.6).
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Figura 11.6 Distribuzione di probabilità del grado di associazione per le due specie
dell’Esempio 11.11 (i dati sono nella Tabella 11.1).

se X è una v.a. discreta5, e da

E(X) =
∫ ∞

−∞
x fX(x) dx

se X è una v.a. continua6 con valori a < x < b.

Da qui in poi assumeremo che le variabili aleatorie considerate abbiano valore
atteso finito.

Problema 11.1 Sia X la variabile casuale discreta e finita che identifica il risultato
del lancio di un dado. Quanto vale E(X)? E se il dado è truccato (si veda
l’Esempio 11.10)?

Soluzione. Nel caso di un lancio non truccato, abbiamo, come nell’Esempio 11.6:

5Perché questa scrittura abbia senso occorre che o X assuma un numero finito di valori o che∑ |xi|pxi < +∞.
6Perché questa scrittura abbia senso occorre che

∫
R |x|fX(x) < +∞.
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1. i valori che il dado può assumere sono i numeri interi tra 1 e 6 e quindi

x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3, x4 = 4, x5 = 5, x6 = 6;

2. la probabilità che X assuma ogni valore intero tra 1 e 6 è 1/6 e quindi

p1 = 1/6, p2 = 1/6, p3 = 1/6, p4 = 1/6, p5 = 1/6, p6 = 1/6.

Il valore atteso di X è quindi

E(X) =
∑

i

xipxi

= x1px1 + x2px2 + x3px3 + x4px4 + x5px5 + x6px6

= x1
1

6
+ x2

1

6
+ x3

1

6
+ x4

1

6
+ x5

1

6
+ x6

1

6

=
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6

6

=
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6

6

= 3.5.

Nel caso del dado truccato dell’Esempio 11.10, abbiamo:

1. i valori che il dado può assumere sono i numeri interi tra 1 e 6 e quindi

x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3, x4 = 4, x5 = 5, x6 = 6;

2. la probabilità che X assuma ogni valore intero tra 1 e 6 è

p1 = 1/7, p2 = 1/7, p3 = 1/7, p4 = 1/7, p5 = 1/7, p6 = 1/7.

Il valore atteso di X è quindi, in questo caso,

E(X) =
∑

i

xipxi

= x1px1 + x2px2 + x3px3 + x4px4 + x5px5 + x6px6

= x1
1

7
+ x2

1

7
+ x3

1

7
+ x4

1

7
+ x5

1

7
+ x6

2

7

=
1

7
+

2

7
+

3

7
+

4

7
+

5

7
+

12

7

=
27

7
≈ 3.857.

Osservazione 11.3

• Ogni volta che abbiamo una variabile aleatoria discreta e finita distribuita
uniformemente tra i suoi N risultati x1,x2, . . . ,xN (ossia px1 = px2 = . . . =
pxN ), allora

E(X) =
x1 + x2 + · · ·+ xN

N
,

ossia il valore atteso coincide con la media aritmetica dei possibili risultati. Il
valore atteso del dado non truccato ha questa proprietà.
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• In generale, il valore atteso è una media “pesata” (in cui cioè vengono valutati
di più i risultati con probabilità maggiore, come nel valore atteso del dado
truccato). Per questo motivo il valore atteso viene anche detto media pesata
della v.a. X.

• Valore atteso non vuol dire che mi aspetto che esca quel valore: il valore atteso
del risultato del dado è 3.5, ma nessun lancio di dado darà mai 3.5!

Prendiamo ora la v.a. X dell’Esempio 11.7 (uniforme tra 0 e 1). Abbiamo il
seguente risultato.

Proposizione 11.3 Sia X v.a. uniforme in (0,1). Se g : (0,1) → (a,b) è una
funzione crescente, derivabile e invertibile, abbiamo che Y = g(X) è una v.a. con
valori in (a,b).

i) Se indichiamo con h = g−1, Y ha densità

fY (y) = h′(y).

ii) Per il calcolo di E(Y ) = E(g(X)) possiamo utilizzare la formula

E(g(X)) =
∫ 1

0

g(x) dx.

Dimostrazione. Per ogni a < c < d < b, abbiamo che

P ({Y ∈ (c,d)}) = P ({X ∈ (h(c),h(d))}) =

∫ h(d)

h(c)

fX(x) dx.

Operando il cambiamento di variabile y = g(x),
∫ h(d)

h(c)

fX(x) dx =

∫ d

c

h′(y) dy,

da cui la i).

Conoscendo la densità fY (y) di Y = g(X), calcoliamo

E(Y ) =

∫ b

a

y fY (y) dy =

∫ b

a

y h′(y) dy.

Operando il cambiamento di variabile x = h(y), otteniamo la ii)
∫ b

a

y h′(y) =

∫ 1

0

g(x) dx =

∫ 1

0

g(x) fX(x) dx =

∫ 1

0

g(x) dx.

Il secondo risultato appena ottenuto può essere esteso a qualunque funzione g.

Teorema 11.1 (Valore atteso di g(X)) Data una funzione g, il valore atteso
di Y = g(X), se è definito, si può calcolare

E(g(X)) = g(x1)px1 + g(x2)px2 + g(x3)px3 + . . .



20 Capitolo 11

nel caso discreto,

E(g(X)) =
∫ ∞

−∞
g(x) fX(x) dx

nel caso continuo.

Dimostrazione. Presentiamo la dimostrazione per il caso discreto. Abbiamo che

E(Y ) =
∑

i

yip
Y
yi

=
∑

i

yi

∑

k:g(xk)=yi

pX
xk

=
∑

i,k:g(xk)=yi

g(xk)pX
xk

=
∑

j

g(xj)p
X
xj

dove si osserva che l’uguaglianza centrale è possibile in quanto
∑ |yi|pY

yi
< +∞.

Corollario 11.2 (Proprietà elementari del valore atteso) Per tutte le v.a.
X e per qualunque numero reale c

1. E(X + c) = E(X) + c;

2. E(cX) = cE(X).

Dimostrazione. Presentiamo la dimostrazione per il caso discreto. Per il teorema
del valore atteso di g(x),

1. E(X + c) =
∑

k(xk + c)pk =
∑

k

xkpk

︸ ︷︷ ︸
=E(X)

+
∑

k cpk = E(X) + c
∑

k

pk

︸ ︷︷ ︸
=1

= E(X) + c;

2. E(cX) =
∑

k(cxk)pk = c
∑

k

xkpk

︸ ︷︷ ︸
=E(X)

= cE(X).

La dimostrazione è analoga nel caso X v.a. continua.

Consideriamo la funzione g “quadrato della distanza di un valore dal valore atteso
di X”, ossia g(x) = (x−E(X))2. Il valore atteso di questa funzione si dice varianza
della v.a. X.

Definizione 11.5 (Varianza) La varianza di una v.a. X si indica con Var(X)
ed è data da

Var(X) = E((X − E(X))2).

Nel seguito, salvo avviso contrario, supporremo che le variabili aleatorie considerate
abbiano varianza finita.

Proposizione 11.4 (Formula della varianza) La varianza si può anche calcolare
come

Var(X) = E(X2)− (E(X))
2
.
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Dimostrazione. Abbiamo che, nel caso discreto,

V ar(X) = E((X − E(X))2) = E(X2 − 2XE(X) + E(X)2)

=
∑

k

(x2
k − 2xkE(X) + E(X)2)pX

k

=
∑

k

x2
kpX

k

︸ ︷︷ ︸
=E(X2)

−2E(X)
∑

k

xkpX
k

︸ ︷︷ ︸
=E(X)

+E(X)2
∑

k

pX
k

︸ ︷︷ ︸
=1

= E(X2)− 2(E(X))
2

+ (E(X))
2

= E(X2)− (E(X))
2
.

La dimostrazione è analoga nel caso X v.a. continua.

Teorema 11.2 (Proprietà elementari della varianza) Valgono le seguenti
relazioni per tutte le v.a. X e per qualunque numero reale c

1. Var(X + c) = Var(X);

2. Var(cX) = c2Var(X).

Dimostrazione. Usando la formula della varianza, abbiamo che

1. Var(X + c) = (E(X2 + 2cX + c2)) − (E(X) + c)
2

= (E(X2) + 2cE(X) + c2) −
(E(X)2 + 2cE(X) + c2) = E(X2)− E(X)2 = Var(X).

2. Var(cX) = E((cX)2)−(E(cX))
2

= E(c2X2)−(cE(X))
2

= c2E(X2)−c2(E(X))
2

=

c2(E(X2)− E(X)2) = c2Var(X).

Si noti l’uso del Teorema del valore atteso di g(X) = X2 + 2cX + c2 in 1.

Osservazione 11.4 La varianza è una misura del grado di “incertezza” del fenomeno.
Varianza nulla implica che non c’è nessuna variazione nei risultati, ossia nessuna
casualità. Infatti

0 = V ar(X) =
∑

k

(xk − E(X))2 pxk

︸ ︷︷ ︸
somma di termini non negativi

e quindi la varianza, essendo somma di termini non negativi, è uguale a 0 solo
se tutti i termini sono uguali a 0. Ma questo significa che xk = E(X) per ogni
k, ossia X è costante (non c’è casualità). La varianza misura quanto è dispersa
(distante) la distribuzione intorno al valore atteso (dal valore atteso).

11.2.3 La probabilità condizionata e il Teorema di Bayes

Un nostro amico lancia due dadi e ne tiene nascosto il risultato. Ci invita a
scommettere sul numero che è uscito nel primo dado. Chiaramente, qualora
scommettessimo su un qualunque risultato tra 1 e 6, avremmo 1/6 di probabilità
di indovinare. Chiediamo un aiuto e ci viene detto che la somma dei due dadi è
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4. Se scommettessimo sull’1, quale probabilità avremmo di indovinare? Vediamo
di capire come questo problema può essere risolto e generalizzato: come si calcola
la probabilità di un evento qualora sia noto che un altro evento è accaduto?

La v.a. X è il punteggio nel lancio di due dadi. I risultati sono le 36 possibili
coppie di risultati

x1 = (1,1) x2 = (2,1) x3 = (3,1) x4 = (4,1) x5 = (5,1) x6 = (6,1)
x7 = (1,2) x8 = (2,2) x9 = (3,2) x10 = (4,2) x11 = (5,2) x12 = (6,2)
x13 = (1,3) x14 = (2,3) x15 = (3,3) x16 = (4,3) x17 = (5,3) x18 = (6,3)
x19 = (1,4) x20 = (2,4) x21 = (3,4) x22 = (4,4) x23 = (5,4) x24 = (6,4)
x25 = (1,5) x26 = (2,5) x27 = (3,5) x28 = (4,5) x29 = (5,5) x30 = (6,5)
x31 = (1,6) x32 = (2,6) x33 = (3,6) x34 = (4,6) x35 = (5,6) x36 = (6,6)

e, poiché sono tutti equiprobabili,

px1 = px2 = . . . = px36 = 1/36.

Gli eventi che ci interessano sono
A = {il primo dado è 1}

= {X ∈ {x1,x7,x13,x19,x25,x31}}

B = {la somma dei dadi è 4}
= {X ∈ {x3,x8,x13}}

Sapendo che B è accaduto (ossia che la somma dei dadi ha dato 4), puntando sull’1
noi di fatto stiamo scommettendo sul fatto che la coppia uscita sia x13 = (1,3).
Notiamo dunque che l’evento su cui stiamo scommettendo è quindi {X = x13} =
AB, mentre l’evento certo (poiché ci è stato detto cos̀ı) è {X ∈ {x3,x8,x13}}, ossia
B. Ora, P (AB) = 1/36, mentre P (B) = 3/36, per la regola generale del calcolo.
La probabilità della scommessa con aiuto sarà quindi

P ({X = x13 sapendo che X ∈ {x3,x8,x13}}) =
P ({X = x13})

P ({X ∈ {x3,x8,x13}})

=
1/36
3/36

=
1
3
.

Si noti che in queste circostanze avremmo avuto la stessa probabilità nella scommessa
con aiuto anche scommettendo sui valori 2 e 3 per il primo dado (i restanti valori
4, 5 e 6 sono automaticamente esclusi dall’aiuto).

In generale, si ha la seguente definizione.

Definizione 11.6 (Probabilità condizionata) Dati due eventi A e B con
P (B) > 0, la probabilità con cui avviene A sapendo che B si è verificato si dice
probabilità condizionata di A dato B; essa viene indicata con P (A|B) e si calcola
nel seguente modo

P (A|B) =
P (AB)
P (B)

.

Il fatto che P (B) > 0 è fondamentale nella Definizione 11.6, altrimenti avremmo
uno 0 al denominatore (e al numeratore, poiché AB ⊆ B implica P (AB) ≤ P (B) =
0). Ci troveremmo nell’indecisione di dover dire con quale probabilità accade un
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evento impossibile sapendo che ne è accaduto un’altro impossibile.
Se P (B) > 0, abbiamo che

P (AB) = P (A|B)P (B),

per ogni evento A. Tale formula è detta formula dell’intersezione. La formula si
estende a n eventi

P (A1A2 · · ·An) =
P (A1|A2A3 · · ·An)P (A2|A3 · · ·An) · · ·P (An−1|An)P (An)

sempre che sia verificato che P (A2A3 · · ·An) > 0.

Proposizione 11.5 (P (·|B) è una probabilità) Sia B un evento fissato con
P (B) > 0. La funzione P̃ che associa a ogni evento A il numero P̃ (A) = P (A|B)
è una probabilità. Valgono quindi tutte le relazioni della Proposizione 11.2 e in
particolare P̃ (A) = 1− P̃ (A), ovvero

P (A|B) = 1− P (A|B).

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che P̃ soddisfa i 3 assiomi della probabilità.

1. P (A|B) è realmente un numero tra 0 e 1 poiché P (AB) ≤ P (B) in quanto AB ⊆ B,

e P (AB) ≥ 0 poiché P è una probabilità. Quindi P̃ (A) ≥ 0.

2. Basta notare che SB = B e quindi

P (S|B) =
P (SB)

P (B)
=

P (B)

P (B)
= 1,

ossia P̃ (S) = 1.

3. Per le proprietà commutative e associative dell’intersezione,

(A1B)(A2B) = ((A1B)A2)B = (A1(BA2))B = (A1(A2B))B = (A1A2)(BB).

Se A1 e A2 sono mutuamente esclusivi anche (A1B) e (A2B) lo sono. Per l’Assioma 11.2.3,

P ((A1B) + (A2B)) = P (A1B) + P (A2B).

Abbiamo che

P (A1 + A2|B) =
P ((A1 + A2)B)

P (B)

Proprietà distributiva =
P ((A1B) + (A2B))

P (B)

=
P (A1B) + P (A2B)

P (B)

=
P (A1B)

P (B)
+

P (A2B)

P (B)

= P (A1|B) + P (A2|B),

ossia se A1A2 = ∅, P̃ (A1 + A2) = P̃ (A1) + P̃ (A2).

Teorema 11.3 (Teorema della probabilità totale) Siano dati n eventi
B1,B2, . . . ,Bn tali che
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• B1,B2, . . . ,Bn formano una partizione di S (ossia B1 + B2 + . . . + Bn = S e
BiBj = ∅ per ogni i 6= j);

• P (Bi) > 0 per ogni i.

Allora, per ogni evento A si ha che

P (A) = P (A|B1)P (B1) + P (A|B2)P (B2) + · · ·+ P (A|Bn)P (Bn).

Dimostrazione. Dalla Proposizione 11.2.4, abbiamo che

P (A) = P (AB1) + P (AB2) + · · ·+ P (ABn)

e quindi, per la formula dell’intersezione,

P (A) = P (A|B1)P (B1) + P (A|B2)P (B2) + · · ·+ P (A|Bn)P (Bn).

Corollario 11.3 (Regola della catena) Vale inoltre la formula

P (A|B) = P (A|CB)P (C|B) + P (A|CB)P (C|B)

sempre che P (CB) > 0 e P (CB) > 0.

Dimostrazione. Se sostituiamo A con AB e B con C nella Proposizione 11.2.3,
otteniamo l’identità (vera per ogni scelta di eventi A,B,C)

P (AB) = P (ABC) + P (ABC) = P (ACB) + P (ACB).

Usando la formula dell’intersezione con tre eventi otteniamo

P (A|B)P (B) = P (A|CB)P (C|B)P (B) + P (A|CB)P (C|B)P (B),

sempre che P (CB) > 0, P (CB) > 0 (vero per ipotesi) e P (B) > 0 (infatti P (B) =

P (CB)+P (CB)). Dividendo entrambi i membri per la quantità positiva P (B), otteniamo
la regola della catena.

Osservazione 11.5 Dalla definizione di probabilità condizionata, se P (A) > 0 e
P (B) > 0, otteniamo

P (AB) = P (A|B)P (B),
P (BA) = P (B|A)P (A).

Vale dunque l’uguaglianza, nota come formula di Bayes

P (B|A) =
P (A|B)P (B)

P (A)

che ci permette di trovare P (B|A) qualora noi conoscessimo P (A|B), P (B) e P (A).

Questo risultato si può estendere a una partizione e ottenere il seguente teorema.

Teorema 11.4 (Teorema di Bayes) Siano dati n eventi B1,B2, . . . ,Bn tali che

• B1,B2, . . . ,Bn formano una partizione di S (ossia B1 + B2 + . . . + Bn = S e
BiBj = ∅ per ogni i 6= j);

• P (Bi) > 0 per ogni i.
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Allora, per ogni evento A tale che P (A) > 0 si ha

P (Bk|A) =
P (A|Bk)P (Bk)

P (A|B1)P (B1) + P (A|B2)P (B2) + · · ·+ P (A|Bn)P (Bn)
.

Dimostrazione. Utilizzando il Teorema della probabilità totale, sappiamo che

P (A) = P (A|B1)P (B1) + P (A|B2)P (B2) + · · ·+ P (A|Bn)P (Bn).

Ora, dall’osservazione precedente,

P (Bk|A) =
P (A|Bk)P (Bk)

P (A)
,

dove ogni termine è definito poiché per ipotesi P (A) > 0 e P (Bk) > 0. Sostituendo P (A)
appena calcolato otteniamo

P (Bk|A) =
P (A|Bk)P (Bk)

P (A|B1)P (B1) + P (A|B2)P (B2) + · · ·+ P (A|Bn)P (Bn)

che è proprio la tesi.

Problema 11.2 Una malattia colpisce la popolazione di una determinata città,
popolazione in cui i soggetti a rischio sono il 15%. Si sa che il tasso di incidenza
sulla popolazione a rischio è 0.1 mentre il tasso di incidenza sulla popolazione non
a rischio è 0.005.

1. Calcolare la frequenza della malattia nella popolazione, ossia la probabilità
che un individuo scelto a caso abbia tale malattia.

2. Tra tutti i malati, qual è la frequenza dei soggetti a rischio? (ossia si chiede
di trovare la legge della variabile “soggetto a rischio” condizionata all’evento
“persona malata”.)

3. E tra i sani?

Un primo test medico viene introdotto per accertarsi della presenza della malattia
prima dei sintomi. Si sa che il test risulta positivo sui malati (sia che siano a
rischio che no) con frequenza 0.99, mentre risulta positivo sui sani (sia che siano
a rischio che no) con frequenza 0.05.

4. Tra tutti i positivi al test, qual è la frequenza dei malati?

5. E tra i negativi?

6. Discutere perché ha “senso” fare il test solo sulla popolazione a rischio.

Soluzione. Ci troviamo di fronte a 3 fenomeni dicotomici (persona a rischio/non
a rischio, persona malata/sana, test positivo/negativo) di cui vogliamo studiarne le
relazioni.

Chiamiamo:

• X la v.a. legata alla v.a. persona a rischio/non a rischio

A = {X = 1} = persona a rischio;
A = {X = 0} = persona non a rischio.
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• Y la v.a. legata alla v.a. persona malata/sana

B = {Y = 1} = persona malata;
B = {Y = 0} = persona sana.

• Z la v.a. legata alla v.a. test positivo/negativo

C = {Z = 1} = persona con test positivo;
C = {Z = 0} = persona con test negativo.

Dai dati a disposizione abbiamo che:

• i soggetti a rischio sono il 15%, ossia

P (A) = 0.15

• tasso di incidenza della malattia sulla popolazione a rischio è 0.1 (cioè la probabilità
di trovare una persona malata qualora guardiamo solamente la popolazione a rischio
è 0.1), ossia

P (B|A) = 0.1

• tasso di incidenza della malattia sulla popolazione non a rischio è 0. 005 (cioè la
probabilità di trovare una persona malata qualora guardiamo solamente la popolazione
non a rischio è 0. 005), ossia

P (B|A) = 0.005

• la positività del test sui malati (sia che siano a rischio che no) è 0. 99, ossia

P (C|AB) = 0.99

P (C|AB) = 0.99

• la positività del test sui sani (sia che siano a rischio che no) è 0. 05, ossia

P (C|AB) = 0.05

P (C|AB) = 0.05

Possiamo quindi calcolare:

1. la frequenza della malattia: P (B).
Dal Teorema della probabilità totale otteniamo

P (B) = P (B|A)P (A) + P (B|A)P (A).

L’unico dato che ci manca è P (A) che si ricava facilmente

P (A) = 1− P (A) = 0.85

Abbiamo quindi che

P (B) = 0.1 · 0.15 + 0.005 · 0.85 = 0.01925

ossia l’incidenza della malattia sulla popolazione è poco meno del 2%.

2. La frequenza dei soggetti a rischio tra i malati: P (A|B).
Dalla formula di Bayes

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B|A)P (A) + P (B|A)P (A)

e quindi sostituendo

P (A|B) =
0.1 · 0.15

0.1 · 0.15 + 0.005 · 0.85
≈ 0.78,

cioè tra i malati più di tre quarti delle persone sono soggetti a rischio.
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3. La frequenza dei soggetti a rischio tra i sani: P (A|B).
Dalla formula di Bayes

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B|A)P (A) + P (B|A)P (A)

I dati che ci mancano sono P (B|A) e P (B|A) che si ricavano dalla Proposizione 11.5

P (B|A) = 1− P (B|A) = 0.9

P (B|A) = 1− P (B|A) = 0.995

Abbiamo quindi che

P (A|B) =
0. 9 · 0. 15

0. 9 · 0. 15 + 0. 995 · 0. 85
≈ 0. 14

ossia tra i sani meno del 15% delle persone sono soggetti a rischio.

4. La frequenza dei malati tra i positivi al test: P (B|C).
Dalla formula di Bayes

P (B|C) =
P (C|B)P (B)

P (C|B)P (B) + P (C|B)P (B)
.

I dati che ci mancano sono P (C|B), P (C|B) e P (B). I primi due si ricavano dalla
regola della catena

P (C|B) = P (C|AB)P (A|B) + P (C|AB)P (A|B)

= 0.99 · (P (A|B) + P (A|B))
Proposizione 11.5 = 0.99 · (P (A|B) + (1− P (A|B)))

= 0.99

P (C|B) = P (C|AB)P (A|B) + P (C|AB)P (A|B)

= 0.05 · P (A|B) + 0.05P (A|B)
Proposizione 11.5 = 0.05 · (P (A|B) + (1− P (A|B)))

= 0.05

P (B) si ricava facilmente

P (B) = 1− P (B) = 1− 0.01925 = 0.98075

Abbiamo quindi trovato i dati mancanti. Sostituendo

P (B|C) =
0.99 · 0.01925

0.99 · 0.01925 + 0.05 · 0.98075
=

0.0190575

0.068095
≈ 0.28,

ossia tra i positivi al test meno del 30% sono malati. Questo è dovuto alla bassa
frequenza della malattia nella popolazione (e quindi comporta che i falsi positivi
siano molti rispetto ai malati positivi, poiché i malati sono pochi).

5. La frequenza dei malati tra i negativi al test: P (B|C).
Dalla formula di Bayes

P (B|C) =
P (C|B)P (B)

P (C|B)P (B) + P (C|B)P (B)
.

Ora, P (C|B) = 1− P (C|B) = 0.01 e P (C|B) = 1− P (C|B) = 0.95. Sostituendo

P (B|C) =
0.01 · 0.01925

0.01 · 0.01925 + 0.95 · 0.98075
≈ 0.0002,

ossia tra i negativi al test meno di 3 su 10 000 sono malati.
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6. Facciamo il test solo sulla popolazione a rischio. Guardiamo quanti sono i falsi
positivi. Stiamo cioè cercando P (B|CA). Per la definizione di probabilità condizionata

P (B|CA) =
P (BCA)

P (CA)

Formula di intersezione (3 eventi) =
P (C|BA)P (B|A)P (A)

P (CA)
.

Dobbiamo calcolare P (CA).

P (CA) = P (CAB) + P (CAB)
Intersezione di 3 eventi = P (C|AB)P (B|A)P (A) + P (C|AB)P (B|A)P (A)

= 0.99 · 0.1 · 0.15 + 0.05 · (1− P (B|A)) · 0.15
= 0.99 · 0.1 · 0.15 + 0.05 · 0.9 · 0.15
= 0.0216.

Abbiamo quindi

P (B|CA) =
0.99 · 0.1 · 0.15

0.0216
=

0.01485

0.0216
≈ 0.6875

ossia quasi il 70%. Riassumendo: se facciamo il test su tutta la popolazione, abbiamo
meno del 30% di veri positivi (è la quantità P (B|C)). Se lo facciamo solo sulla
popolazione a rischio, i veri positivi sono quasi il 70%. Un soggetto non a rischio si
sottopone al test e risulta positivo. Qual è la probabilità che sia malato? Dobbiamo
calcolare P (B|CA). Per la definizione di probabilità condizionata e per la formula
di intersezione (3 eventi)

P (B|CA) =
P (BCA)

P (CA)

=
P (C|BA)P (B|A)P (A)

P (CA)
.

Dobbiamo calcolare P (CA). Sfruttando sempre la formula di intersezione (3 eventi)

P (CA) = P (CAB) + P (CAB)

= P (C|AB)P (B|A)P (A) + P (C|AB)P (B|A)P (A)

= 0.99 · 0.005 · 0.85 + 0.05 · (1− P (B|A)) · 0.85
= 0.99 · 0.005 · 0.85 + 0.05 · 0.995 · 0.85
= 0.046495

Abbiamo quindi

P (B|CA) =
0.99 · 0.005 · 0.85

0.046495
=

0.0042075

0.046495
≈ 0.09

ossia la probabilità che un individuo non soggetto a rischio e positivo sia in effetti

malato è inferiore al 10%. È quindi “inutile” fare test sulle persone non a rischio.

11.2.4 Dipendenza e indipendenza di variabili aleatorie

Come vedremo il concetto di dipendenza e indipendenza di variabili aleatorie
risulterà meno intuitivo di quanto ci si potrebbe aspettare. Cominciamo definendo
l’indipendenza di due eventi.
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Definizione 11.7 (Indipendenza di 2 eventi) Due eventi A e B si dicono indipendenti
se

P (AB) = P (A)P (B).

Osservazione 11.6 Notiamo che se P (A) = 0, allora anche P (AB) = 0 (per la
Proposizione 11.2.7) e quindi ogni evento che ha probabilità nulla è indipendente
da ogni altro evento.

Proposizione 11.6 Se A e B sono eventi indipendenti, allora sono indipendenti
anche

1. A e B,

2. A e BB

3. A e (B + B).

Dimostrazione.

1. Per la Proposizione 11.2.3 abbiamo che P (AB) = P (A)− P (AB) e quindi

P (AB) = P (A)− P (AB) = P (A)− P (A)P (B) = P (A)(1− P (B)) = P (A)P (B).

2. A e BB (quest’ultimo ha probabilità 0 essendo l’insieme vuoto) sono indipendenti
per quanto detto nell’Osservazione 11.6.

3. Poiché A e BB sono indipendenti per il punto 2, anche A e (BB) lo sono per il

punto 1. Per la Legge di de Morgan, (BB) = B +(B) = B +B e quindi A e (B +B)
sono indipendenti.

Consideriamo ora solo il caso in cui P (B) > 0 e P (B) > 0. Cosa vorrà dire che
A e B sono indipendenti? Meglio, il sapere che B è accaduto cosa cambia sulla
probabilità che accada A? E se conoscessi che B non è accaduto ? E se non
conoscessi nulla di B ?

Teorema 11.5 Due eventi A e B sono indipendenti se e solo se la probabilità con
cui accade A, sapendo qualsiasi cosa legata all’evento B (che è accaduto, che non
è accaduto, o non sapendo nulla), non varia e rimane quindi la probabilità P (A)
di A.

Dimostrazione. Se la probabilità P (A|B) con cui accade A sapendo che è accaduto
B è ancora P (A) i due eventi sono sicuramente indipendenti. Infatti

P (AB) = P (A|B)P (B) = P (A)P (B).

Viceversa, supponiamo gli eventi indipendenti e calcoliamo P (A|B), P (A|B) e

P (A|(B + B)). Abbiamo che

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
=

P (A) P (B)

P (B)
= P (A).

Analogamente, poiché per la Proposizione 11.6 gli eventi A e B (e A e (B + B)) sono

indipendenti, abbiamo che P (A|B) = P (A) e P (A|(B + B)) = P (A).
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Chiaramente lo stesso discorso potrebbe essere fatto scambiando A e B, ottenendo
quindi che 2 eventi sono indipendenti se e solo se la probabilità con cui accade
ciascuno di essi, sapendo qualsiasi cosa dell’altro, non varia.

Come estendiamo la definizione al caso di tre o più eventi? Se abbiamo tre
eventi A1,A2,A3, sapere che tutte le coppie di eventi sono tra loro indipendenti
(ossia P (A1A2) = P (A1)P (A2), P (A2A3) = P (A2)P (A3), P (A1A3) = P (A1)P (A3))
non basta a garantire che la probabilità con cui accade il terzo, sapendo che i primi
due sono accaduti, non cambia. L’indipendenza delle coppie non sarà quindi la
definizione di indipendenza per 3 o più eventi.

Esempio 11.12 (Dado a quattro facce) Prendiamo un dado a 4 facce (una
piramide), numeriamo le facce e consideriamo i seguenti eventi: A1 = {esce la
faccia 1 o la faccia 2}, A2 = {esce la faccia 1 o la faccia 3}, A3 = {esce la faccia 2
o la faccia 3}. Allora è chiaro che P (A1) = P (A2) = P (A3) = 1/2 (ho due risultati
favorevoli su 4 possibili equiprobabili in ciascun evento). Le coppie di eventi sono
indipendenti. Infatti, presi A1 e A2 abbiamo che A1A2 = {esce la faccia 1} e
quindi P (A1A2) = 1/4. Poiché

P (A1A2) =
1
4

=
1
2
· 1
2

= P (A1)P (A2),

i due eventi A1 e A2 sono indipendenti. Lo stesso discorso può essere fatto per le
altre coppie, e cos̀ı dimostrare che le coppie di eventi sono indipendenti. Se noi
sappiamo che è capitato A1 e A2, sappiamo che è uscita certamente la faccia 1 e
quindi la probabilità di A3 è nulla. Abbiamo cioè che

0 = P (A3|A1A2) 6= P (A3) = 1/2,

ossia la probabilità con cui accade A3, sapendo che A1 e A2 sono accaduti, cambia.
Questo corrisponde al fatto che

0 = P (A3A1A2) 6= P (A3)P (A1)P (A2) = 1/8.

Inoltre anche sapere che P (A1A2A3) = P (A1)P (A2)P (A3) non basta a garantire
che la probabilità con cui accade il terzo, sapendo che il primo è accaduto e non
sapendo nulla del secondo, non cambia. Che la probabilità dell’intersezione di tutti
gli eventi si fattorizza nel prodotto delle probabilità non sarà quindi la definizione
di indipendenza per 3 o più eventi.

Esempio 11.13 (Estrazione da un urna) Estraiamo a caso da un’urna un
numero tra 1 e 8 (i numeri sono equiprobabili). Consideriamo i seguenti eventi:
A1 = {estraggo un numero tra 1,2,3,4}, A2 = {estraggo un numero tra 1,2,3,5},
A3 = {estraggo un numero tra 1,6,7,8}. Allora è chiaro che P (A1) = P (A2) =
P (A3) = 1/2 (ho 4 risultati favorevoli su 8 possibili equiprobabili in ciascun
evento). Inoltre

A1A2A3 = {estraggo il numero 1} ,

e quindi P (A1A2A3) = P (A1)P (A2)P (A3). Ma se so che A3 è accaduto (e non so
nulla di A2), la probabilità di A1 cambia. Infatti

A1A3 = {estraggo il numero 1},
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e quindi

P (A3|A1) =
P (A1A3)
P (A3)

=
1
8

1
2

=
1
4
6= 1

2
= P (A3).

Tenuto quindi conto delle precedenti osservazioni, diamo la seguente definizione.

Definizione 11.8 (Indipendenza di n eventi) Gli eventi A1,A2, . . . ,An si dicono
indipendenti se per ogni scelta di k indici (k ≤ n) distinti i1,i2, . . . ,ik vale che

P (Ai1Ai2 · · ·Aik−1Aik
) = P (Ai1)P (Ai2) · · ·P (Aik−1)P (Aik

).

La definizione appena data significa che debbono valere tutte le relazioni

P (AiAj) = P (Ai)P (Aj) ∀ i 6= j (k = 2)
P (AiAjAk) = P (Ai)P (Aj)P (Ak) ∀ i 6= j 6= k (k = 3)

...
P (A1A2A3 · · ·An) = P (A1)P (A2)P (A3) · · ·P (An) (k = n)

Per induzione, si dimostra l’analogo della Proposizione 11.6.

Proposizione 11.7 Se A1,A2, . . . ,An sono eventi indipendenti, lo sono anche
B1,B2, . . . ,Bn dove Bi può essere scelto tra Ai, Ai, S e ∅.

Dimostrazione. Dimostriamo il risultato partendo da un’induzione su k (numero
degli insiemi la cui intersezione si fattorizza).

Vero per k = 1.

È ovvio che P (Bi1) = P (Bi1) per ogni scelta di i1 e di Bi1 tra Ai1 , Ai1 , S e ∅.

Vero per k − 1 ⇒ vero per k.
Dobbiamo mostrare che, per ogni scelta di k indici (k ≤ n) distinti i1,i2, . . . ,ik, vale
che

P (Bi1Bi2 · · ·Bik−1Bik ) = P (Bi1)P (Bi2) · · ·P (Bik−1)P (Bik ).

Se qualche Bil = S, è vero. Infatti, prendendo ad esempio Bik = S, abbiamo che

P (Bi1Bi2 · · ·Bik−1Bik ) = P (Bi1Bi2 · · ·Bik−1S)

= P (Bi1Bi2 · · ·Bik−1)
per ipotesi di induzione = P (Bi1)P (Bi2) · · ·P (Bik−1)

= P (Bi1)P (Bi2) · · ·P (Bik−1) P (S)︸ ︷︷ ︸
=1

= P (Bi1)P (Bi2) · · ·P (Bik−1)P (Bik ).

Se qualche Bil = ∅, è vero. Infatti, supponiamo che sia Bik = ∅. Abbiamo che

P (Bi1Bi2 · · ·Bik−1Bik ) = P (Bi1Bi2 · · ·Bik−1∅)

= P (∅)
= 0
= P (Bi1)P (Bi2) · · ·P (Bik−1) P (∅)︸ ︷︷ ︸

=0

= P (Bi1)P (Bi2) · · ·P (Bik−1)P (Bik ).
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Dobbiamo quindi dimostrare che

P (Bi1Bi2 · · ·Bik−1Bik ) = P (Bi1)P (Bi2) · · ·P (Bik−1)P (Bik ),

dove la scelta di ogni Bil è tra Ail o Ail . Dimostriamolo per induzione sul numero

t degli eventi Bil dove abbiamo scelto Ail invece di Ail .

Vero per t = 0.

È l’ipotesi di indipendenza. Infatti se t = 0, non ho mai scelto Ail ma sempre
Ail . Abbiamo quindi

P (Bi1Bi2 · · ·Bik−1Bik ) = P (Ai1Ai2 · · ·Aik−1Aik )

= P (Ai1)P (Ai2) · · ·P (Aik−1)P (Aik )

= P (Bi1)P (Bi2) · · ·P (Bik−1)P (Bik ).

Vero per t− 1 ⇒ vero per t.
Supponiamo quindi che Bik = Aik . Abbiamo

P (Bi1Bi2 · · ·Bik−1Bik ) = P (Bi1Bi2 · · ·Bik−1︸ ︷︷ ︸
=A

Aik︸︷︷︸
=B

)

per la Proposizione 11.2.3 = P (A)− P (AB).

Ora, P (A) si fattorizza perché ha k − 1 eventi (ipotesi di induzione su k),

mentre P (AB) si fattorizza perché ha t−1 eventi Bil dove abbiamo scelto Ail .
Otteniamo quindi

P (A) = P (Bi1Bi2 · · ·Bik−1)

= P (Bi1)P (Bi2) · · ·P (Bik−1);

P (AB) = P (Bi1Bi2 · · ·Bik−1Aik )

= P (Bi1)P (Bi2) · · ·P (Bik−1)P (Aik ).

ossia

P (A)− P (AB) = P (Bi1)P (Bi2) · · ·P (Bik−1)(1− P (Aik ))

= P (Bi1)P (Bi2) · · ·P (Bik−1)P (Aik ).

La tesi è quindi conseguenza delle relazioni trovate. Infatti

P (Bi1Bi2 · · ·Bik−1Bik ) = P (Bi1Bi2 · · ·Bik−1Aik )

= P (Bi1)P (Bi2) · · ·P (Bik−1)P (Aik )

= P (Bi1)P (Bi2) · · ·P (Bik−1)P (Bik ).

Con lo stesso metodo di dimostrazione del Teorema 11.5, se assumiamo le probabilità
degli eventi strettamente positive, si può provare il seguente teorema.

Teorema 11.6 Tre o più eventi sono indipendenti se e solo se la probabilità con
cui accade ciascuno di essi, sapendo qualsiasi cosa degli altri, non varia.

Osservazione 11.7 Abbiamo visto che gli eventi di una variabile aleatoria X
sono generati da eventi A del tipo A = {X ∈ I}, dove I è un intervallo di R.
Dire quindi che due v.a. X e Y sono indipendenti vuol dire che

• preso un generico intervallo I1 di R, sia A1 = {X ∈ I1},
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• preso un generico intervallo I2 di R, sia A2 = {Y ∈ I2},

• gli eventi A1 e A2 sono indipendenti, ossia

P ({X ∈ I1,Y ∈ I2}) = P (A1A2)
= P (A1)P (A2)
= P ({X1 ∈ I1})P ({X2 ∈ I2}).

In altre parole, l’equazione

P ({X1 ∈ I1,X2 ∈ I2}) = P ({X1 ∈ I1})P ({X2 ∈ I2})
deve valere per ogni scelta di I1 e I2.

Tenuto conto della precedente osservazione, diamo quindi la seguente definizione.

Definizione 11.9 (Indipendenza di variabili aleatorie) Date le v.a. X1,X2,
. . . , Xn esse si dicono indipendenti se per ogni scelta di intervalli I1,I2, . . . ,In
gli eventi {X1 ∈ I1},{X2 ∈ I2}, . . . ,{Xn ∈ In} sono indipendenti, ossia

P ({X1 ∈ I1,X2 ∈ I2, . . . ,Xn ∈ In})
= P ({X1 ∈ I1})P ({X2 ∈ I2}) · · ·P ({Xn ∈ In}).

11.2.5 Due o più variabili aleatorie: proprietà principali

Siano X e Y due variabili aleatorie discrete. L’insieme dei risultati di entrambe le
v.a. è l’insieme delle coppie (xi,yj), dove xi è un risultato di X e yj è un risultato
di Y .

Definizione 11.10 (Legge congiunta di v.a. discrete) Se X e Y sono discrete,
definiamo legge congiunta delle v.a. X e Y la distribuzione

p(X,Y )(xi,yj) = P ({X = xi,Y = yj}).

La legge pX
xk

di X viene detta legge di distribuzione marginale di X (analogo per
Y ).

Notiamo subito che se indichiamo con A = {X = xi} e B = {Y = yj},
P (AB) = p(X,Y )(xi,yj).

Se X e Y sono due variabili aleatorie continue, non è altrettanto semplice definire
un oggetto analogo alla legge congiunta p(X,Y )(xi,yj), in quanto P (A) = 0 per
ogni punto. Dovremo quindi definire la legge congiunta a partire da eventi del
tipo A = {x1 < X < x2} e B = {y1 < X < y2}.

Siano X e Y due variabili aleatorie continue. L’insieme dei risultati di entrambi
i fenomeni è l’insieme delle coppie (x,y), dove x è un risultato di X e y è un risultato
di Y .
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Definizione 11.11 (Legge congiunta di v.a. continue) Due variabili aleatorie
X e Y sono congiuntamente continue se esiste una funzione

f(X,Y ) : R× R→ R+ ∪ {0},
tale che

P ({x1 < X < x2,y1 < Y < y2}) =
∫ x2

x1

(
∫ y2

y1

f(X,Y )(x,y) dy) dx

=
∫ y2

y1

(
∫ x2

x1

f(X,Y )(x,y) dx) dy,

per ogni scelta di x1 < x2, y1 < y2. La funzione f(X,Y )(x,y) è detta densità
congiunta delle v.a. X e Y . Analogamente al caso discreto la densità fX di X
viene detta densità marginale di X (analogo per Y ).

A differenza delle v.a. discrete, la densità congiunta non esiste sempre. Per
esempio, poiché P ({X 6= X}) = 0 abbiamo che (X,X) si distribuisce solo sulla
diagonale. Si può quindi dimostrare che non c’è nessuna funzione f(X,X) tale che
valga P ({x1 < X < x2,y1 < X < y2}) =

∫ x2

x1
(
∫ y2

y1
f(X,X)(x,y) dy) dx per ogni

scelta di x1 < x2, y1 < y2.

Osservazione 11.8 Possiamo estendere le definizioni precedenti in modo naturale
al caso di più variabili aleatorie X1, . . . ,Xn, siano esse discrete o continue. Nel
seguito ci occuperemo prevalentemente del caso di due variabili aleatorie anche se
i risultati possono essere generalizzati al caso di n > 2 variabili aleatorie.

Proposizione 11.8 (Dalla legge congiunta alle leggi marginali) Siano X e
Y due v.a. discrete o congiuntamente continue. Abbiamo che

pX
x =

∑

j

p(X,Y )(x,yj), pY
y =

∑

i

p(X,Y )(xi,y),

fX(x) =
∫ ∞

−∞
f(X,Y )(x,y) dy fY (y) =

∫ ∞

−∞
f(X,Y )(x,y) dx,

ossia è sempre possibile trovare le leggi (o densità) marginali conoscendo la legge
(o densità) congiunta.

Dimostrazione. Dimostriamolo, per il caso discreto, nel caso che Y assuma N
valori y1,y2, . . . ,yN . Siano B1 = {Y = y1}, B2 = {Y = y2}, . . . , BN = {Y = yN} sia
A = {X = x}. Allora B1,B2, . . . ,BN formano una partizione di S e quindi

pX
x = P (A) =

∑
j

P (ABj) =
∑

j

p(X,Y )(x,yj).

Per il caso continuo, dobbiamo dimostrare che, se chiamiamo

g(x) =

∫ ∞

−∞
f(X,Y )(x,y) dy,

abbiamo che fX(x) = g(x), ossia che

P ({x1 < X < x2}) =

∫ x2

x1

g(x) dx
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per ogni scelta di x1 < x2. Questo è vero, poiché∫ x2

x1

g(x) dx =

∫ x2

x1

(
∫ ∞

−∞
f(X,Y )(x,y) dy) dx

= P ({x1 < X < x2,Y ∈ R})
= P ({x1 < X < x2} ∩ {Y ∈ R})
= P ({x1 < X < x2}).

Esempio 11.14 (Valore atteso somma di v.a.) Prendiamo due dadi e calcoliamo
il valore atteso della somma dei due. Se chiamiamo Y e Z il risultato di ciascun
dado e Z = X + Y la somma dei due, abbiamo:

1. la probabilità che X (e Y ) assumano ogni valore intero tra 1 e 6 è 1/6;

2. la probabilità che Z assuma uno degli 11 valori interi tra 2 e 12 è dato
nell’Esempio 11.8.

Abbiamo che

E(Z) =
12∑

i=2

ipZ
i = 2pZ

2 + 3pZ
3 + · · ·+ 12pZ

12 =
252
36

= 7.

Ora, se scomponiamo la somma secondo i risultati dei singoli dadi, la stessa somma
diventa

E(Z) = (1 + 1)p(X,Y )(1,1) (= 2pZ
2 )

+(1 + 2)p(X,Y )(1,2) + (2 + 1)p(X,Y )(2,1) (= 3pZ
3 )

+ · · ·+ ...
+(6 + 6)p(X,Y )(6,6) (= 12pZ

12)

Ogni coppia (k,j) di risultati dà un contributo alla somma pari a (k+j)p(X,Y )(k,j);
poiché tutti i termini danno contributo, riordinando, si ottiene

E(Z) = (1 + 1)p(X,Y )(1,1) + (1 + 2)p(X,Y )(1,2) + (1 + 3)p(X,Y )(1,3)

+ · · ·+ (6 + 4)p(X,Y )(6,4) + (6 + 5)p(X,Y )(6,5) + (6 + 6)p(X,Y )(6,6)

=
6∑

j=1

6∑

k=1

(k + j)p(X,Y )(k,j).

Abbiamo mostrato una proprietà vera in generale: se dobbiamo calcolare il valore
atteso della somma X + Y , possiamo calcolare il valore atteso della variabile Z =
X + Y nel modo classico

E(Z) =
∑

i

zip
Z
zi

conoscendo la legge pZ
zi

della somma oppure utilizzare la probabilità congiunta
p(X,Y )(k,j) con la formula

E(X + Y ) =
∑

j

∑

k

(xk + yj)p(X,Y )(xk,yj).
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Si può dimostrare di più: se abbiamo una qualsiasi funzione Z = g(X,Y ), possiamo
calcolare E(Z) nel modo classico

E(Z) =
∑

i

zip
Z
zi

conoscendo la legge pZ
zi

di Z = g(X,Y ), oppure utilizzare la probabilità (o densità)
congiunta.

Teorema 11.7 (Valore atteso di g(X,Y )) Data una funzione g, il valore atteso
di Z = g(X,Y ), se è definito, si può calcolare come

E(g(X,Y )) =
∑

i

∑

j

g(xi,yj)p(X,Y )(xi,yj)

nel caso discreto, e

E(g(X,Y )) =
∫ ∞

−∞
(

∫ ∞

−∞
g(x) f(X,Y )(x,y) dx) dy,

nel caso continuo.

Utilizziamo quest’ultima proprietà per calcolare il valore atteso della somma di
v.a.

Proposizione 11.9 (Valore atteso della somma) Siano X e Y due v.a. e sia
Z = X + Y la loro somma.

E(Z) = E(X + Y ) = E(X) + E(Y ),

ossia il valore atteso della somma è la somma dei valori attesi.

Dimostrazione. Dimostriamolo per il caso discreto.

E(Z) =
∑

j

∑

k

(xk + yj)p(X,Y )(xk,yj)

=
∑

j

∑
k xkp(X,Y )(xk,yj) +

∑
j

∑
k yjp(X,Y )(xk,yj)

=
∑

k

∑
j xkp(X,Y )(xk,yj) +

∑
j

∑
k yjp(X,Y )(xk,yj)

=
∑

k

xk

∑
j

p(X,Y )(xk,yj) +
∑

j

yj

∑

k

p(X,Y )(xk,yj)

l’ultima uguaglianza essendo vera poiché nel primo addendo xk non dipende da j (e
quindi lo si porta fuori) e cos̀ı pure yj non dipende da k (e quindi lo si porta fuori).
Ricordandoci che pX

x =
∑

j p(X,Y )(x,yj) e che pY
y =

∑
k p(X,Y )(xk,y),

E(Z) =
∑

k

xkpX
xk

︸ ︷︷ ︸
=E(X)

+
∑

j

yjp
Y
yj

︸ ︷︷ ︸
=E(Y )

= E(X) + E(Y ).

Proposizione 11.10 (Varianza della somma) Per ogni coppia di variabili
aleatorie X e Y ,

V ar(X + Y ) = V ar(X) + V ar(Y ) + 2(E(XY )− E(X)E(Y )).
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Dimostrazione. Calcoliamo la varianza di Z = X + Y . Abbiamo che

V ar(Z) = E(Z2)− (E(Z))
2

= E((X + Y )2)− (E(X + Y ))
2

= E(X2 + Y 2 + 2XY )− (E(X) + E(Y ))
2

= E(X2) + E(Y 2) + E(2XY )− ((E(X))
2

+ (E(Y ))
2

+ 2E(X)E(Y ))

= E(X2)− (E(X))
2

︸ ︷︷ ︸
V ar(X)

+ E(Y 2)− (E(Y ))
2

︸ ︷︷ ︸
V ar(Y )

+ E(2XY )︸ ︷︷ ︸
=2E(XY )

−2E(X)E(Y ).

Supponiamo quindi che i le due v.a. X e Y siano indipendenti (i risultati dell’uno
non ci dicono nulla sulla probabilità dei risultati dell’altro). Abbiamo che

Proposizione 11.11 (Dalle leggi marginali alla legge congiunta) Se X eY
sono indipendenti, allora

p(X,Y )(xi,yj) = pX
xi

pY
yj

, caso discreto,

f(X,Y )(x,y) = fX(x)fY (y) caso continuo,

ossia è possibile ricavare la legge (densità) congiunta conoscendo le leggi (densità)
marginali.

Dimostrazione. Basta osservare che

p(X,Y )(xi,yj) = P ({X = xi,Y = yj})
Per l’indipendenza = P ({X = xi})P ({Y = yj})

= pX
xi

pY
yj

,

e analogamente
∫ x2

x1

(
∫ y2

y1

f(X,Y )(x,y) dy) dx = P ({x1 < X < x2,y1 < Y < y2})

Per l’indipendenza = P ({x1 < X < x2})P ({y1 < Y < y2})
= (

∫ x2

x1

fX(x) dx)(
∫ y2

y1

fY (y) dy)

=

∫ x2

x1

(
∫ y2

y1

fX(x)fY (y) dy) dx,

ossia f(X,Y )(x,y) = fX(x)fY (y).

Corollario 11.4 (Criterio di indipendenza) Due variabili aleatorie X e Y sono
indipendenti se e solo se la legge (densità) congiunta è il prodotto delle leggi
(densità) marginali

p(X,Y )(xi,yj) = pX
xi

pY
yj

, caso discreto,

f(X,Y )(x,y) = fX(x)fY (y) caso continuo.

Dimostrazione. Una direzione della dimostrazione è la Proposizione 11.11. L’altra
direzione verrà mostrata nel caso continuo. Dobbiamo provare quindi che

P ({x1 < X < x2,y1 < Y < y2}) = P ({x1 < X < x2})P ({y1 < Y < y2})



38 Capitolo 11

per ogni scelta di x1 < x2, y1 < y2. Abbiamo che

P ({x1 < X < x2,y1 < Y < y2}) =

∫ x2

x1

(
∫ y2

y1

f(X,Y )(x,y) dy) dx

=

∫ x2

x1

(
∫ y2

y1

fX(x)fY (y) dy) dx

= (
∫ x2

x1

fX(x) dx)(
∫ y2

y1

fY (y) dy)

= P ({x1 < X < x2})P ({y1 < Y < y2}).

Proposizione 11.12 (Varianza della somma di variabili indipendenti)
Per ogni coppia di variabili aleatorie indipendenti X e Y ,

V ar(X + Y ) = V ar(X) + V ar(Y ).

Dimostrazione. Utilizzando la funzione g(X,Y ) = XY abbiamo che

E(XY ) =
∑

j

∑

k

xkyjp(X,Y )(xk,yj).

Poiché X e Y sono indipendenti, p(X,Y )(xk,yj) = pX
xk

pY
yj

e quindi

E(XY ) =
∑

j

∑
k xkyjp

X
xk

pY
yj

=
∑

j

∑
k(yjp

Y
yj

)(xkpX
xk

)

Notiamo, per concludere, che yjp
Y
yj

non dipende da k (e quindi lo si porta fuori dalla

somma)

E(XY ) =
∑

j

(yjp
Y
yj

)

︸ ︷︷ ︸
E(Y )

∑

k

(xkpX
xk

)

︸ ︷︷ ︸
E(X)

= E(Y )E(X).

Supponiamo ora di avere n osservazioni indipendenti dello stesso fenomeno (quindi
con stesso valore atteso e varianza).

Corollario 11.5 Siano X1, . . . ,Xn variabili aleatorie indipendenti tutte con valore
atteso µ e varianza σ2. Se indichiamo con Mn la media campionaria

Mn =
X1 + X2 + · · ·+ Xn

n
,

allora abbiamo che

E(Mn) = µ, V ar(Mn) =
σ2

n
.

Dimostrazione. Abbiamo appena mostrato che

E(X1 + X2 + · · ·+ Xn) = E(X1) + E(X2) + · · ·+ E(Xn)︸ ︷︷ ︸
n volte

= nµ
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e che (poiché le variabili sono indipendenti),

V ar(X1 + X2 + · · ·+ Xn) = V ar(X1) + V ar(X2) + · · ·+ V ar(Xn)︸ ︷︷ ︸
n volte

= nσ2.

Basta quindi ricordarsi che E(cX) = cE(X), e quindi

E(X1 + X2 + · · ·+ Xn

n
) =

E(X1 + X2 + · · ·+ Xn)

n
=

nµ

n

mentre V ar(cX) = c2V ar(X), e quindi

V ar(X1 + X2 + · · ·+ Xn

n
) =

V ar(X1 + X2 + · · ·+ Xn)

n2
=

nσ2

n2
=

σ2

n
.

Ricordiamo che
V ar(Mn) = E((Mn − E(Mn))2),

e che la possiamo considerare “la media pesata del quadrato della sua distanza dal
valore atteso”. Dal precedente risultato

V ar(Mn) =
V ar(X)

n
→

n→∞
0 (11.1)

abbiamo che questa “distanza” diminuisce all’aumentare di n. Poiché E(Mn) =
E(X) segue che la media campionaria “tende”, “si avvicina”, al valore atteso per
valori grandi di n.

Se eseguiamo un esperimento lanciando un dado n volte osserviamo che in
effetti la distribuzione di probabilità della media di n lanci si avvicina al valor
medio 3. 5 all’aumentare di n (si veda la Figura 11.7).
Vediamo questo concetto da un altro punto di vista.

Proposizione 11.13 (Disuguaglianza di Chebyshev) Sia X v.a. con valore
atteso µ e varianza σ2. Allora per ogni η > 0

P ({|X − µ| > η}) ≤ σ2

η2
.

Dimostrazione. Vediamolo nel caso continuo. Abbiamo che

σ2 =

∫ ∞

−∞
|x− µ|2fX(x) dx ≥

∫

|x−µ|≥η

|x− µ|2fX(x) dx

≥ η2

∫

|x−µ|≥η

fX(x) dx = η2P{|X − µ| ≥ η},

da cui si ricava il risultato.

In altre parole più la varianza di una variabile aleatoria X è piccola più è piccola
la probabilità che X assuma valori lontani dal suo valore atteso µ = E(X) (si veda
la Figura 11.8). Infatti, rileggendo la disuguaglianza di Chebyshev,

P ({ |X − µ| > η }︸ ︷︷ ︸
valori nelle code

) ≤ V ar(X)
η2

.
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Figura 11.7 La distanza tra la distribuzione Mn e E(X) = 3.5 diminuisce: il caso del
dado (n = 2,4,6,8).

Ritroviamo quindi in modo più preciso il concetto della varianza come misura del
grado di dispersione (o casualità) di una variabile aleatoria.

Dobbiamo inoltre introdurre in ambito probabilistico una differente nozione
di convergenza di una successione.

Definizione 11.12 (Convergenza in probabilità) Diciamo che una successio-
ne di v.a. X1, X2, . . ., Xn converge in probabilità alla v.a. X per n → ∞ se e
solo se per ogni η > 0 si ha

lim
n→∞

P ({|Xn −X| > η} = 0.

Possiamo finalmente enunciare il risultato fondamentale con la convergenza in
probabilità.

Teorema 11.8 (Legge dei Grandi Numeri) Sia Xn una successione di v.a.
indipendenti tutte con valore atteso µ e varianza σ2. Allora Mn converge in
probabilità a µ ossia per ogni η > 0

lim
n→∞

P ({|Mn − µ| > η} = 0.

Dimostrazione. Basta applicare la disuguaglianza di Chebyshev alla v.a. Mn di
media µ e varianza σ2/n. Avremo infatti

0 ≤ P ({|Mn − µ| > η} ≤ V ar(Mn)

η2
=

σ2

nη2
−→

n→∞
0.
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Figura 11.8 Le “code” sono quei valori per cui |X − µ| > η.

Dal teorema di compressione abbiamo la conclusione.

Osservazione 11.9 La relazione (11.1) implica quindi la convergenza in probabilità.
Infatti dire che V ar(Mn) → 0 significa dire che E((Mn−µ)2) → 0, dove µ = E(X);
ovverosia che la “distanza” tra Mn e µ, indotta dalla varianza, tende a zero.

Esercizi

Esercizio 11.1 Esiste una v.a. che assume i tre possibili risultati 1, 2 e 5 con probabilità
0. 3, 0. 2 e 0. 6 rispettivamente?

Esercizio 11.2 Per quali valori di c può esistere una v.a. discreta X che assume i tre
possibili risultati 1, 2 e 5 con probabilità c2, 1− c e 0. 21 rispettivamente? Per tali valori
di c, calcolare E(X) e V ar(X).

Esercizio 11.3 Dire tra le seguenti funzioni quali non possono essere densità di probabilità
di una variabile aleatoria continua X

(i) f(t) = 1, dove 0 < t < 2

(ii) f(t) = t/2, dove 0 < t < 2

(iii) f(t) = 2t/3, dove −1 < t < 2

(iv) f(t) = 2/(π(1 + t2)), dove 0 < t < +∞

(v) f(t) = et, dove 0 < t < 1,

(vi) f(t) = et/(e− 1), dove 0 < t < 1

(vii) f(t) = et, dove t < 0.

Per quelle che possono essere densità, calcolare P ({X > 1}).
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Esercizio 11.4 Trovare per quali valori di c la funzione fX : (1, +∞), definita

fX(t) = ce−5(t−1)

è una densità di probabilità di una variabile aleatoria continua X. Verificare quindi che
per ogni a > 0, la funzione

fX(t) = 5e−5(t−a), dove a < t < +∞
è una densità di probabilità. Per a = 1, trovare

P ({2 < X < 4}), P ({X > 2}), P ({X < 4}).
Per a > 0 generico, trovare

P ({2a < X < 4a}), E(3X + 2/5) e V ar(3X + 2).

Esercizio 11.5 Siano A e B due eventi con P (A) = 0.8 e P (B) = 0.5. Si calcoli

P((AB)), P (A + B), P (AB), P (A + B) e P (A|B)

nei seguenti casi

(i) P (AB) = 0.45.

(ii) P (A|B) = 0.6.

(iii) A e B sono eventi indipendenti.

È possibile che A e B siano mutuamente esclusivi? Perché?

Esercizio 11.6 Dati due eventi disgiunti A e B tali che p(A) > 0 e p(B) > 0 rispondere
alle seguenti domande

(i) A e B sono indipendenti ?

(ii) quanto valgono p(A + B|A) e p(A + B|B) ?

Esercizio 11.7 Un’azienda che produce microchips possiede tre impianti di fabbricazione
che producono rispettivamente il 50%, il 30% e il 20% dei prodotti. Si supponga che le
probabilità che un microchip proveniente da questi impianti sia difettoso siano rispettivamente
0.01%, 0.02%, 0.05%. Rispondere alle seguenti domande

(i) qual è la probabilità che un microchip selezionato casualmente tra quelli prodotti
sia difettoso ?

(ii) se un microchip selezionato casualmente viene trovato difettoso qual è la probabilità
che sia stato prodotto dal primo impianto ?

Esercizio 11.8 Siano X1 e X2 i risultati di due lanci di un dado. Dire se gli eventi

(i) A = {X1 = 6} e B = {X2 = 1}
(ii) A = {X1 = 6} e C = {X1 = 1}
(iii) D = {X1 + X2 = 7} e E = {X1 è pari}
(iv) D = {X1 + X2 = 7} e F = {X2 è dispari}
(v) E = {X1 è pari} e F = {X2 è dispari}
(vi) D = {X1 + X2 = 7}, E = {X1 è pari} e F = {X2 è dispari}
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sono eventi indipendenti.

Esercizio 11.9 Ogni dado a sei facce è costruito con questa proprietà: la faccia 1 è
opposta alla faccia 6, la faccia 2 è opposta alla faccia 5 e la faccia 3 è opposta alla faccia 4
(la somma delle facce opposte fa sempre 7). Si indichi con X la v.a. “risultato del lancio
del dado” (ossia la faccia superiore) e con Y il “risultato inferiore dello stesso lancio del
dado” (ossia Y = 7 −X). Si costruisca una matrice P = pij , dove pij = p(X,Y )(i,j). Si
calcolino le leggi marginali. Le v.a. X e Y sono indipendenti?

Esercizio 11.10 Per indicare la probabilità (o legge) congiunta delle v.a. discrete X e
Y che assumono i valori

x1 = 3, x2 = 4, x3 = 8

e
y1 = −5, y2 = −2, y3 = 0, y4 = 1

rispettivamente utilizzeremo la matrice

P = pij = p(X,Y )(xi,yj),

dove cioè l’elemento che si trova all’incrocio della riga i-esima con la colonna j-esima è
p(X,Y )(xi,yj). Per esempio, p21 = p(X,Y )(4,− 5). Si dica quali delle seguenti matrici non
può rappresentare una legge congiunta

A =




1/10 1/10 1/10 1/10

1/10 1/10 1/10 1/10

1/10 1/10 1/10 1/10


 B =




1/10 1/10 1/10 1/10

1/10 0 1/10 0

1/10 1/10 1/10 1/10




C =




1/10 1/10 1/10 1/10

1/10 1/10 1/10 −1/10

1/10 1/10 1/10 1/10


 D =




1/10 1/5 1/10 1/10

0 0 0 0

1/10 1/5 1/10 1/10




E =




1/8 1/16 1/32 1/32

1/8 1/16 1/32 1/32

1/4 1/8 1/16 1/16


 F =




0 1/10 0 1/10

3/10 0 3/10 0

0 1/10 0 1/10




Per ciascuna matrice che può rappresentare una legge congiunta, si calcoli

E(X), E(X + Y ), E(X/2 + 3Y ), E(XY ) e V ar(X + Y ).

Si dica infine quali matrici sono leggi di v.a. X e Y indipendenti.

Esercizio 11.11 Quali tra le seguenti funzioni non può rappresentare la densità con-
giunta delle v.a. continue X e Y .

(i) f(x,y) = 1, dove 0 < x < 1 e 0 < y < 1

(ii) f(x,y) = 1, dove 0 < x < 2 e 0 < y < 2

(iii) f(x,y) = (8x + 3y2)/16, dove 0 < x < 1 e 0 < y < 2

(iv) f(x,y) = (3x2)(2y), dove 0 < x < 1 e 0 < y < 1

(v) f(x,y) = (2x/3)(2y), dove −1 < x < 2 e 0 < y < 1

(vi) f(x,y) = e−x, dove 0 < x < +∞ e 0 < y < 1

(vii) f(x,y) = e−x−y, dove 0 < x e 0 < y
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(viii)∗ f(x,y) = 2e−(x+y), dove 0 < x < ∞ , 0 < y < ∞ e y > x.

Per ciascuna funzione che può rappresentare una densità congiunta, si calcoli

E(X), E(X + Y ), E(X/2 + 3Y ), E(XY ) e V ar(X + Y ).

Si dica infine quali funzioni sono densità di v.a. X e Y indipendenti.

Esercizio∗ 11.12 Sia

H =

∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
,

dove l’ultima uguaglianza viene presupposta e servirà solo per assicurare che la serie
converge a un numero irrazionale. Sia X una variabile aleatoria discreta a valori in
N∗ = {1,2, . . .} tale che

pn = P ({X = n}) =
n−2

H
.

Verificare che pn è una legge di probabilità della variabile aleatoria X. Indichiamo con
Am = {X è multiplo di m}. Provare che P (Am) = m−2.

Provare che Aq1 ,Aq2 , . . . ,Aqn sono eventi indipendenti ogni volta che q1,q2, . . . ,qn

sono numeri primi distinti. Verificare che

P ({q1,q2, . . . ,qn primi non dividono X}) = (1− q−2
1 )(1− q−2

2 ) · · · (1− q−2
n ).

Poiché {X = 1} = {nessun numero primo divide X}, provare che i numeri primi sono
infiniti!



12
Modelli probabilistici

12.1 Fenomeni dicotomici

In questo capitolo cerchiamo di studiare come vari fenomeni casuali comunemente
osservati possano essere modellizzati attraverso leggi di probabilità. Ricordiamo
che assegnare la legge di una variabile aleatoria significa assegnare i suoi possibili
risultati e la probabilità degli eventi. La prima legge che vedremo è quella dei
fenomeni dicotomici (chiamata legge di Bernoulli). Con abuso di linguaggio, per
permettere una più semplice lettura, scriveremo v.a. di Bernoulli per indicare una
v.a. la cui legge è quella di Bernoulli.

Si definisce fenomeno dicotomico (dicotomia: dal greco ‘divisione in due parti’)
ogni esperimento le cui prove possono avere due risultati.

Consideriamo per esempio la variabile aleatoria associata al sesso di un nascituro;
tale fenomeno assume i due possibili risultati maschio oppure femmina (M o F),
si tratta dunque di un fenomeno dicotomico. Supponiamo ora di lanciare una
moneta. Tale esperimento dà come possibili risultati testa oppure croce (T o C).
Si tratta ancora di un fenomeno dicotomico. Anche nel lancio di un dado abbiamo
un fenomeno dicotomico se consideriamo la variabile aleatoria di tipo vero o falso
(V o F) associata al fatto che esca o meno un numero strettamente maggiore di
4 (o ogni altro valore tra 1 e 6). In generale notando che un certo esperimento
è dicotomico, è utile associarvi la variabile aleatoria X che assume valore 1 in
corrispondenza del primo risultato (detto convenzionalmente “successo”) e il valore
0 in corrispondenza del secondo risultato (detto convenzionalmente “insuccesso”).
Sia che venga considerato come variabile qualitativa (T/C), (V/F) sia che venga
considerato come variabile quantitativa discreta (1/0), la legge di questo fenomeno
è caratterizzata dalla probabilità del successo (denominata p) e dalla probabilità
dell’insuccesso (denominata q). Poiché P ({X = 1}) + P ({X = 0}) = 1 (come
conseguenza degli assiomi della probabilità), abbiamo che q = 1− p. Conoscere p
caratterizza quindi la legge di X. Chiaramente 0 ≤ p ≤ 1.

Definizione 12.1 (Variabile aleatoria di Bernoulli di parametro p) Una
v.a. X che assume i valori 0 e 1 rispettivamente con probabilità 1 − p e p è
detta variabile aleatoria di Bernoulli (o fenomeno bernoulliano) di parametro p
e si indica con il simbolo X ∼ B(p).
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Ogni fenomeno dicotomico può essere quindi rappresentato mediante una v.a. di
Bernoulli.

Esempio 12.1 (Fenomeni dicotomici) Il risultato del lancio di una moneta
non truccata e il sesso di un nascituro hanno la stessa “legge di casualità”. Ciò
è dovuto al fatto che per entrambi gli esperimenti la probabilità di “successo” o
“insuccesso” è la stessa ossia p = q = 1/2. Questo non è vero nel caso del lancio
di un dado. Se ci chiediamo esce un numero strettamente maggiore di 4 allora i
risultati di successo sono solo il 5 e il 6 e quindi p = 1/3, q = 2/3.

Proposizione 12.1 (Valore atteso e varianza di una v.a. di Bernoulli)
Sia X ∼ B(p) allora vale E(X) = p e V ar(X) = p(1− p).

Dimostrazione. Calcoliamo il valore atteso di una v.a. X ∼ B(p). Abbiamo che

E(X) =
∑

i

xipxi = 0p0 + 1p1 = 0(1− p) + 1p = p,

ossia il parametro p è proprio il valore atteso di X. Per calcolare la varianza,

E(X2) =
∑

i

x2
i pxi = 02p0 + 12p1 = 02(1− p) + 12p = p,

e quindi

V ar(X) = E(X2)− [E(X)]2 = p− p2 = p(1− p).

Osservazione 12.1 La varianza di ogni bernoulliana è limitata da 1/4. Infatti,
V ar(X) = p− p2, p ∈ [0,1] assume valore massimo uguale a 1/4 quando p = 1/2.

Una domanda sorge spontanea: perché la scelta di 0 e 1 (avremmo potuto scegliere
4 per indicare “testa” e 9 per indicare “croce”)? Con la scelta fatta, la media
campionaria Mn = (X1 + X2 + · · ·+ Xn)/n esprime esattamente la frequenza
osservata del successo (quanti successi ho nelle n prove). La Legge dei Grandi
Numeri ci assicura quindi che per n “grande” la frequenza del successo tende a p,
probabilità del successo. Nel caso del sesso di un nascituro, cos̀ı come nel lancio
di una moneta abbiamo assunto che p = 1/2. Come l’esperienza ci ha suggerito
p = 1/2? Proprio attraverso la Legge dei Grandi Numeri: che Mn (rapporto tra i
maschi nati e il totale dei nati o rapporto tra il numero di teste uscite ed il totale
dei lanci) tenda a 1/2, è esattamente il modo con cui stabiliamo la probabilità che
diamo a quell’evento.

12.1.1 Sequenze di fenomeni bernoulliani

Un ricercatore sta studiando il tasso di incidenza di una malattia in una specie di
animali a due mesi dalla nascita (che lui non conosce, e indica con p). A tal fine,
ripete l’osservazione (malattia presente / malattia non presente) in un numero
alto di animali. Quello che il ricercatore osserverà è quindi una situazione in cui
si verifica il ripetersi di esperimenti dicotomici (o bernoulliani) con le seguenti
caratteristiche:
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1. i fenomeni non si influenzano l’un l’altro; (indipendenza)

2. tutti i fenomeni hanno la stessa probabilità di successo.

Formalizzando, se chiamiamo Xi la v.a. legata al fenomeno “l’i-esimo animale
ha/non ha la malattia”, gli eventi legati a Xi sono

Ai = {Xi = 1} = i-esimo animale malato,
Ai = {Xi = 0} = i-esimo animale sano.

Quello che il ricercatore osserverà è quindi una sequenza di v.a. X1,X2, . . . ,Xn, . . .
tale che

1. le v.a. Xi sono bernoulliane;

2. le v.a. Xi sono indipendenti;

3. tutti gli eventi hanno la stessa probabilità di successo: per ogni i, P (Ai) = p
fissato.

Definizione 12.2 (Sequenza bernoulliana) Si dice sequenza bernoulliana il
ripetersi di fenomeni bernoulliani indipendenti tutti di parametro p costante.

12.1.2 Successi in n prove (variabili aleatorie binomiali)

Chiamiamo X la variabile aleatoria che conta il numero di “successi” (animali
malati) ottenuti in n esperimenti di una sequenza bernoulliana. Qual è la legge
di X? Ossia qual è la probabilità dell’evento “ho ottenuto k animali malati su n
osservati”?

Si tratta di una v.a. che può avere come risultato un qualunque numero intero
tra 0 (nessun animale malato) e n (tutti gli animali sono malati). Abbiamo quindi
n + 1 risultati possibili.

Proposizione 12.2 La probabilità dell’evento An
k = {X = k}, ossia di ottenere k

successi su n prove, è

pX
k = P (An

k ) = P ({X = k}) =

n

k


 pk(1− p)n−k (12.1)

dove k = 0, 1, . . . , n e 
n

k


 =

n!
k!(n− k)!

.

Dimostrazione. Dimostriamo per induzione su n che

pX
k =


 n

k


 pk(1− p)n−k.
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• Verifica per n = 1.
Dobbiamo verificare che la (12.1) vale per k = 0, 1 quando n = 1: si osserva un solo
animale, e quindi X è un fenomeno bernoulliano di parametro p. Occorre verificare
che pX

1 = p e pX
0 = 1− p. Abbiamo che

pX
0 =


 1

0




=1︷︸︸︷
p0

=1−p︷ ︸︸ ︷
(1− p)1−0 =

1!

0!1!
(1− p) = 1− p

pX
1 =


 1

1




=p︷︸︸︷
p1

=1︷ ︸︸ ︷
(1− p)1−1 =

1!

1!0!
p = p

• Verifica che n− 1 ⇒ n.
Dobbiamo dimostrare che se prendiamo l’evento

An
k = “k animali sono malati su n osservati”

abbiamo che

P (An
k ) =


 n

k


 pk(1− p)n−k.

Prendiamo i due eventi

Bn−1
k = “k animali sono malati sui primi n− 1 osservati”,

Bn−1
k−1 = “k − 1 animali sono malati sui primi n− 1 osservati”.

Aver osservato k animali malati su n (ossia l’evento An
k ) può essere dato in due modi

disgiunti (non possono accadere entrambi):

1. si sono osservati k animali malati sui primi n− 1, ossia l’evento Bn−1
k , mentre

l’ultimo era sano. In questa situazione, abbiamo pertanto osservato l’evento
Bn−1

k ∩ {Xn = 0}. La probabilità di quest’ultimo evento è

P (Bn−1
k ∩ {Xn = 0}) = P (Bn−1

k )P ({Xn = 0}) = P (Bn−1
k )(1− p)

poiché per ipotesi Xn è indipendente dai primi n− 1 fenomeni;

2. si sono osservati k − 1 animali malati sui primi n − 1, ossia l’evento Bn−1
k−1 , e

l’ultimo animale era malato. In questa situazione, abbiamo pertanto osservato
l’evento Bn−1

k−1 ∩ {Xn = 1}. La probabilità di quest’ultimo evento è

P (Bn−1
k−1 ∩ {Xn = 1}) = P (Bn−1

k−1 )P ({Xn = 1}) = P (Bn−1
k−1 )p

ancora poiché Xn è indipendente dai primi n− 1 fenomeni.

Utilizzando l’ipotesi di induzione, ossia che

P (Bn−1
k ) =


 n− 1

k


 pk(1− p)(n−1)−k,

P (Bn−1
k−1 ) =


 n− 1

k − 1


 pk−1(1− p)(n−1)−(k−1),

otteniamo che

P (An
k ) = P (Bn−1

k ∩ {Xn = 0}) + P (Bn−1
k−1 ∩ {Xn = 1})

=


 n− 1

k


pk(1− p)(n−1)−k(1− p) +


 n− 1

k − 1


pk−1(1− p)(n−1)−(k−1)p

=

(
 n− 1

k


 +


 n− 1

k − 1




)
pk(1− p)n−k

=


 n

k


 pk(1− p)n−k
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ovvero la tesi.

Definizione 12.3 (Variabile aleatoria binomiale di parametri n e p) Una
v.a. X che assume i valori tra 0 (nessun successo) e n con probabilità data dalla
(12.1) è detta variabile aleatoria binomiale di parametri n (numero delle prove) e
p (probabilità di successo) e si indica con il simbolo X ∼ B(n,p).

Osserviamo che se X1, X2, . . . è una sequenza bernoulliana, il numero di successi
X dei primi n esperimenti è dato dalla somma delle v.a.

X = X1 + X2 + · · ·Xn.

Abbiamo dimostrato precedentemente che se X ∼ B(n,p), allora X può essere
vista come somma di n v.a. bernoulliane X1, X2, . . . , Xn tra loro indipendenti e
tutte di parametro p. Osserviamo inoltre che una X ∼ B(1,p) coincide con una
X ∼ B(p).

Poiché una v.a. binomiale X è somma di n variabili di Bernoulli indipendenti
tutte con valore atteso p e varianza p(1− p) otteniamo la seguente proposizione.

Proposizione 12.3 (Valore atteso e varianza di una v.a. binomiale) Sia
X ∼ B(n,p) allora vale E(X) = np e V ar(X) = np(1− p).

Problema 12.1 Se nell’esempio del ricercatore p = 0.3 e n = 10, quale è la
probabilità che più di due animali siano malati? Se lancio 10 monete equilibrate,
quale è la probabilità che più di due siano teste? Se lancio 10 dadi, quale è la
probabilità che più di due volte sia uscito un numero tra 1 e 5?

Soluzione. Sono tre esempi di fenomeni aleatori binomiali di cui il primo parametro
è 10 (numero di prove) mentre varia la probabilità di successo p di ciascuna prova. Nel
primo caso (ricercatore) p = 0.3. Nel secondo caso (moneta equilibrata) p = 0.5. Nel
terzo caso (esce un numero tra 1 e 5) p = 5/6 ≈ 0.83. Nella Figura 12.1 sono visualizzate
le tre distribuzioni di probabilità dei fenomeni osservati (numero successi). Come ci
aspettavamo, se p è più grande, ho maggiore probabilità che escano tanti successi.
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Figura 12.1 Distribuzione della probabilità dei successi su 10 prove bernoulliane
(Problema 12.1).

Il problema ci chiede di calcolare P ({X > 2}) nei tre casi. La formula di calcolo ci
darebbe

P ({X > 2}) = pX
3 + pX

4 + pX
5 + pX

6 + pX
7 + pX

8 + pX
9 + pX

10.
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Poiché i due eventi A = {X > 2} e B = {X ≤ 2} sono complementari (e quindi P (A) =
1− P (B)), abbiamo che

P ({X > 2}) = 1− P ({X ≤ 2}) = 1− (pX
0 + pX

1 + pX
2 ).

La seconda espressione ha meno conti, quindi scegliamo quella. Abbiamo che

P ({X > 2}) = 1− (

 10

0


 p0(1− p)10

︸ ︷︷ ︸
=(1−p)10

+


 9

1


 p1(1− p)9

︸ ︷︷ ︸
=9p(1−p)9

+


 8

2


 p2(1− p)8

︸ ︷︷ ︸
=28p2(1−p)8

)

ossia

P ({X > 2}) ≈




0.717525 se p = 0.3

0.962891 se p = 0.5

0.999988 se p = 5/6

12.1.3 Sopravvivenza “discreta” (variabile aleatoria
geometrica)

Chiamiamo fenomeno di sopravvivenza discreta un fenomeno la cui casualità è
data dal tempo in cui un certo fenomeno insorge per la prima volta; se X è la v.a.
che descrive un fenomeno di sopravvivenza discreta, allora

{X = n}
significa che fino all’istante n − 1 compreso non ho mai osservato il fenomeno,
mentre all’istante n il fenomeno è osservabile. Un modello di sopravvivenza
discreta è quindi caratterizzato da tutti i valori

pn = P ({X = n}), n = 1, 2, . . . ,

dove chiaramente
pn ≥ 0,

∑
n

pn = 1.

Esempio 12.2 (Tempo di vita) Il “tempo di vita” espresso in anni rappresenta
un fenomeno di sopravvivenza discreta. In questo caso il fenomeno osservato è la
morte dell’individuo (da questo il termine “sopravvivenza”).

Esempio 12.3 (Fenomeno di sopravvivenza in una sequenza bernoulliana)
Si consideri in una sequenza bernoulliana X1, X2, . . . il fenomeno di sopravvivenza
caratterizzato dalla v.a. X. Quest’ultima è definita in modo naturale: {X = n}
se

1. fino alla prova (n− 1)-esima compresa non ho mai avuto successi

X1 = 0, X2 = 0, . . . , Xn−1 = 0,

2. all’n-esima prova ho un successo

Xn = 1.
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Pertanto in quest’ultimo esempio X è la v.a. che tiene conto di “quando arriva” il
primo successo in una sequenza bernoulliana. Nel caso del ricercatore che esamina
la presenza di una malattia su una sequenza di animali, {X = n} vorrà dire che
fino all’(n− 1)-esimo animale non si è mai osservata la malattia, mentre l’n-esimo
animale è malato.

Definizione 12.4 (Variabile aleatoria geometrica di parametro p)
Una v.a. X che può assumere i valori interi maggiori di 0 con probabilità

pn = P ({X = n}) = p(1− p)n−1 = pqn−1,

è detta variabile aleatoria geometrica di parametro p e si indica con il simbolo
X ∼ G(p).

Proposizione 12.4 Il fenomeno di sopravvivenza in una sequenza bernoulliana è
caratterizzato da una v.a. geometrica di parametro p.

Dimostrazione.

P ({X = n}) = P ({X1 = 0,X2 = 0, . . . ,Xn−1 = 0,Xn = 1})
Le prove X1, X2, . . . , Xn−1, Xn sono v.a. indipendenti e quindi

P ({X = n}) = P ({X1 = 0})P ({X2 = 0}) · · ·P ({Xn−1 = 0})P ({Xn = 1})
= (1− p)n−1p.

Proposizione 12.5 (Proprietà della legge geometrica) Sia X ∼ G(p). Abbiamo
che

∑
n pX

n = 1. Inoltre, P ({X > n}) = (1− p)n.

Dimostrazione. Ricordiamo che per ogni N numero intero e q 6= 1 reale, abbiamo
che (si veda l’Esempio ?? nel Capitolo 6 a pag. ??)

N∑
j=0

qj =
1− qN+1

1− q
.

Sostituendo q = 1 − p, se p 6= 0 –posso avere successo, altrimenti il problema di
sopravvivenza non è ben definito– e quindi |1 − p| < 1, otteniamo una serie geometrica
di ragione 1− p e quindi

S =

∞∑
j=0

(1− p)j =
1

1− (1− p)
=

1

p
.

Come conseguenza si ha che

∑
n

pX
n =

∞∑
n=1

p(1− p)n−1 = p

∞∑
m=0

(1− p)m = p
1

p
= 1.

Mostriamo infine che P ({X > n}) = (1− p)n. Abbiamo che

P ({X > n}) = 1− P ({X ≤ n}) = 1−∑n
k=1 pX

k = 1−∑n
k=1 p(1− p)k−1

= 1− p

n−1∑
m=0

(1− p)m = 1− p
1− (1− p)n

p
= (1− p)n.
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Problema 12.2 Una malattia colpisce la popolazione di una determinata città.
Si sa che il tasso di incidenza sulla popolazione a rischio è 0.1 mentre il tasso di
incidenza sulla popolazione non a rischio è 0.005.

In un ospedale ci sono due ambulatori: nel primo si esaminano solo soggetti
a rischio, nel secondo solo soggetti non a rischio. Sapendo che il primo studio
visita 10 pazienti al giorno e il secondo 5, qual è la probabilità che nei primi due
giorni nessun malato sia stato visitato dal primo studio? E dal secondo? Qual è
la probabilità che in entrambi gli studi non ci siano malati nei primi due giorni?

Soluzione. Risolviamo il problema per il primo studio, lasciando gli altri al lettore.
Ogni paziente può essere malato oppure no. Il medico osserva per ogni paziente un
fenomeno dicotomico (0/1 sano/malato) con parametro p = 0.1. Dire che in 2 giorni non
abbia visitato malati si può vedere in due modi

1. il numero di successi in 20 “prove” è nullo. Calcolo quindi P ({X = 0}), dove
X ∼ B(20,0.1).

2. il primo successo arriva dopo la ventesima prova. Calcolo quindi P ({Y > 20}), dove
Y ∼ G(0.1).

In entrambi i casi la probabilità cercata è P ({X = 0}) = P ({Y > 20}) = 0.920 ≈ 0.1216.

12.2 Variabile aleatoria di Poisson

Introduciamo ora una ulteriore legge discreta di notevole importanza.

Definizione 12.5 (Variabile aleatoria di Poisson a parametro λ) Una v.a.
X che può assumere i valori interi maggiori o uguali a 0 con probabilità

pn = P ({X = n}) = e−λ λn

n!
,

è detta variabile aleatoria di Poisson a parametro λ e si indica con il simbolo
X ∼ Poiss(λ).

Verifichiamo che valgano le proprietà caratteristiche di una legge di una v.a.:

(i) per ogni n, pn ≥ 0, poiché prodotto di quantità positive;

(ii) Come conseguenza dell’Esempio ?? nel Capitolo 2 a pag. ?? abbiamo

∑

k

pk =
∞∑

j=0

λj

j!
e−λ = e−λ

+∞∑

j=0

λj

j!
︸ ︷︷ ︸
→eλ

= 1.

La legge di Poisson è verificata da numerosi fenomeni presenti in natura.
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Esempio 12.4 (Emissione particelle α) Uno dei più noti esempi è il fenomeno
di emissione di particelle alfa da parte del nucleo di Elio. Il numero di tali particelle
X che raggiungono una data porzione di spazio durante un intervallo di tempo [0,t]
segue la legge di Poisson. Se, per esempio, λ = 2, avremo che P ({X = 0}) = e−2,
P ({X = 1}) = 2e−2, . . . Più in generale molti fenomeni di decadimento radioattivo
seguono la distribuzione di Poisson.
Osservazione 12.2 (Eventi rari) La v.a. di Poisson è detta anche “legge degli
eventi rari” poiché può essere ottenuta come limite di una v.a. che conta il numero
di successi in un numero molto grande (tendente a infinito) di prove con una
probabilità di successo molto piccola (tendente a 0).

Consideriamo infatti una v.a. X ∼ B(n,λ
n ) e calcoliamo il limite della sua

legge al tendere di n all’infinito. Abbiamo che

lim
n→∞

P ({X = k}) = lim
n→∞


n

k




(
λ

n

)k (
1− λ

n

)n−k

= lim
n→∞

k termini︷ ︸︸ ︷
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
λk

nk

(
1− λ

n

)n

(1− λ
n)

k

=
λk

k!
lim

n→∞

nk(1− 1
n ) · · · (1− k+1

n )

nk

︸ ︷︷ ︸
→1

(
1− λ

n

)

︸ ︷︷ ︸
→e−λ

n(
1− λ

n

)

︸ ︷︷ ︸
→1

−k

=
λk

k!
e−λ.

Abbiamo ottenuto dunque la distribuzione di Poisson come limite di quella binomiale,
come è esemplificato dai grafici nella Figura 12.2.
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Figura 12.2 Approssimazione di B(1000,0.005) con Poiss(5) e di B(4000,0.0005) con
Poiss(2).

Esempio 12.5 (Furti al centro commerciale) La legge di Poisson descrive
bene la legge di un fenomeno come il numero di furti in un supermercato; infatti
il numero di persone n che potrebbero rubare è molto grande, e allo stesso tempo
auspicabilmente la probabilità λ/n che ciascuna persona rubi è molto bassa.
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12.2.1 Guasti accidentali nel tempo

Supponiamo ora di considerare un intervallo di tempo [0,t] e vediamo sotto quali
condizioni (ipotesi) un fenomeno di eventi (“arrivi”) nell’intervallo [0,t] abbia
legge Poiss(λt). Si tratta di un altro contesto in cui emerge la legge di Poisson.
Analizziamo per esempio il numero di telefonate che arrivano a un centralino di
un call-center in un intervallo di tempo [0,t] (si pensi a una giornata lavorativa di
8 ore).

Utilizziamo le seguenti ipotesi (semplificative ma non troppo!) sul modello
che stiamo considerando.

1. Durante l’arco della giornata (l’arco di tempo [0,t]) viene osservato sempre lo
stesso comportamento, ossia non ci sono irregolarità dovuti a ore di punta o
a ore di quiete (omogeneità).

2. Il traffico di telefonate in un determinato periodo di tempo non influisce sul
traffico negli altri momenti (indipendenza).

3. Se prendiamo un intervallo di tempo molto breve può arrivare una sola telefonata;
questo fatto si può anche esprimere dicendo che in un intervallo di tempo molto
breve il fenomeno è dicotomico: arriva una telefonata (successo) oppure non
arriva (insuccesso).

Vogliamo ora ricavare la legge del fenomeno. Dividiamo l’intervallo di tempo [0,t]
in n sottointervalli (di ampiezza t/n).

Approssimiamo la legge del fenomeno con una B(n,λt/n), dove chiaramente
n > λt (altrimenti il parametro p della binomiale risulterebbe maggiore di 1).
Ricordiamo che una binomiale B(n,λt/n) può essere vista come somma di n
v.a. di Bernoulli B(λt/n) indipendenti; stiamo quindi approssimando il fenomeno
attraverso la somma degli arrivi (i successi delle v.a. bernoulliane) negli n sottointervalli
di tempo, come mostrato nella Figura 12.3.

B(λt/n)
sottointervallo di ampiezza t/n

0 t

Figura 12.3 Approssimazione del fenomeno di arrivi attraverso la somma degli arrivi
bernoulliani nei sottointervalli di tempo.

Notiamo che:

• l’indipendenza è data dall’ipotesi 2 del modello;

• il parametro di successo (λt/n) è inalterato per ogni intervallo di tempo
per l’ipotesi 1 di omogeneità. Per capire la scelta di λt/n si pensi a una
sorta di “riscalamento”: il valore atteso degli arrivi non deve cambiare al
cambiare dell’approssimazione. Nel nostro caso una binomiale B(n,λt/n) ha
sempre valore atteso λt, qualunque sia n;
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• per n molto grande l’ampiezza degli intervalli di tempo diventa molto piccola,
e quindi, purché n sia sufficientemente grande, l’ipotesi 3 del modello giustifica
l’utilizzo della Bernoulli in ogni sottointervallo.

In conclusione: l’approssimazione del fenomeno mi permette di calcolare la probabilità
di osservare k telefonate come limite di P ({X = k}), dove X ∼ B(n,λt/n). Con
calcoli analoghi a quelli dell’Osservazione 12.2, otteniamo una v.a. Poiss(λt), ossia
la legge del numero di arrivi Xt nell’intervallo [0,t] di un “processo” omogeneo e
a incrementi indipendenti è Xt ∼ Poiss(λt).

Osserviamo che se t = 1 ritroviamo una Poiss(λ), di conseguenza una v.a. di
Poisson a parametro λ può anche essere vista come la legge delle manifestazioni
di un fenomeno nell’intervallo di tempo unitario.

12.2.2 Sopravvivenza “continua” (variabile aleatoria
esponenziale)

Abbiamo appena detto che Xt ∼ Poiss(λt) può indicare il numero di successi
arrivati tra 0 e t. Analogamente al caso discreto, definiamo un fenomeno di
“sopravvivenza”: indichiamo con X la v.a. che individua l’istante del primo successo.
Notiamo che, per ogni t ≥ 0, {X > t} significa che il primo successo viene dopo t.
Questo coincide con l’evento {Xt = 0} (fino all’istante t non ho successi) e quindi

P ({X > t}) = P ({Xt = 0}) = e−λt (λt)0

0!
= e−λt,

mentre per t < 0 è ovviamente

P ({X > t}) = 1.

La funzione di densità è

fX(t) =
{

λe−λt se t > 0,
0 se t < 0.

Infatti, se 0 ≤ a < b, abbiamo

P ({a < X ≤ b}) = P ({a < X})− P ({X > b}) = e−λa − e−λb

che corrisponde a
∫ b

a

fX(t) dt =
∫ b

a

λe−λtdt = [− e−λt]
b

a
.

Definizione 12.6 (Variabile aleatoria esponenziale di parametro λ > 0)
Una v.a. continua X che può assumere tutti i valori reali positivi con densità

fX(t) = λe−λt

è detta variabile aleatoria esponenziale di parametro λ e si indica con il simbolo
X ∼ Exp(λ).
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Abbiamo quindi visto che la legge del fenomeno di sopravvivenza (primo arrivo)
X di un “processo” di arrivi omogeneo e a incrementi indipendenti è X ∼ Exp(λ).
Si può dimostrare di più: la legge dell’n-esimo arrivo di un “processo” di arrivi
omogeneo e a incrementi indipendenti è la somma di n v.a. esponenziali indipendenti,
tutte di parametro λ.

Problema 12.3 (Durata lampadine) Abbiamo 3 lampadine per la cucina
(quando una si rompe la sostituiamo), ciascuna delle quali ha “tempo di vita”
esponenziale di parametro 4. Qual è la probabilità che durino per almeno un
anno?

Soluzione. La durata Y delle tre lampadine è il terzo arrivo in un “processo” Xt di
arrivi omogeneo e a incrementi indipendenti, poiché la legge di vita di ciascuna lampadina
è una esponenziale indipendente dalle altre. Avremo quindi che

{Y > 1} = {X1 ≤ 2}
e quindi

P ({Y > 1}) = P ({X1 ≤ 2}) = e−4·1 (4 · 1)0

0!
+ e−4·1 (4 · 1)1

1!
+ e−4·1 (4 · 1)2

2!
≈ 0.2381.

Proposizione 12.6 (Valore atteso e varianza di una v.a. esponenziale)
Sia X ∼ Exp(λ) allora E(X) = 1/λ e V ar(X) = 1/λ2.

Dimostrazione. Utilizzando la definizione e integrando per parti

E(X) =

∫ +∞

0

tfX(t) dt =

∫ +∞

0

t

derivata di −e−λt

︷ ︸︸ ︷
λe−λt dt

= [t(−e−λt)]
+∞
0︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫ +∞

0

derivata di t︷︸︸︷
1 (−e−λt) dt

=

∫ +∞

0

e−λt dt = [ − e−λt

λ
]
+∞
0

=
1

λ
.

Inoltre

E(X2) =

∫ +∞

0

t2fX(t) dt =

∫ +∞

0

t2

derivata di −e−λt

︷ ︸︸ ︷
λe−λt dt

= [t2(−e−λt)]
+∞
0︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫ +∞

0

derivata di t2︷︸︸︷
2t (−e−λt) dt

=
2

λ

∫ +∞

0

t

fX (t)︷ ︸︸ ︷
λe−λt dt =

2

λ
E(X) =

2

λ2
.

Calcoliamo quindi la varianza

V ar(X) = E(X2)− (E(X))2 =
2

λ2
− ( 1

λ
)

2

=
1

λ2
.
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12.3 Fenomeni gaussiani

Definizione 12.7 (Variabili aleatorie centrate e standardizzate) Se X è
una variabile aleatoria (discreta o continua) con valore atteso µ e varianza σ2,
la variabile

X(c) = X − µ

verrà detta centrale o centralizzata, mentre la variabile

X(s) =
X − µ

σ

verrà chiamata standard o standardizzata.

Che proprietà hanno X(c) e X(s)? Calcoliamone il valore atteso

E(X(c)) = E(X − µ) = E(X)− µ = 0,

E(X(s)) = E

(
X − µ

σ

)
=

E(X − µ)
σ

=
E(X)− µ

σ
= 0,

e quindi entrambe hanno valore atteso nullo (sono entrambe “centrate in 0” o
“centrate”). Calcoliamo ora la varianza

V ar(X(c)) = V ar(X − µ) = V ar(X) = σ2,

V ar(X(s)) = V ar

(
X − µ

σ

)
=

V ar(X − µ)
σ2

=
V ar(X)

σ2
= 1,

ossia la varianza di una v.a. centrale non cambia, mentre una v.a. standardizzata
ha sempre varianza 1.

Esempio 12.6 (V.a. centrate e standardizzate) Prendiamo una v.a. X di
Bernoulli di parametro 1/4. Abbiamo che X assume i valori 0 e 1 con probabilità
3/4 e 1/4, rispettivamente. Sappiamo già che il valore atteso µ di X è p = 1/4 e
la sua varianza σ2 è

p(1− p) =
1
4
· 3
4

=
3
16

.

Avremo quindi che
X(c) = X − 1/4

X(s) =
X − µ

σ
=

X − 1/4√
3
16

le cui distribuzioni sono visualizzate nella Figura 12.4.

Come mostra l’esempio, quando noi centriamo o standardizziamo una variabile
aleatoria la sua “forma” non cambia. Stiamo facendo “un cambio di scala”. Questo
cambiamento può cambiare il fenomeno: come nell’esempio, se X è una v.a. di
Bernoulli, X(c) e X(s) non sono più v.a. di Bernoulli; infatti, X(c) non assume i
valori 0 e 1, ma −1/4 e 3/4 con probabilità 3/4 e 1/4, mentre X(s) assume i valori
− 1√

3
e
√

3 con probabilità 3/4 e 1/4, rispettivamente.
Occupiamoci ora di un fenomeno aleatorio continuo di grande importanza, il

fenomeno gaussiano. Sommariamente:
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Figura 12.4 Confronto tra X, X(c) e X(s) quando X ∼ B(1/4).

• la legge è caratterizzata da due parametri: µ e σ2,

• la forma della sua distribuzione è “a campana”,

• un fenomeno gaussiano rimane tale per cambiamenti di scala.

Definizione 12.8 (Variabile aleatoria gaussiana di parametri µ e σ2)
Una v.a. continua X che può assumere tutti i valori reali con densità

fX(x) =
1

σ
√

2π
e−

1
2 ( x−µ

σ )2

è detta variabile aleatoria gaussiana (o normale) di parametri µ e σ2 e si indica
con il simbolo X ∼ N(µ,σ2).

Avremo quindi che X ∼ N(µ,σ2) se per ogni a e b reali (a < b)

P ({a ≤ X ≤ b}) =
∫ b

a

1
σ
√

2π
e−

1
2 ( x−µ

σ )2

dx.

Chiaramente fX(t) ≥ 0 per tutti i t reali. Come nell’Esempio ?? del Capitolo 6 a
pag. ??, si dimostra che ∫ +∞

−∞
fX(t) dt = 1

per tutti i valori di µ e σ.

Proposizione 12.7 (Legge di X(c) e X(s) (caso gaussiano))
Sia X ∼ N(µ,σ2). Allora X(c) ∼ N(0,σ2) e X(s) ∼ N(0,1).

Dimostrazione. Per ogni a,b reale
∫ b

a

fX(c)(z) dz =P ({a ≤ X(c) ≤ b})=P ({a ≤ X − µ ≤ b})=P ({a + µ ≤ X ≤ b + µ})

=

∫ b+µ

a+µ

fX(x) dx =

∫ b+µ

a+µ

1

σ
√

2π
e
− 1

2

(
x−µ

σ

)2

dx
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operiamo un cambiamento di variabile: z = x− µ. Questo implica che dz = dx e che gli
estremi cambiano a + µ → a e b + µ → b. Otteniamo

∫ b

a

fX(c)(z) dz =

∫ b

a

1

σ
√

2π
e
− 1

2

(
z
σ

)2

dz

=

∫ b

a

1

σ
√

2π
e
− 1

2

(
z−0

σ

)2

dz

ossia X(c) ∼ N(0,σ2). Se facciamo gli stessi conti per X(s),
∫ b

a

fX(s)(z) dz = P ({a ≤ X(s) ≤ b}) = P ({a ≤ X − µ

σ
≤ b})

= P ({σa + µ ≤ X ≤ σb + µ}) =

∫ σb+µ

σa+µ

1

σ
√

2π
e
− 1

2

(
x−µ

σ

)2

dx

operiamo un cambiamento di variabile: z = x−µ
σ

. Questo implica che dz = dx
σ

e che gli

estremi cambiano σa + µ → a e σb + µ → b. Otteniamo
∫ b

a

fX(s)(z) dz =

∫ b

a

1√
2π

e
− 1

2 z2
dz =

∫ b

a

1√
2π

e
− 1

2

(
z−0
1

)2

dz

ossia X(s) ∼ N(0,1).

Esempio 12.7 (Uso delle tavole) Questo ultimo risultato ci permette di affrontare
il calcolo di

P ({a ≤ X ≤ b}) =
∫ b

a

1
σ
√

2π
e−

1
2 ( x−µ

σ )2

dx,

calcolo che non si affronta direttamente poiché non si può calcolare esplicitamente
una primitiva della densità. Se abbiamo per esempio X ∼ N(4,9), come calcoliamo
P ({X ≤ 8})? Descriviamo il procedimento di calcolo.
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0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

X 

−4 −2 0 2 4 6 8 10 12
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

X(s) 

Figura 12.5 Calcolo della probabilità dell’evento {X ≤ 8} quando X ∼ N(4,9) e di

{X(s) ≤ (8− 4)/
√

9} : le probabilità sono uguali.

1. Passaggio alla standardizzata (si veda la Figura 12.5). Abbiamo che

P ({a ≤ X ≤ b}) = P({a− µ

σ
≤ X − µ

σ
≤ b− µ

σ
})
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= P({a− µ

σ
≤ X(s) ≤ b− µ

σ
}),

e nell’esempio P ({X ≤ 8}) = P ({X(s) ≤ 1}).

2. Risoluzione (utilizzando il fatto che X(s) ∼ N(0,1))

P({a− µ

σ
< X(s) ≤ b− µ

σ
}) =

∫ b−µ
σ

a−µ
σ

1√
2π

e−
1
2 z2

dz

= Φ(b− µ

σ
)− Φ(a− µ

σ
) ,

dove Φ è una primitiva di fN(0,1) (si è usato il Teorema Fondamentale del
Calcolo Integrale). Nell’esempio: P ({X ≤ 8}) = Φ(1)− Φ(−∞).

3. (La tavola di Φ) La funzione Φ non può essere calcolata esplicitamente.
Nelle tavole in Appendice C è stata riportata l’approssimazione numerica di
una primitiva. È stata scelta la più “comoda”, quella cioè per cui

Φ(x) = P ({X(s) ≤ x})

per ogni x. In particolare, avremo quindi che Φ(x) = 1− Φ(−x), Φ(−∞) = 0
e Φ(+∞) = 1.

Nell’esempio, P ({X ≤ 8}) = Φ(1)− Φ(−∞) ≈ 0.8413.

Proposizione 12.8 (Valore atteso e varianza di v.a. gaussiane) Sia X ∼
N(µ,σ2), allora E(X) = µ e V ar(X) = σ2.

Dimostrazione. Ricordiamo che fX(s)(t) = exp(−t2/2)/
√

2π. Pertanto

E(X(s)) =

∫ +∞

−∞
tfX(s)(t) dt =

∫ +∞

−∞
t

1√
2π

e
− 1

2 t2

︸ ︷︷ ︸
derivata di − e

− 1
2 t2

√
2π

dt

= [− e
− 1

2 t2

√
2π

]
+∞
−∞

︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.

Abbiamo quindi che

E(X) = E(σX(s) + µ) = E(σX(s)) + µ = σ E(X(s))︸ ︷︷ ︸
=0

+µ = µ.
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Dimostriamo ora che la varianza di X è σ2. Infatti

E((Xs)2) =

∫ +∞

−∞
t2fX(s)(t) dt =

∫ +∞

−∞
t2

1√
2π

e
− 1

2 t2
dt

= −
∫ +∞

−∞
t

− t√
2π

e
− 1

2 t2

︸ ︷︷ ︸
derivata di fX(s) (t) = e

− 1
2 t2

√
2π

dt

per parti = −( [tfX(s)(t)]
+∞
−∞︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫ +∞

−∞
fX(s)(t) dt)

=

∫ +∞

−∞
fX(s)(t) dt = 1.

Abbiamo quindi che

V ar(X) = V ar(σX(s) + µ) = V ar(σX(s)) = σ2V ar(X(s))

= σ2(E((X(s))2)︸ ︷︷ ︸
=1

−(E(X(s))︸ ︷︷ ︸
=0

)
2) = σ2(1− 02) = σ2.

Questo è il motivo della scelta di µ e σ2 come “etichette” dei parametri.

12.3.1 Un fenomeno ricorrente

Uno studioso sta osservando un fenomeno aleatorio X (per esempio di aggregazione)
al fine di capire quale sia il suo valore atteso µ = E(X). A tal fine ripete
l’esperimento n volte in condizioni identiche e osserva quindi gli n risultati indipendenti
X1,X2, . . . ,Xn. Per avere una stima del valore atteso di X ricorre alla media dei
risultati

Mn =
X1 + X2 + . . . + Xn

n
.

Si chiede, qual è la legge di distribuzione di Mn? Si può dimostrare, nel caso
gaussiano, il seguente risultato.
Proposizione 12.9 Se X1,X2, . . . ,Xn sono v.a. gaussiane indipendenti, la v.a.
Mn è gaussiana.

Inoltre, se n è “abbastanza grande”, qualunque sia la legge della v.a. X, la legge di
Mn assume andamento “a campana”, centrata in µ (valore atteso di X) e varianza
che si assottiglia per n che cresce, come si vede dalla Figura 12.6. Se consideriamo
M

(s)
n , ossia la standardizzata della media, allora per ogni n abbiamo E(M (s)

n ) = 0
e V ar(M (s)

n ) = 1. Abbiamo quindi che quando n è “abbastanza grande”, la legge
di M

(s)
n “tende” a una v.a. gaussiana (di media 0 e varianza 1).

Teorema 12.1 (Teorema del Limite Centrale) Sia X1, X2, . . . una succes-
sione di v.a. indipendenti tutte con valore atteso µ e varianza σ2. Allora

lim
n→∞

P ({a ≤ M (s)
n ≤ b}) = Φ(b)− Φ(a).
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Figura 12.6 Distribuzione “a campana” della media di 1,2,4,8 lanci di dado.

Nella Figura 12.7 si mostra il Teorema Limite Centrale attraverso il comportamento
descritto nell’esempio del dado.

Siano quindi X1, . . . ,Xn variabili aleatorie con valore atteso µ e varianza σ2.
Ora, ricordando che E(Mn) = µ e V ar(Mn) = σ2/n, il limite limn→∞ P ({a ≤
M

(s)
n ≤ b}) = Φ(b)− Φ(a), interpretato per n “abbastanza grande”, fornisce

P({a ≤ Mn − µ

σ

√
n ≤ b}) ≈ Φ(b)− Φ(a),

ossia

P({c ≤ Mn ≤ d}) ≈ Φ(d− µ

σ

√
n)− Φ(c− µ

σ

√
n).

Abbiamo infatti

P ({c ≤ Mn ≤ d}) = P({c− µ

σ

√
n ≤ Mn − µ

σ

√
n ≤ d− µ

σ

√
n})

= P({c− µ

σ

√
n ≤ M (s)

n ≤ d− µ

σ

√
n})

≈ Φ(d− µ

σ

√
n)− Φ(c− µ

σ

√
n).

Chiaramente da un punto di vista pratico ci interesseremo di n “abbastanza
grande” ma finito. Ma quanto grande deve essere n perché l’approssimazione
sia buona? Nella pratica si è visto che 30 v.a. indipendenti sono sufficienti, a meno
che il fenomeno osservato non sia “fortemente asimmetrico”. In tal caso occorrono
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Figura 12.7 Andamento “a campana” di M
(s)
n nel caso in cui ciascun Xi è il risultato di

un dado (n = 1,2,3,8): approssimazione con la curva gaussiana standard.

più osservazioni. Va precisato che tale valore è dovuto a considerazioni empiriche
più che analitiche (per esempio altri autori suggeriscono un valore maggiore, ossia
50).

Torniamo all’esempio del ricercatore che sta studiando il tasso di incidenza
di una malattia in una specie di animali a due mesi dalla nascita. La v.a. X
osservata rappresenta un fenomeno di Bernoulli di parametro p. In questo caso
possiamo precisare quanto detto prima: il teorema ha una buona approssimazione
se

np > 5, n(1− p) > 5,

ossia se n > 5/min(p,1− p). Per esempio, per p = 1/2 (moneta non truccata,
sesso del nascituro, . . . ) “bastano” n = 11 osservazioni per avere una buona
approssimazione, mentre per p = 1/50 (o p = 49/50) occorrono almeno n = 51
osservazioni per avere una buona approssimazione. Questo è dovuto alla forte
asimmetria, ossia la distribuzione è molto “sbilanciata” da una parte o dall’altra:
nel caso p = 1/50, abbiamo infatti che P ({X = 0}) = 49/50 À 1/50 = P ({X =
1}), mentre nel caso p = 49/50 abbiamo che P ({X = 0}) = 1/50 ¿ 49/50 =
P ({X = 1}).
Osservazione 12.3 Se indichiamo con Sn = X1 + . . . + Xn la somma delle v.a.
osservate, abbiamo che Mn = Sn

n e quindi

Sn = n (σM (s)
n + µ)︸ ︷︷ ︸
=Mn

.

Ora, se n è “abbastanza grande”, M
(s)
n ≈ N(0,1) e quindi Sn ≈ N(nµ,nσ2).
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Nella Tabella 12.1 riepiloghiamo i risultati ottenuti sull’approssimazione dovuta al
Teorema Limite Centrale.

Legge di Legge di
Xi v.a. ind. Sn = X1 + · · ·+ Xn Mn = X1+···+Xn

n

E(Xi) = µ
V ar(Xi) = σ2 Sn ≈ N(nµ,nσ2) Mn ≈ N(µ,σ2

n )

Tabella 12.1 Riepilogo dei risultati ottenuti per qualunque fenomeno quando n
“abbastanza grande”.

Nella Tabella 12.2 riepiloghiamo i risultati ottenuti sull’approssimazione delle
sequenze bernoulliane.

Legge di Legge di
Sn = X1 + · · ·+ Xn Mn = X1+···+Xn

n

Sn ∼ B(n,p) no successi in n prove frequenza successi in n prove

np > 5
n(1− p) > 5 Sn ≈ N(np,np(1− p)) Mn ≈ N(p,p(1−p)

n )

n molto grande
p piccolo

Sn ≈ Poiss(λ)
(dove p = λ/n)

Tabella 12.2 Riepilogo dei risultati ottenuti per sequenze bernoulliane.

12.4 Fenomeni di sopravvivenza

Abbiamo già visto due fenomeni di sopravvivenza. Il primo, che dava origine a una
legge geometrica, era il tempo di vita (arrivo del primo successo) in una sequenza
bernoulliana. Il secondo, che dava origine a una legge esponenziale, era il tempo
di vita (arrivo del primo successo) in un processo poissoniano. Vediamo ora di
studiare e capire meglio questi due fenomeni particolari.

12.4.1 Dai casi precedenti: il non invecchiamento

Problema 12.4 Supponiamo di avere una lavatrice il cui tempo di vita, ossia il
tempo in cui avviene il primo guasto, espresso in anni, segue una legge geometrica
di parametro p = 1/5. Qual è la probabilità che non abbia guasti nei primi tre
anni? E qual è la probabilità che non abbia guasti nei prossimi tre anni, sapendo
che non ne ha avuti nei suoi primi 10 anni?
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Soluzione. La v.a. osservata X è il tempo di arrivo del primo guasto, ossia
X ∼ G(1/5). La probabilità che il primo guasto arrivi all’n-esimo anno è data da

P ({X = n}) =
1

5
(4

5
)

n−1

.

Formalizziamo gli eventi:

A = “la lavatrice non ha guasti nei primi 3 anni” = {X > 3}
B = “la lavatrice non ha guasti nei primi 10 anni” = {X > 10}
C = “la lavatrice non ha guasti nei primi 13 anni” = {X > 13}.

Il testo ci chiede di calcolare P (A) e P (C|B). Abbiamo che

P (A) = P ({X > 3}) = (4

5
)

3

,

P (C|B) =
P (BC)

P (B)
=

P ({X > 13,X > 10})
P ({X > 10})

notiamo che {X > 13,X > 10} = {X > 13} infatti se la la lavatrice non ha guasti nei
primi 13 anni, sicuramente non ne ha avuti nei primi 10 –abbiamo cioè C ⊆ B–

P (C|B) =
( 4

5
)
13

( 4
5
)
10 = (4

5
)

3

ossia
P ({X > 13}|{X > 10}) = P ({X > 3}).

La lavatrice (meglio, la legge geometrica) non “invecchia”: sapere che ha già vissuto 10
anni non mi fa aspettare che abbia un guasto con probabilità maggiore.

Definizione 12.9 Se X è un tempo di vita discreto, diremo che X ha “assenza
di memoria” (o “non invecchia”) se vale che

P ({X > n + m} | {X > m}) = P ({X > n}), (12.2)

per ogni m,n interi.

Abbiamo già mostrato come vedere che una v.a. geometrica X ha assenza di
memoria. Mostriamo ora che se X ha assenza di memoria, è sicuramente una
v.a. geometrica di parametro p = 1 − P ({X > 1}), ottenendo quindi la seguente
caratterizzazione.

Teorema 12.2 (Caratterizzazione della legge geometrica) Sia X un tempo
di vita discreto. X ha “assenza di memoria” se e solo se X ∼ G(p).

Dimostrazione. Escludendo il caso formalmente possibile ma poco significativo in
cui p = 1, abbiamo che

P ({X > 1}) > 0.

Sia quindi p = 1− P ({X > 1}) e quindi, sostituendo m = n = 1 nella (12.2) otteniamo

P ({X > 2} | {X > 1}) = P ({X > 1}),
e quindi

P ({X > 2})
P ({X > 1}) = P ({X > 1}),

ossia
P ({X > 2}) = (P ({X > 1}))2 = (1− p)2.
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Sostituiamo ora m = 1 e n = 2 nella (12.2). Otteniamo

P ({X > 3} | {X > 1}) = P ({X > 2}).
Abbiamo che

P ({X > 3})
P ({X > 1}) = P ({X > 2}),

ossia
P ({X > 3}) = P ({X > 1})P ({X > 2}) = (1− p)3.

Per induzione, si ottiene che per ogni n

P ({X > n}) = (1− p)n,

che caratterizza una la legge di una v.a. geometrica di parametro p.

Il procedimento appena fatto può essere seguito anche per le variabili continue
ottenendo il seguente risultato.

Teorema 12.3 (Caratterizzazione della legge esponenziale)
Sia X un tempo di vita continuo. X ha “assenza di memoria”, ossia

P ({X > t + s} | {X > t}) = P ({X > s}) per ogni t,s ≥ 0,

se e solo se X ∼ Exp(λ).

12.4.2 Funzioni di sopravvivenza

Il tempo di guasto della lavatrice è in generale un fenomeno che ha memoria:
la lavatrice invecchia, a differenza di quanto assunto nel Problema 12.4. Chiediamoci:
se abbiamo una distribuzione, quale strumento ci mostra l’invecchiamento? Invecchiare
vuol dire che la probabilità di rottura in questo anno, sapendo che la lavatrice è
“vecchia” (ossia ha già vissuto n anni), cresce col tempo. Formalizziamo: se X è
il tempo di vita della lavatrice, allora

An = { la lavatrice ha già vissuto n anni } = {X > n}
(ossia ha già vissuto n anni vuol dire che si romperà dopo n) e

Bn = { la lavatrice si rompe quest’anno } = {X = n + 1};
l’invecchiamento si esprimerà dicendo che la funzione

hX(n + 1) = P (Bn|An) =
P (BnAn)
P (An)

=
P ({X = n + 1})

P ({X > n})
ossia

hX(n) =
P ({X = n})

P ({X ≥ n− 1})
è crescente. Questa funzione è detta hazard rate. La funzione H(n) = P ({X > n})
al denominatore è detta funzione di sopravvivenza).

Se abbiamo una v.a. geometrica (ossia X ∼ G(p)), abbiamo che

hX(n + 1) =
pqn

qn
= p,



Modelli probabilistici 67

ossia non c’è invecchiamento per una v.a. geometrica (come avevamo già detto)
essendo l’hazard rate costante. Analogamente, nel caso continuo, si definisce per
t > 0,

hX(t) =
fX(t)

P ({X > t}) .

Se X è una v.a. esponenziale (ossia X ∼ Exp(λ)) abbiamo detto che non c’è
invecchiamento. Infatti otteniamo

hX(t) =
λe−λt

e−λt
= λ.

Esempio 12.8 (Roulette russa) Il gioco della roulette russa ha invecchiamento.
Calcoliamo l’hazard rate per una roulette russa a sei colpi. Ciascuno dei 6 colpi,
prima di iniziare il “gioco”, ha la stessa probabilità di uscire: se Y rappresenta il
colpo “vero”, Y può assumere un qualsiasi valore tra 1 e 6 con probabilità 1/6. La
funzione di sopravvivenza vale HY (n) = P ({Y > n}) = (6− n)/6. Abbiamo che

hY (n) =
1
6

6−(n−1)
6

=
1

7− n
.

Si osserva subito che la funzione è crescente (c’è invecchiamento!). In particolare
hY (5) = 1/2 significa che, sapendo che i primi 4 colpi sono andati a vuoto ({Y > 4}
significa proprio che il tempo di vita è superiore a 4) il 5o colpo ha probabilità 1/2
di essere quello vero (infatti, o è lui o è il 6o!).

Esercizi

Esercizio 12.1 Calcolare

P ({X < 1}) P ({X ≤ 1}) P ({X > 1}) P ({X > 3}) P ({2 ≤ X < 5})
nei seguenti casi:
(i) X ∼ B(10,1/2), (ii) X ∼ B(10,1/4), (iii) X ∼ G(1/2), (iv) X ∼ G(1/4),
(v) X ∼ Exp(1/2), (vi) X ∼ Exp(2), (vii) X ∼ Poiss(1/2), (viii) X ∼ Poiss(2),
(ix) X ∼ N(0,1), (x) X ∼ N(1,1), (xi) X ∼ N(1,4), (xii) X ∼ N(2,4).

Esercizio 12.2 Facendo uso delle tavole si determini

1. il valore di P ({|X − 3| < 1})

2. il valore di c per cui P ({|X − 3| < c}) = 0. 9973

3. il valore di c per cui P ({X < c}) = 0. 9772

nei seguenti casi

(i) X ∼ N(3,4),

(ii) X ∼ N(3,2),

(iii) X ∼ N(3,1).
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Esercizio 12.3 Un’informazione viaggia su internet e c’è il rischio che giunga a destinazione
con qualche errore. Un codice viene utilizzato per capire se l’informazione è arrivata
integra o con errori, il suo risultato respinge il pacchetto di informazioni o lo lascia
passare. Si formalizzi il problema in termini di fenomeni dicotomici.

(i) Sapendo che il 7% delle informazioni arrivano con qualche errore al codice e l’8%
di tutte le informazioni viene respinto dal codice, si calcoli la probabilità che un
informazione non corretta venga respinta dal codice, nei due casi seguenti.

1. La probabilità che un’informazione che non passa il codice sia non corretta è
0.8.

2. (senza conoscere il precedente punto 1) La probabilità che un’informazione
passi il codice e sia corretta è 0.91.

(ii) (senza conoscere il precedente punto (i)) Dopo aver migliorato il codice, un venditore
ci assicura che il codice respinge il 99. 9% delle informazioni che contengono errori.
Per testare il codice, vengono mandati 8000 pacchetti indipendenti di informazioni
con errori. Sia X la v.a. che conta il numero di pacchetti lasciati passare dal codice.

1. Dare la legge di X e determinarne due possibili approssimazioni.

2. Per la legge di X e le sue approssimazioni, calcolare la probabilità che non più
di 2 pacchetti passino il codice.

Esercizio 12.4 Una macchina confezionatrice riempie automaticamente delle confezioni
alimentari. Il peso dichiarato di ogni confezione è 125g.

(i) Il peso reale del contenuto (dovuto all’imprecisione della macchina) è una v.a.
normale di parametri µ = 125g e varianza 4g2. Calcolare la probabilità che una
confezione

1. contenga meno del peso dichiarato,

2. contenga meno di 120g,

3. contenga più di 122g.

(ii) Volendo essere più certi di soddisfare i clienti, il produttore decide di aumentare il
contenuto medio µ delle confezioni, non potendo agire sulla varianza (imprecisione
della macchina).

1. Si calcoli quale valore di µ deve scegliere il produttore, affinché la probabilità
che una confezione contenga meno del peso dichiarato sia 0. 1587. Ricalcolare
quindi la probabilità che una confezione

2. contenga meno di 120g,

3. contenga più di 122g.

Esercizio 12.5 Per misurare una distanza D incognita in maniera indiretta (per esempio
la distanza tra due pianeti), vengono progettate n misurazioni Xi indipendenti fatte nelle
stesse condizioni. Ciascuna misurazione ha valore atteso D e varianza 9. La distanza che
alla fine si misura sarà la media Mn delle n misure fatte.

L’errore che alla fine viene commesso è quindi E = |Mn −D|. Quante misurazioni
vanno ripetute se si vuole che l’errore sia inferiore a 0. 5 con probabilità 0. 9545?

Esercizio 12.6 Accendo 5 lampadine che hanno tutte tempo di vita, espresso in anni,
distribuito come una v.a. esponenziale di parametro λ = log(2).
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(i) Dopo un anno osservo quante lampadine sono rimaste accese. Sia quindi X la v.a.
che conta il numero di lampadine “ancora in vita” dopo 1 anno.

1. Qual è la distribuzione di X?

2. Trovare la probabilità che dopo un anno nessuna lampadina sia accesa.

3. Trovare la probabilità che dopo un anno almeno due lampadine siano accese.

(ii) Rifare i conti per 2 anni al posto di 1.

(iii) Rifare i conti per 2 anni con 10 lampadine.

Esercizio 12.7 Due compagnie aeree che volano sulla stessa tratta in orari simili si
contendono gli stessi 420 passeggeri. Ognuno di questi passeggeri vola da solo e non è
influenzato nelle sue scelte dagli altri e non ha preferenze (carte speciali) che lo leghi a
una delle due compagnie. La due compagnie decidono di accettare tutte le prenotazioni
che arrivano, cosicché ciascuno dei 420 passegeri prenota su una sola linea. Tutti e 420
passeggeri si presentano alla partenza. Scrivere la legge della v.a. X “numero di persone
che hanno prenotato sulla prima linea”. Se l’aereo della prima compagnia può portare
250 passeggeri, qual è la probabilità di overbooking? Per calcolare la probabilità, si
utilizzi un’opportuna approssimazione.∗Supponiamo ora che i 420 passeggeri volino a coppie. Scrivere la legge della v.a. Y
“numero di persone che hanno prenotato sulla prima linea”. Calcolare anche in questo
caso la probabilità di overbooking.

Esercizio 12.8 Trovare il valore atteso E(X) e la varianza V ar(X) quando X ∼ G(p)
e quando X ∼ Poiss(λ). Discutere i risultati ottenuti per i valori attesi confrontandoli
rispettivamente coi valori attesi di una v.a. di Bernoulli e una v.a. esponenziale.

Suggerimento: per la varianza trovare E(X2 − X) = E(X(X − 1)) =
∑

n n(n − 1)pX
n e

quindi calcolare V ar(X) = E(X(X − 1)) + E(X)− (E(X))2.

Esercizio∗ 12.9 Sia X il tempo di vita di un apparecchio elettrico espresso in anni.
Si supponga che la densità di probabilità di X sia data da

(i) fX(t) = t e−t2/2, 0 < t < +∞.

(ii) fX(t) =
2

π(1 + t2)
, 0 < t < +∞.

(iii) fX(t) =
1

2
√

10
√

10− t
, 0 < t < 10.

Per ciascuna di queste funzioni,

1. si verifichi che fX(t) può rappresentare una densità;

2. si calcoli la probabilità che l’apparecchio duri più di un anno senza guasti;

3. si trovi E(X);

4. si calcoli l’hazard rate hX(t). L’apparecchio “invecchia” o “ringiovanisce”?

Suggerimento per il punto 3: ricordarsi che se Y ∼ N(0,1) abbiamo che E(Y 2) = 1, ovvero

E(Y 2) =

∫ +∞

−∞
y2 1√

2π
e
− y2

2 dy = 1.





13
Campionamento statistico

e descrizione dei dati

13.1 Le problematiche della statistica

Nel capitolo precedente abbiamo studiato come vari fenomeni casuali si possono
presentare a chi li osserva accadere. Abbiamo supposto la legge nota e abbiamo
visto come trovare la probabilità di vari eventi.
Supponiamo ora di trovarci nella situazione opposta: vogliamo capire la legge di
un fenomeno (o il legame tra più fenomeni) osservandolo accadere.

Esempio 13.1 (Distribuzione ricchezza in una città) In una città vogliamo
studiare come si distribuisce la ricchezza nella popolazione e da cosa dipenda:
sesso, età, nazione di provenienza, quartiere di residenza, . . .

Il nostro studio si compone dei seguenti passaggi.

1. Identificazione dello scopo principale. In ogni studio ci sono diversi
fenomeni che vengono osservati, alcuni dei quali possono portare a risultati inattesi.
Per esempio, studiando da quali fattori viene influenzata la distribuzione della
ricchezza nella nostra città, potremmo anche scoprire che l’immigrazione da qualche
nazione è principalmente giovanile, mentre da un’altra nazione arrivano solo persone
in età avanzata. . . Un buono studio deve partire sapendo bene qual è lo scopo
principale dello studio stesso (nell’esempio, la distribuzione della ricchezza nella
popolazione della città).

2. Identificazione della popolazione. È importante, subito dopo aver identificato
lo scopo principale (e gli eventuali scopi secondari), identificare la popolazione
che si vuole analizzare. Nell’esempio, la popolazione è la popolazione della città:
cosa vuol dire? Tutti i residenti, tutti gli abitanti (occasionali o stabili), tutti
i lavoratori (pendolari o meno)? Chiaramente il risultato che si ottiene dipende
dalla popolazione scelta. Occorre quindi che chi fa lo studio sappia bene con quale
popolazione ha deciso di lavorare.

3. Campionamento. Una volta scelto scopo e popolazione, chi conduce lo
studio passa alla raccolta dei dati. Il fine principale del campionamento è quello
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di raccogliere dati di un fenomeno che rappresentino qualitativamente il fenomeno
stesso.

I principali errori di uno studio sono dovuti a un campionamento con errori
sistematici: qualora facessimo interviste solo in una zona della città (perché più
facilmente raggiungibile) avremmo dei dati “che non rappresentano bene l’intera
popolazione in esame”. Analogamente, se uno studio misura il grado di inquinamento
delle acque dei canali di una zona coltivata nella stagione successiva alla fertilizzazione,
i dati rappresentano bene “il grado di inquinamento delle acque dei canali di
una zona coltivata nella stagione successiva alla fertilizzazione” non “il grado di
inquinamento delle acque dei canali”.

Chi conduce il campionamento deve annotare tutte le condizioni in cui osserva
ciascun fenomeno accadere. È buona cosa raccogliere i dati in una tabella come
mostrato nella Tabella 13.1.

Osservazione I fenomeno II fenomeno III fenomeno I condizione . . .

1 . . . . . . . . . . . . . . .
2 . . . . . . . . . . . . . . .
3 . . . . . . . . . . . . . . .
4 . . . . . . . . . . . . . . .
5 . . . . . . . . . . . . . . .
..
.

..

.
..
.

..

.
..
.

..

.

Tabella 13.1 Esempio di raccolta dati.

Nelle tabelle i fenomeni osservati e le condizioni di osservazione sono indicati dalle
colonne mentre le righe rappresentano le osservazioni del fenomeno.

La prima colonna di norma rappresenta un codice univoco1 che rappresenta
l’osservazione; può essere utile quando, avendo una gran mole di dati, notiamo
che qualche osservazione si distanzia molto dalle altre osservazioni (per esempio
la 324). A questo punto, ci chiediamo: questa “anomalia” è dovuto alla casualità
dell’osservazione, a un errore di misurazione o è una caratteristica del fenomeno
osservato? Per rispondere a questa domanda, se è possibile, chiamiamo il centro
raccolta dati e diciamo di ripetere lo studio nelle condizioni dell’osservazione 324.

La Tabella 13.2 mostra come vengono quindi annotati i dati raccolti dell’Esempio 13.1.

Osservazione Reddito Sesso Nazionalità Quartiere Età . . .
(EUR) (M/F 1/0) (Sigla) di residenza (anni) . . .

1 15.142 1 I hinterland 29 . . .
2 40.280 1 I residenziale 42 . . .
3 20.032 0 UK hinterland 33 . . .
4 23.222 1 SA hinterland 45 . . .
..
.

..

.
..
.

..

.
..
.

..

.
..
.

Tabella 13.2 Dati raccolti per la distribuzione della ricchezza in una città.

1Il codice univoco è anche importante per la gestione dati in un database.
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4. Descrizione dei dati. Non sempre conoscere un grande numero di informazioni
è garanzia per trarre immediatamente conclusioni. Chiediamoci se abbiamo intervistato
troppi “under 40” o “over 50”. È difficile ricavare “a occhio” questa informazione
dalla lettura della tabella. Per descrivere i dati raccolti, utilizzeremo degli indici
(numeri) e dei grafici. Nella Figura 13.1 il grafico aiuta alla risposta più della
tabella intera di dati.

> 50 
< 40 

40−50 

Figura 13.1 Grafico a torta della distribuzione dell’età divisa nei tre gruppi in esame.

Riassumendo, nel grafico abbiamo meno informazioni che nella tabella (dove
abbiamo tutte le età), ma visualizziamo l’informazione che ci interessa.

5. Ipotesi. Dall’osservazione dei dati, attraverso indici o grafici, può essere
emerso una conferma qualitativa dello scopo principale dello studio. Inoltre,
potremmo accorgerci di fenomeni secondari “interessanti” che i dati rivelano.
Tutto ciò ci porta a un’ipotesi sul comportamento dei dati che non sia dovuto
al caso (al campionamento) ma che sia una legge del fenomeno osservato.

6. Analisi Statistica. Lo strumento che rende valida la nostra ipotesi (la
conferma) è l’analisi statistica dei dati. Di questo ci occuperemo nel prossimo
capitolo.

13.2 Campionamento

Il metodo per fare un buon campionamento prevede che a ogni osservazione ciascun
membro della popolazione abbia la stessa probabilità di essere scelto. In tal caso
il campione viene detto randomizzato o casuale.

In questo modo, effettuando la i-esima osservazione Xi, questa sarà indipendente
dalle precedenti. Inoltre, tutte le osservazioni avranno la stessa legge (che è quella
del fenomeno X osservato).

Definizione 13.1 (Campione) Un campione di ampiezza n per un fenomeno
casuale X (o per una popolazione con legge X) è una n-upla di osservazioni
X1, . . . ,Xn indipendenti e tutte con la stessa legge, ossia X1 ∼ X, X2 ∼ X,
. . . , Xn ∼ X.
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Cos̀ı, diremo che la seconda colonna della Tabella 13.2 è un campione della ricchezza
della popolazione della città se in ogni osservazione ciascun membro della popolazione
ha avuto la stessa probabilità di essere scelto.

Supponiamo ora che lo studio fosse mirato a mostrare che la ricchezza è
maggiore nel piccolo quartiere residenziale rispetto al grande hinterland. Se prendiamo
un campione randomizzato, a ogni osservazione ciascun membro della popolazione
ha la stessa probabilità di essere scelto. Cos̀ı per avere una trentina di dati
del quartiere residenziale dobbiamo fare una raccolta di dati enorme e i costi
potrebbero essere proibitivi. Siamo quindi costretti a dividere la popolazione in
due “strati” (residenziali/hinterland) e per ciascuno di essi effettuare un campionamento
(per esempio 30 residenziali e 40 dell’hinterland).

Il campionamento stratificato viene perciò effettuato quando si studia un
fenomeno che supponiamo o conosciamo essere influenzato da un certo fattore
presente nella popolazione.

Lo svantaggio del campionamento stratificato è che perdiamo di vista l’intera
popolazione: la tabella con i nostri dati non è più rappresentativa della popolazione
(in proporzione ci sono “troppi dati” della zona residenziale). Abbiamo di fatto
diviso la popolazione intera in due sotto-popolazioni (residenziale/hinterland). La
nostra tabella dati va quindi pensata “divisa in due” come mostra la Tabella 13.3.

Osservazione Reddito . . . Quartiere . . .
(EUR) . . . di residenza . . .

1 15.142 . . . hinterland . . .
3 20.032 . . . hinterland . . .
4 23.222 . . . hinterland . . .
...

...
...

...
...

Osservazione Reddito . . . Quartiere . . .
(EUR) . . . di residenza . . .

2 40.280 . . . residenziale . . .
7 43.235 . . . residenziale . . .
.
..

.

..
.
..

.

..
.
..

Tabella 13.3 Dati raccolti con campionamento stratificato.

Definizione 13.2 (Campione stratificato) Un campione stratificato con m
strati è la composizione di m campioni fatti su m popolazioni diverse, identificate
da ciascun strato.

Notiamo infine che all’atto pratico il campionamento stratificato è il più usato,
perché permette di utilizzare le informazioni già in possesso o a disposizione.
Nell’esempio appena proposto, all’anagrafe è possibile trovare quante persone
vivono nell’hinterland e quante nel quartiere residenziale e quindi il fenomeno
aleatorio “quartiere di residenza” ha legge nota (e quindi non significativo nello
studio).

Vi sono anche campionamenti non probabilistici. La mancanza del “caso”
impedisce di utilizzare su questi ultimi tecniche probabilistiche. D’ora innanzi,
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consideriamo sempre campioni probabilistici di una popolazione o più campioni
provenienti da popolazioni diverse (includendo cos̀ı i campionamenti stratificati).

13.2.1 Campionamento e leggi di probabilità

Un ricercatore raccoglie un campione di osservazioni di un esperimento. Studieremo
i seguenti casi.

• Il ricercatore ha un numero enorme di dati. In questo caso la legge del
fenomeno è bene approssimata dai dati stessi. Di questo ce ne occuperemo
nel prossimo paragrafo.

• Il ricercatore ha un numero di dati che non gli consente di approssimare bene
la legge del fenomeno (questo è il caso reale in cui si trovano tutti i ricercatori).
A questo punto può solo stimare dei parametri della legge, anziché tutta la
legge.

Quest’ultimo approccio, a prima vista, è riduttivo. Come facciamo a “prevedere”
il comportamento di un fenomeno di cui non conosciamo la legge sapendone solo
dei parametri?

Esempio 13.2 (Tempo di attivazione di un processo chimico) Un ricercatore
sta osservando il tempo di attivazione X di un particolare processo chimico. A tal
proposito esegue 10 volte l’esperimento nelle stesse condizioni e raccoglie i seguenti
dati

2.98 1.6 3.51 0.3 0.65 0.18 1.22 2.20 4.24 4.76.

Si chiede quindi se può stimare la probabilità dell’evento {X > 2}.
Il ricercatore ha 10 dati provenienti da una legge “incognita”. Ma è proprio

vero che non sa nulla di questa legge? Il fenomeno osservato è il tempo di
attivazione di un processo chimico. È quindi un “tempo di vita” continuo (ossia
misuro il periodo di tempo in cui il fenomeno rimane non attivo).

Il ricercatore ipotizza di osservare una v.a. esponenziale di parametro λ.
Questo è il punto più delicato: i fenomeni “tempi di vita” sono molti (con o senza
memoria, discreti, continui, . . . ) e se ne sta scegliendo uno preciso per descrivere
il fenomeno. Il ricercatore ha quindi evidenze che il tempo di attivazione “non ha
invecchiamento” (evidenze che vengono dalla conoscenza chimica del fenomeno),
poiché abbiamo mostrato che la v.a. esponenziale è caratterizzata dall’assenza
di memoria. Anche questo processo di modellizzazione può essere “testato” con
metodi statistici. Non ci occuperemo di questo, e supporremo quindi che il modello
probabilistico del fenomeno sia dato (nell’esempio, da conoscenze chimiche).

Tornando quindi all’esempio, il ricercatore osserva un campione X1, . . . ,X10
proveniente da una distribuzione esponenziale di parametro λ. Saper stimare il
parametro λ vorrà quindi dire saper stimare “tutta la legge del fenomeno”. Come
vedremo, una stima λ̂ di λ è 0.46. Attraverso la formula valida per v.a. esponenziali

P ({X > 2}) = e−λ·2 ,

il ricercatore potrà quindi stimare la probabilità dell’evento {X > 2} (ossia qual
è la probabilità stimata, qui indicata con P̂ , che non si attivi il processo chimico
nell’intervallo di tempo [0,2]) attraverso la stima

P̂ ({X > 2}) = e−λ̂·2 = e−0.46·2 ≈ 0.4.
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Rimane quindi una domanda: quale è un “buon” metodo per stimare i parametri
di una distribuzione data sulla base di un campione? Nel nostro esempio, come
abbiamo trovato λ̂?

Definizione 13.3 (Stimatore e stima) Uno stimatore ϑ̂ per un parametro ϑ di
un modello dato è una funzione del campione

ϑ̂ = ϑ̂(X1, . . . ,Xn).

Diremo che uno stimatore ϑ̂ è consistente se al crescere dell’ampiezza del campione

V ar(ϑ̂) → 0.

Diremo inoltre che uno stimatore è non distorto se

E(ϑ̂) = E(ϑ̂(X1, . . . ,Xn)) = ϑ,

mentre uno stimatore è asintoticamente non distorto se

lim
n→∞

E(ϑ̂) = ϑ.

La stima ϑ̂ per un parametro ϑ è il valore assunto per una determinata osservazione
di X1, . . . ,Xn. Qualora ho osservato i risultati X1 = x1, . . . ,Xn = xn, la stima di
ϑ è quindi

ϑ̂ = ϑ̂(x1, . . . ,xn) .

Osservazione 13.1 Abusando del linguaggio, dove fosse necessario, useremo stima
anche per indicare stimatore, facilitando cos̀ı la lettura.

Analizziamo la definizione appena data per comprenderne i concetti implicati. A
prima vista, uno stimatore è solo una funzione di n v.a. Tuttavia lo stimatore,
rispetto alla definizione di funzione di n v.a., porta con sé le seguenti problematiche.

• C’è un parametro ϑ da stimare.

• C’è un campione.

• ϑ̂ è una funzione per ogni ampiezza n del campione.2

Chiaramente una stima non distorta è asintoticamente non distorta, poiché il limite
della successione costante delle medie è la costante stessa. Tuttavia cosa vuol dire
che la stima è consistente e asintoticamente non distorta?

• Abbiamo già visto che la varianza esprime la “distanza” della distribuzione
dal suo valore atteso. La consistenza di una stima ci assicura quindi che,
al crescere della dimensione del campione n, la stima ϑ̂ sarà “vicina” al suo
valore atteso E(ϑ̂).

2Potremmo dire che ϑ̂ è una sequenza di funzioni di un campione per “stimare” ϑ.
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• La non distorsione esprime invece il fatto che E(ϑ̂) = ϑ.

Se una stima è quindi consistente e non distorta, al crescere della dimensione del
campione n, la stima ϑ̂ sarà “vicino” a ϑ, che è proprio il parametro che dobbiamo
stimare!

La asintotica non distorsione garantisce che possiamo considerare ϑ̂ non distorto
a meno di un ε di errore e per un campione sufficientemente grande (definizione di
limite!), ossia al crescere della dimensione del campione n, la stima ϑ̂ sarà “vicina”
al parametro ϑ da stimare.

Per riprendere questo concetto con la notazione della convergenza in probabilità,
enunciamo la seguente proposizione.

Proposizione 13.1 Sia ϑ̂ una stima consistente e asintoticamente non distorta.
Allora per ogni η > 0

P ({ |ϑ̂− ϑ| > η }) −→
n→∞

0.

Dimostrazione. Sia η fissato. Dalla disuguaglianza triangolare,

|ϑ̂− E(ϑ̂)| ≤ η/2

|E(ϑ̂)− ϑ| ≤ η/2

}
=⇒ |ϑ̂− ϑ| ≤ η .

Ora, l’asintotica non distorsione implica che per “n grande” (ossia, nel limite, ∀n > n0)

è vero che |E(ϑ̂)− ϑ| ≤ η/2. Per n grande (n > n0) avremo quindi che

|ϑ̂− E(ϑ̂)| ≤ η/2 =⇒ |ϑ̂− ϑ| ≤ η ,

ovvero, in termini di eventi,

{|ϑ̂− ϑ| ≤ η} ⊇ {|ϑ̂− E(ϑ̂)| ≤ η/2} .

Passando ai complementari

{|ϑ̂− ϑ| > η} ⊆ {|ϑ̂− E(ϑ̂)| > η/2} ,

e quindi ricordando la disuguaglianza di Chebyschev,

P ({|ϑ̂− ϑ| > η}) ≤ P ({|ϑ̂− E(ϑ̂)| > η/2})≤ V ar(ϑ̂)

η2/4

ipotesi cons. ϑ̂︷ ︸︸ ︷
−→

n→∞
0 .

Esempio 13.3 (Stima del valore atteso) Sia X1, . . . ,Xn un campione di un
modello che ha valore atteso E(X) = µ e varianza V ar(X) = σ2. Abbiamo già
visto che

E(Mn) = µ, V ar(Mn) =
σ2

n
−→

n→∞
0.

Possiamo quindi affermare che la stima

µ̂ = Mn =
X1 + · · ·+ Xn

n

è consistente e non distorta per µ = E(X), qualunque sia il modello scelto.
Ogni volta che dovremo quindi stimare il valore atteso µ di un qualsiasi modello,
sceglieremo µ̂ = Mn.
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Esempio 13.4 (Stima della varianza) Sia X1, . . . ,Xn un campione di un modello
X che ha valore atteso E(X) = µ incognito e varianza V ar(X) = σ2. Vogliamo
stimare la varianza σ2. Ricordando che la varianza è

V ar(X) = E((X − E(X))
2) = E((X − µ)2),

cioè il valore atteso del quadrato della distanza di X dal suo valore atteso, partiamo
dalla quantità

SS =
n∑

i=1

(Xi −Mn)2,

che somma i quadrati delle distanze del campione dalla stima Mn di µ (dove SS
sta per “Sum of Squares”).

Dimostriamo che E(SS) = (n− 1)σ2.

E(SS) = E(∑n
i=1(Xi −Mn)2) = E(∑n

i=1[(Xi − µ) + (µ−Mn)]2)

= E(∑n
i=1[(Xi − µ)− (Mn − µ)]2)

= E(∑n
i=1[(Xi − µ)2 + (Mn − µ)2 − 2(Xi − µ)(Mn − µ)])

= E(∑n
i=1(Xi − µ)2 +

∑n
i=1(Mn − µ)2 − 2

∑n
i=1(Xi − µ)(Mn − µ))

= E(∑n
i=1(Xi − µ)2) + E(∑n

i=1(µ−Mn)2)
−E(∑n

i=1 2(Xi − µ)(Mn − µ))

=
∑n

i=1 E((Xi

−E(X)︷︸︸︷
−µ )2)

︸ ︷︷ ︸
=V ar(X)=σ2

+
∑n

i=1 E((Mn

−E(Mn)︷︸︸︷
−µ )2)

︸ ︷︷ ︸
=V ar(Mn)= σ2

n

−E(∑n
i=1 2(Xi − µ)(Mn − µ))

= nσ2 + n
σ2

n
− E(2(Mn − µ)[

n∑
i=1

(Xi − µ)])

e poiché
∑n

i=1 Xi = nMn, ossia
∑n

i=1(Xi − µ) = n(Mn − µ),

E(SS) = nσ2 + σ2 − E(2n(Mn − µ)2) = nσ2 + σ2 − 2nE((Mn − µ)2)

= nσ2 + σ2 − 2n
σ2

n
= (n− 1)σ2.

Una stima non distorta per σ2, qualunque sia il modello X, è data quindi da

S2 =
∑n

i=1(Xi −Mn)2

n− 1
=

(X1 −Mn)2 + · · ·+ (Xn −Mn)2

n− 1
.

Mostriamo ora che S2 è consistente.
Prendiamo le v.a.

Y1 = (X1 − µ)2, . . . ,Yn = (Xn − µ)2 .
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Le v.a. cos̀ı costruite hanno tutte la legge di Y = (X − µ)2 e sono indipendenti poiché lo
sono X1, . . . ,Xn. Infatti, per esempio, se µ = 0,

P ({Y1 ≤ 1,Y2 ≤ 2}) = P ({−1 ≤ X1 ≤ 1,−
√

2 ≤ X2 ≤
√

2})
= P ({−1 ≤ X1 ≤ 1})P ({−

√
2 ≤ X2 ≤

√
2}) = P ({Y1 ≤ 1})P ({Y2 ≤ 2}) .

Indichiamo con

MY
n =

Y1 + · · ·+ Yn

n
.

Abbiamo che
E(MY

n ) = E(Y ) = E((X − µ)2) = σ2.

La Legge dei Grandi Numeri ci assicura che V ar(MY
n ) tende a 0 per n grande, ossia che

la distanza tra MY
n e σ2 tende a 0. Calcoliamo ora la distanza tra (n − 1)S2/n e MY

n .
Abbiamo che

E((n− 1

n
S2 −MY

n )
2

) = E((
∑n

i=1(Xi −Mn)2

n
−

∑n
i=1(Xi − µ)2

n
)

2

)

=
1

n2
E((∑n

i=1(Xi −Mn)2 −∑n
i=1(Xi − µ)2)

2)

=
1

n2
E((nM2

n − 2
∑n

i=1 Xi︸ ︷︷ ︸
=nMn

(Mn − µ)− nµ2)
2)

=
1

n2
E(n2(M2

n − 2Mn(Mn − µ)− µ2)
2)

= E((− (Mn − µ)2)
2) = E((Mn − µ)4)

=
1

n4
E((∑n

i=1(Xi − µ))
4)

Zi = (Xi − µ) =
1

n4
E((

n∑
i=1

Zi)
4).

Lo sviluppo della potenza quarta, il fatto che le variabili Zi siano indipendenti e il fatto
che E(Zi) = 0 per ogni i mostrano (con calcoli non semplici) che

1

n4
E((

n∑
i=1

Zi)
4) −→

n→∞
0 .

Abbiamo quindi mostrato che la distanza tra (n − 1)S2/n e MY
n tende a 0. Poiché

(n− 1)/n tende a 1, abbiamo che (n− 1)/nS2 tende a S2. Abbiamo quindi dimostrato
la tesi, poiché la distanza tra S2 e σ2 tende a 0 per n → +∞ in quanto tendono a 0 le
distanze tra S2 e (n− 1)S2/n, tra (n− 1)S2/n e MY

n e tra MY
n e σ2.

Ogni volta che dovremo stimare la varianza σ2, sceglieremo quindi la stima σ̂2 = S2

data da

S2 =
∑n

i=1(Xi −Mn)2

n− 1
,

qualunque sia il modello dato.

Si può inoltre dimostrare che la coppia di stime (Mn,S2) è consistente e non
distorta per la coppia di parametri (µ,σ2) = (E(X),V ar(X)), ossia la “distanza”
di (Mn,S2) da (E(X),V ar(X)) tende a 0 per “n grande”. Come conseguenza degli
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ultimi due esempi e della definizione di funzione continua3, abbiamo il seguente
teorema.

Teorema 13.1 (Consistenza di g(Mn,S2)) Sia ϑ̂ = g(Mn,S2) una stima per
il parametro ϑ = g(E(X),V ar(X)) con g funzione continua.4Allora la stima ϑ̂ è
consistente e asintoticamente non distorta.

Come conseguenza della Proposizione 13.1 e del teorema precedente si può dimostr-
are il seguente corollario. Tuttavia ne presentiamo una dimostrazione indipendente
dal teorema, perché vogliamo mettere in luce il valore della continuità della funzione
g.

Corollario 13.1 Sia ϑ̂ = g(Mn,S2) una stima per il parametro

ϑ = g(E(X),V ar(X))

con g funzione continua. Allora per ogni η > 0

P ({ |g(Mn,S2)− g(E(X),V ar(X))| > η }) −→
n→∞

0.

Dimostrazione. Sia η fissato. Indichiamo con µ = E(X) e con σ2 = V ar(X). Dalla
continuità di g, esiste un δ > 0 tale che se (x,y) dista da (µ,σ) meno di δ, ossia

(x− µ)2 + (y − σ2)2 ≤ δ2

allora
|g(x,y)− g(µ,σ2)| ≤ η,

ovvero, in termini di eventi, sostituendo Mn a x e S2 a y

{(Mn − µ)2 + (S2 − σ2)2 ≤ δ2} ⊆ {|g(Mn,S2)− g(µ,σ2)| ≤ η}.
Passando ai complementari

{|g(Mn,S2)−g(µ,σ2)| > η} ⊆ {(Mn−µ)2+(S2−σ2)2 > δ2} ⊆ {(Mn−µ)2 > δ2},
e quindi,

P ({|g(Mn,S2)− g(µ,σ2)| > η}) ≤ P ({(Mn − µ)2 > δ2})

= P ({|Mn − µ| > δ})
Mn consistente︷ ︸︸ ︷

−→
n→∞

0 .

Torniamo all’esempio dell’inizio del paragrafo. La legge esponenziale dipende da
un parametro λ. Abbiamo visto che

E(X) = 1/λ

e quindi, se chiamiamo µ = 1/λ abbiamo che µ̂ = Mn è una stima consistente e
non distorta per µ. Stiamo però stimando λ e non µ. Utilizziamo quindi

λ̂ =
1
µ̂

=
1

Mn
=

n

X1 + · · ·+ Xn
.

3Una funzione g continua manda punti (x,y) vicini in valori g(x,y) vicini.
4È utile ricordare che abbiamo detto che ogni volta che parliamo di varianza di una v.a.

supponiamo che abbia senso parlarne. In questo caso stiamo supponendo che V ar(ϑ̂) < ∞.
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Con i dati che ha osservato, il ricercatore ottiene una stima λ̂ ≈ 0.46.
Anche se Mn è una stima non distorta e consistente per µ, tuttavia osserviamo

che λ̂ non è una stima non distorta per λ, poiché in generale

E(λ̂) = E(
1

Mn
) 6= 1

E(X)
=

1
1
λ

= λ.

Perché scegliamo proprio λ̂? Abbiamo detto che se prendiamo una funzione g
continua, allora anche la distanza tra g(Mn) e g(µ) tende a 0. Nel nostro caso
µ > 0 (poiché una v.a. esponenziale è positiva e λ > 0) e inoltre

g(x) =
1
x

infatti g(Mn) =
1

Mn
= λ̂

che è continua nel dominio x > 0. La stima λ̂ è quindi asintoticamente non distorta
e consistente.

Nel metodo che abbiamo usato si è quindi stimato λ del modello X nel
seguente modo:

• dato il modello X, abbiamo preso una caratteristica del modello che sappiamo
stimare e che è funzione del parametro λ incognito (nel nostro caso abbiamo
preso il valore atteso E(X) = µ = 1/λ = h(λ) che sappiamo stimare con Mn);

• h risulta invertibile e abbiamo chiamato g(x) = 1/x la sua inversa;

• λ̂ = g(Mn) è la stima scelta per λ per cui risulta g(E(X)) = λ;

• essendo g continua, λ̂ = g(Mn) “tende” (o è vicina) a g(E(X)) = λ quando
n è grande.

Quando, come nel nostro caso, la caratteristica che sappiamo stimare è E(X) (che
stimiamo con Mn) il metodo utilizzato è detto metodo dei momenti per la stima
di un parametro.

Esempio 13.5 (Computer multiprocessore) 10 computer sono dotati ciascuno
di m processori. Ogni computer è programmato per utilizzare il primo processore
finché questo non vada in guasto, poi utilizza il secondo processore finché questo
non vada in guasto, etc. . . Arrivato al guasto dell’ultimo processore il computer
emette un segnale di arresto. I segnali di arresto sono stati registrati

13.63 12.74 7.87 5.77 6.00 10.25 3.91 7.44 17.22 10.10 .

Supponendo che ciascun processore (non computer!) abbia tempo di guasto esponenziale
di parametro λ e che questo tempo non dipenda da quanto è successo agli altri
processori, qual è una stima di λ e m?

Studiamo ora un modello per il fenomeno osservato X “tempo del segnale di
arresto”. L’arresto avviene quando tutti gli m processori sono andati in guasto. Il
fenomeno X è quindi la somma dei tempi di guasto indipendenti degli m processori.
Ricordando che ogni esponenziale ha valore atteso 1/λ e varianza 1/(λ2), avremo
quindi che {

E(X) = m/λ

V ar(X) = m/λ2
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Risolviamo quindi il sistema {
Mn = m̂/λ̂

S2 = m̂/λ̂2

ottenendo {
λ̂ = Mn/S2

m̂ = M2
n/S2

Dai dati raccolti, Mn ≈ 9.5 e S2 ≈ 16.93, abbiamo che λ̂ ≈ 0.56 e m̂ = 5.33.
Poiché m è un numero intero (è il numero di processori), stimiamo che ciascun PC
abbia 5 processori e che la legge di vita di ciascun processore sia un’esponenziale
di parametro 0.56.

Ricordando che la variabile che conta il numero di “successi” Xt arrivati tra
0 e t è una Poisson di parametro λt, potremo stimare la probabilità che un PC
nuovo non si rompa prima di t = 10. Avremo infatti che {X > 10} = {X10 ≤ 4}
(ossia al massimo 4 processori si sono rotti prima di t = 10) e quindi

P̂ ({X > 10}) = P̂ ({X10 ≤ 4}) =
4∑

i=0

e−0.56·10 (0.56 · 10)i

i!
≈ 0.3422.

Generalizziamo il procedimento e capiamone la portata. Siamo partiti da due
stimatori Mn e S2 che sappiamo essere centrati in E(X) e V ar(X) e consistenti.
Se abbiamo quindi un modello che dipende dai due parametri a = E(X) e b =
V ar(X), usiamo â = Mn e b̂ = S2 per stimarli. E se i due parametri del modello
non sono a = E(X) e b = V ar(X)? Cerchiamo quindi un metodo che estenda la
stima â = Mn e b̂ = S2 ai casi generali in cui

{
E(X) = h1(a,b)
V ar(X) = h2(a,b)

Definizione 13.4 (Stima di due parametri incogniti) Una stima col metodo
dei momenti per la coppia di parametri (a,b) che soddisfano

{
E(X) = h1(a,b)
V ar(X) = h2(a,b)

è una coppia di stime (â,b̂) tali che
{

E(X) = E(h1(â,b̂))

V ar(X) = E(h2(â,b̂))

Data la definizione, come possiamo trovare gli stimatori â e b̂? Si prende
{

E(X) = h1(a,b)
V ar(X) = h2(a,b)

e si sostituisce E(X) con Mn e V ar(X) con S2, ottenendo il sistema
{

Mn = h1(â,b̂)

S2 = h2(â,b̂)
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nelle incognite â e b̂. Se il sistema è invertibile scriviamo
{

â = g1(Mn,S2)

b̂ = g2(Mn,S2)

ossia g1 e g2 soddisfano
{

Mn = h1( g1(Mn,S2) , g2(Mn,S2) )

S2 = h2( g1(Mn,S2) , g2(Mn,S2) )

{
â = g1( h1(â,b̂) , h2(â,b̂) )

b̂ = g2( h1(â,b̂) , h2(â,b̂) )

La coppia (â,b̂) è una stima col metodo dei momenti dei parametri a e b. Infatti,
per le relazioni appena introdotte

E(h1(â,b̂)) = E(h1(

=â︷ ︸︸ ︷
g1(Mn,S2) ,

=b̂︷ ︸︸ ︷
g2(Mn,S2) ))=E(Mn) = E(X),

e, analogamente,
E(h2(â,b̂)) = V ar(X).

Esse rappresentano proprio le due condizioni affinché (â,b̂) sia una stima con il
metodo dei momenti.

Inoltre, se g1 e g2 sono continue, il Teorema 13.1 garantisce che â e b̂ sono
stimatori non consistenti e asintoticamente non distorti per i parametri a e b
rispettivamente. Abbiamo quindi mostrato che

Teorema 13.2 Siano

â = g1(Mn,S2) , b̂ = g1(Mn,S2)

le stime col metodo dei momenti per due parametri a e b. Se le gi sono continue,
le stime â e b̂ sono consistenti e asintoticamente non distorte. Inoltre, se g1 è
lineare, â è non distorto (analogamente, se g2 è lineare, b̂ è non distorto).

Riassumendo:

• la continuità di g dà la consistenza della stima (poiché (Mn,S2) è consistente)

• l’ipotesi ulteriore che g sia la stima col metodo dei momenti garantisce l’asintotica
non distorsione della stima (poiché (Mn,S2) è non distorto)

• se infine g è funzione lineare, la stima è non distorta. Quest’ultimo risultato
viene lasciato come esercizio.

Esempio 13.6 (Stima parametri distribuzione uniforme) Una distribuzione
uniforme X dipende da due parametri a e b e ha densità

fX(x) =
{

1/(b− a) se a < x < b,
0 altrimenti.
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Abbiamo osservato i seguenti dati campionando una distribuzione uniforme X ∼
U(a,b).

9.19 5.09 8.40 6.89 9.15 7.51 8.54 7.14 6.52 5.94.

Troviamo la stima di a e b con il metodo dei momenti. Abbiamo che

E(X) =
∫ b

a

x fX(x) dx =
∫ b

a

x

b− a
dx =

a + b

2
,

mentre

E(X2) =
∫ b

a

x2fX(x) dx =
∫ b

a

x2

b− a
dx =

a2 + ab + b2

3
,

e quindi

V ar(X) = E(X2)− (E(X))2 =
(b− a)2

12
.

Abbiamo trovato il sistema di partenza per la stima con il metodo dei momenti




E(X) =
a + b

2

V ar(X) =
(b− a)2

12

Sostituiamo E(X) e V ar(X) con i loro stimatori naturali e i parametri a e b con
gli stimatori â e b̂, ottenendo





Mn =
â + b̂

2

S2 =
(b̂− â)2

12

Risolviamo il sistema tenendo presente che b > a e quindi
{

2Mn = â + b̂

2S
√

3 = b̂− â

ossia gli stimatori di a e b con il metodo dei momenti sono
{

b̂ = Mn +
√

3S

â = Mn −
√

3S

Dai dati raccolti, Mn = 7.437 mentre S2 ≈ 1.903 e quindi S ≈ 1.379. Abbiamo
quindi che le stime di a e b con il metodo dei momenti sono

{
b̂ ≈ 9.856
â ≈ 5.0173

Poniamo attenzione al fatto che â e b̂ non sono funzioni lineari di Mn e S2 e
pertanto non possiamo quindi garantire che le stime â e b̂ siano non distorte.



Campionamento statistico e descrizione dei dati 85

13.2.2 Con ∞ dati ho la legge del fenomeno

Esempio 13.7 Supponiamo di voler studiare la v.a. X “altezza di una persona
nella nostra città”. A tal fine misuriamo l’altezza di un campione di 20 persone.
Nella Figura 13.2 sono riportati i dati raccolti. Il valore minimo osservato è 1.60,
il massimo 1.94. 1.60 compare una sola volta, di conseguenza la sua frequenza nei
dati è 1/20 = 0.05. Analogamente per gli altri dati osservati, tranne 1.77 e 1.80
che hanno frequenza 2/20 e 1.84 la cui frequenza è 3/20.

Persona Altezza
(i) (Xi)
1 1.67
2 1.61
3 1.84
4 1.73
5 1.60
6 1.79
7 1.80
8 1.84
9 1.86
10 1.71
11 1.77
12 1.80
13 1.90
14 1.94
15 1.77
16 1.85
17 1.84
18 1.88
19 1.70
20 1.91

1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

3/20 

2/20 

1.6 1.7 1.8 1.9 2

1

2

3

4

5

Figura 13.2 Misurazioni dell’altezza (tabella dati), distribuzione statistica e
istogramma dei dati dell’Esempio 13.7.

Se supponiamo che il fenomeno sia di tipo gaussiano di parametri µ e σ2, abbiamo
le stime

µ̂ = Mn ≈ 1.8 e σ̂2 = S2 =≈ 0.0092.

Con il metodo dei momenti stimiamo la deviazione standard σ =
√

σ2 con la
quantità S =

√
S2 ≈ 0.1. Possiammo quindi stimare, per esempio,

P̂ ({1.70 ≤ X ≤ 1.85}) = Φ(1.85− 1.8
0.1

)
︸ ︷︷ ︸

=Φ(0.5)

−Φ(1.7− 1.8
0.1

)
︸ ︷︷ ︸

=Φ(−1)

≈ 0.5328.
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Se al posto di avere 20 osservazioni ne avessimo avute 200 000, ci saremmo aspettati
che la stima Mn e S fosse più precisa (abbiamo detto che la stima col metodo dei
momenti è consistente) e quindi, se il modello dato è giusto (ossia X ∼ N(µ,σ2)),
anche la stima P̂ diventa più precisa. Vediamo qui un altro approccio, che
è indipendente dal modello scelto, ma che richiede un campione estremamente
grande.

Definizione 13.5 (Distribuzione statistica) Si dice distribuzione statistica
della v.a. X la frequenza dell’evento {X ≤ x} nei dati osservati

F ∗(x) = P ∗({X ≤ x}) =
no dati osservati minori o uguali di x

no dati osservati
.

La funzione di distribuzione in un valore x si può trovare sommando le frequenze di
tutti i dati osservati minori o uguali a x. Il grafico di F ∗ del nostro esempio è nella
Figura 13.2. Cosa succede a F ∗ quando il numero delle osservazioni è “grande”?

Prima di effettuare ciascuna osservazione, abbiamo una probabilità P ({X ≤
x}) di osservare un’altezza minore o uguale a x (poiché abbiamo scelto un campione
probabilistico, questa probabilità non dipende dalle osservazioni fatte). Chiamiamo
X

(x)
i il fenomeno dicotomico 0/1 “la persona i-esima osservata ha un’altezza

minore o uguale a x / maggiore di x”. Per la Legge dei Grandi Numeri all’aumentare
del numero di prove si ha

Mn =
X

(x)
1 + · · ·+ X

(x)
n

n
−→

n→∞
P ({X(x)

i = 1}) = P ({X ≤ x}).

Poiché Mn indica la frequenza del successo “altezza minore o uguale a x”, una
volta osservati i dati è proprio F ∗(x). Abbiamo quindi il seguente risultato.

Teorema 13.3 All’aumentare del numero di prove, F ∗(x) tende a P ({X ≤ x})
per ogni x.

Con un campione grande, la probabilità di qualsiasi evento {a < X ≤ b} viene
approssimata dal valore F ∗(b)−F ∗(a). In questo senso, con infiniti dati “abbiamo
la legge del fenomeno” X. Possiamo quindi approssimare bene la probabilità di
ogni evento quando “n tende all’infinito” anche se non viene dato il modello X,
attraverso la distribuzione statistica F ∗(x).

13.3 Descrizione dei dati

Per descrivere il comportamento di molti dati raccolti usiamo degli indici e dei
grafici, poiché una tabella enorme di dati è assolutamente illeggibile. La descrizione
dei dati raccolti che affronteremo si divide in:

• descrizione della distribuzione dei singoli fenomeni,

• descrizione congiunta di due fenomeni.



Campionamento statistico e descrizione dei dati 87

13.3.1 Indici di posizione, di dispersione e di forma

Ciascun indice che utilizzeremo dà una informazione precisa su un aspetto del
campione.

• Indici di posizione centrale. Servono a descrivere dove sta il centro di una
distribuzione di dati.

◦ Media campionaria: è il valor medio Mn delle osservazioni raccolte

Mn =
X1 + · · ·+ Xn

n
.

◦ Mediana: messi in ordine crescente i dati osservati, la mediana è il valore
centrale se l’ampiezza del campione osservato è dispari, altrimenti è la
media dei valori centrali se l’ampiezza del campione osservato è pari. La
mediana di {3,8,4,6} è 5 (media dei due valori centrali 4 e 6), mentre la
mediana di {2,7,3,8,4} è 4 (valore centrale dopo che abbiamo messo i dati
in ordine crescente). La mediana divide i dati in due parti di ampiezza
uguale: nel primo caso {3,4} e {6,8}, nel secondo {2,3,4} e {4,7,8}.

Vi sono anche indici di posizione non centrali. Per esempio, il primo quartile
divide come la mediana i dati in due parti, ma la prima parte contiene 1/4
dei dati (da qui il nome “primo quartile”), la seconda parte 3/4. Il secondo
quartile è la mediana (indice di posizione centrale). Il terzo quartile divide i
dati in due parti, la prima delle quali contiene 3/4 dei dati. I cinque indici
“minimo dei dati osservati”, “primo quartile”, “mediana”, “terzo quartile”
e “massimo dei dati osservati” sono i dati necessari per la costruzione dei
cosiddetti box-plot, come vedremo in seguito.

• Indici di dispersione. Servono a descrivere quanto sono dispersi i dati. Tra
questi abbiamo i seguenti.

◦ Varianza campionaria: è la stima S2 non distorta della varianza della
popolazione data dalla formula

S2 =
∑n

i=1(Xi −Mn)2

n− 1
.

◦ Deviazione standard : è la radice quadrata della varianza campionaria.
La deviazione standard ha la stessa unità di misura dei dati e per questo
è spesso preferibile alla varianza campionaria nella descrizione dei dati.

◦ Range: è la differenza tra il valore massimo osservato e il valore minimo
e come tale è chiaramente un indice di dispersione.

◦ Differenza interquartile: è la differenza tra il valore del terzo quartile e
il valore del primo quartile. È un indice di dispersione in quanto mostra
quanto sono dispersi i dati tra il primo e il terzo quartile, ossia la metà
centrale dei dati.
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• Indici di forma. Descrivono la presenza di asimmetrie o particolarità nella
forma della distribuzione dei dati. Per esempio, l’indice di skewness o di
asimmetria misura l’asimmetria della forma della distribuzione dei dati.

Chiediamoci ora: perché per descrivere i dati uso quegli indici? Si può dimostrare
che ciascun indice che abbiamo visto descrive in un opportuno senso “meglio degli
altri” i dati osservati. Questa affermazione, cos̀ı come è posta, è priva di senso.
Infatti non abbiamo specificato cosa intendiamo per “meglio”. Specifichiamo per
la media campionaria: vogliamo trovare il valore c che minimizza

f(c) =
n∑

i=1

(Xi − c)2 = (X1 − c)2 + · · ·+ (Xn − c)2.

“Questo meglio” è detto dei minimi quadrati5. Il meglio, nel senso dei minimi
quadrati, è la media campionaria Mn.

Infatti, come funzione di c, f è una parabola rivolta verso l’alto. Il minimo
viene quindi raggiunto quando f ′(c) = 0. Abbiamo che

f ′(c) = (
n∑

i=1

(Xi − c)2)
′
= −2

n∑

i=1

(Xi − c).

Avremo quindi che f ′(c) = 0 se e solo se

n∑

i=1

(Xi − c) = 0,

ossia
∑n

i=1 Xi = nc, e quindi

c =
∑n

i=1 Xi

n
= Mn .

Abbiamo fino a ora utilizzato degli indici per avere una descrizione sintetica della
distribuzione di un fenomeno. Vediamo come si può descrivere l’“associazione” tra
due distribuzioni continue.

Esempio 13.8 (Crescita bimbi) Sono stati raccolti i dati età-altezza per 6
bambini riportati nella Tabella 13.4 (consideriamo solo 6 dati a titolo esemplificativo).
C’è una correlazione tra l’età e l’altezza? Come la “si vede” (strumento grafico)?
Come la si misura (indice appropriato)? Possiamo predirre dei valori?
Il grafico cartesiano visualizza naturalmente la dipendenza funzionale (se c’è) tra
i punti osservati. Il grafico cartesiano delle osservazioni (X,Y ), dove X è il primo
fenomeno (età) e Y è il secondo fenomeno osservato (altezza) è detto scatterplot.
Nella Figura 13.3 è riportato lo scatterplot dei dati dell’esempio.
L’osservazione dello scatterplot suggerisce una dipendenza funzionale tra X e Y .

5Si veda a proposito il Capitolo 9, Paragrafo 9.2.2.
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Età (mesi) Altezza (cm)
36 86
48 90
51 91
54 93
57 94
60 95

Tabella 13.4 Dati di crescita per 6 bambini.
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r = 0.99

Figura 13.3 Scatterplot dei dati della Tabella 13.4, retta dei minimi quadrati e
coefficiente di correlazione.

Tratteremo solo dipendenze lineari, ossia i casi in cui la dipendenza funzionale sia
della forma Y = aX + b.

Chiediamoci quindi: qual è la retta che meglio descrive i dati nel senso dei
minimi quadrati?

Definizione 13.6 (Retta dei minimi quadrati) La retta Y = âX + b̂, dove â

e b̂ minimizzano

f(a,b) =
n∑

i=1

(Yi − (aXi + b))
2

è detta retta dei minimi quadrati.

Come calcolare i coefficienti della retta di regressione? Si comincia col calcolare il
coefficiente di correlazione r(X,Y ).

Definizione 13.7 (Coefficiente di correlazione lineare) Siano SX e SY le
deviazioni standard di X e Y . L’indice r(X,Y ) che misura l’associazione lineare è
detto coefficiente di correlazione. La sua espressione è

r(X,Y ) =

n∑

i=1

(Xi −MX
n

SX
)(Yi −MY

n

SY
)

n− 1
.
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In seguito indicheremo r al posto di r(X,Y ) per alleggerire le notazioni.

Con r e gli stimatori già introdotti, si dimostra che




â = r
SY

SX
=

∑n
i=1(Xi −MX

n )(Yi −MY
n )∑n

i=1(Xi −MX
n )2

b̂ = MY
n − aMX

n

sono i coefficienti della retta dei minimi quadrati. Nell’esempio, come riportato
nella Figura 13.3, â ≈ 0.4, b̂ ≈ 72 e r = 0.99. Volendo stimare l’altezza di un bimbo
di 45 mesi utilizzando un modello lineare, si calcola quindi Ŷ = 0.4 · 45 + 72 = 90.

Enunciamo le proprietà del coefficiente di correlazione.

• r > 0 (r < 0) indica una associazione positiva (negativa) tra le variabili, ossia
indica che la retta dei minimi quadrati avrà coefficiente angolare positivo
(negativo). Infatti a = rSY /SX è positivo se lo è r.

• r è sempre compreso tra –1 e 1. Valori vicino a 0 indicano una associazione
lineare debole. La forza di associazione lineare cresce quanto più r si avvicina
a ±1. Valori di r uguali a ±1 indicano che i dati stanno esattamente su una
retta.

• r non ha unità di misura, non cambia per trasformazioni di scala.

• r misura solo associazioni lineari. Non ci dice in generale nulla se la dipendenza
funzionale non è lineare. r infatti è legato alla soluzione del problema per la
retta dei minimi quadrati.

• Associazione non vuol dire causalità: al crescere del numero X di panetterie
osservate in varie città potremmo osservare la crescita del numero Y di vigili
urbani. Infatti la crescita del numero di panetterie indica presumibilmente
un aumento della popolazione e quindi dei vigili. Non osserviamo quindi un
rapporto causa-effetto (aumento panetterie-aumento vigili), ma un’associazione
tra i due.6

13.3.2 Visualizzioni grafiche

Come gli indici, un grafico dà informazioni sulla distribuzione di un campione. A
differenza degli indici (che esprimono ciascuno una sola quantità), un grafico può
portare molte informazioni.

Esempio 13.9 (Esperimento di Mendel 1) Incrociamo due specie di razza
pura (dominante AA e recessiva aa) ottenendo una prima generazione con fenotipo
dominante non di razza pura (ossia Aa). Incrociamo ancora gli individui di
quest’ultima generazione. Ricompaiono i caratteri recessivi. Su 56 dati, 39 sono

6È buona norma, ogni volta si riscontri una forte associazione tra variabili, cercare di darsene
una ragione.
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dominanti (la legge di Mendel dice che la probabilità di osservare un dominante
è 3/4, e quindi ci aspettavamo intorno a 42 dominanti). La visualizzazione dei
risultati è data nella Figura 13.4.

Dominante Recessivo
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35
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dati teorici
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AA+Aa    

aa       
RecessivoDiscordanza dalla

legge teorica    

Figura 13.4 Bar-chart e pie-chart dell’esperimento di Mendel (dati da esperimento e
dati attesi dalla legge).

Per descrivere i fenomeni qualitativi si utilizzano solitamente grafici a barre (bar-
chart) e a torta (pie-chart). Questi grafici mostrano la frequenza delle diverse classi
nel campione, come mostrato nella Figura 13.4. Le classi non sono in generale
ordinate e quindi è indifferente l’ordine con cui vengono disegnate le barre del
bar-chart o le “fette” del pie-chart.

Per i fenomeni quantitativi utilizzeremo istogrammi e box-plot. Entrambi
mostrano la distribuzione dei dati campionari. Osserviamo comunque che se la
variabile osservata ha pochi risultati (come il dado), si può procedere come per le
variabili categoriche considerando ciascun risultato come una classe.
Costruiamo un istogramma coi dati dell’Esempio 13.7. Suddividiamo l’intervallo
(1.60,2.00) in intervalli uguali di ampiezza pari a 5 cm e contiamo quante osservazioni
cadono in ciascun intervallo. Qualora il valore osservato si trovi in un estremo
dell’intervallo conviene, se possibile, assegnare metà valore a un intervallo e metà
all’altro. In alternativa occorre specificare se i valori osservati agli estremi si
assegnano all’intervallo di destra o di sinistra. In ogni caso, il totale delle osservazioni
di tutte le caselle deve dare il numero di osservazioni fatte, come mostrato nella
Tabella 13.5.
L’istogramma della Figura 13.2 è quindi un bar-chart avente come classi gli intervalli
appena scelti.

A differenza del bar-chart dei fenomeni qualitativi, gli istogrammi sono grafici
a barre ordinati, poiché il fenomeno osservato lo è (l’istogramma della Figura 13.2
perderebbe di senso se scambiassimo due colonne). Notiamo inoltre un’altra
diversità: l’istogramma ci visualizza la dispersione dei dati su intervalli dell’asse
reale.

Nel nostro caso, tanto maggiore è l’area raccolta da una barra dell’istogramma,
tanto maggiore sarà la stima della densità di probabilità del fenomeno continuo
X osservato in quell’intervallo. Se vogliamo quindi pensare l’istogramma come
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Intervallo Numero osservazioni
assegnando metà valore assegnando il valore

a ciascun intervallo all’intervallo di sinistra
Ii ni ni

1.60-1.65 2 2
1.65-1.70 1.5 2
1.70-1.75 2.5 2
1.75-1.80 4 3
1.80-1.85 4.5 5
1.85-1.90 3 3
1.90-1.95 2.5 3
1.95-2.00 0 0
Totale 20 20

Tabella 13.5 Diversi metodi per contare quante osservazioni cadono in ogni intervallo.

grafico che approssimi la densità fX , dobbiamo riscalare i valori da disegnare
tenendo conto delle due seguenti osservazioni.

• L’area sottesa da tutte le barre deve essere 1, poiché
∫ b

a

fX(x) dx = 1 .

• L’area di ogni barra è proporzionale al numero di osservazioni che contiene.
Questa osservazione è da tenere in considerazione specialmente qualora avessimo
intervalli di ampiezza diversa.

Per tener conto di quanto osservato, riscaleremo i dati nel seguente modo.

• Calcoliamo la serie statistica p∗i dei dati degli intervalli (ossia la frequenza
osservata nei dati di ciascun intervallo), con la formula

p∗i =
ni

n
,

dove l’indice i varia indicando i vari intervalli, ni è il numero di osservazioni
nell’i-esimo intervallo e n è il numero totale delle osservazioni. Notiamo che

∑

i

p∗i =
∑

i ni

n
=

n

n
= 1,

e quindi, se la i-esima barra ha area p∗i , abbiamo che

◦ la somma delle aree delle barre è 1, dato che, come abbiamo appena
notato,

∑
i p∗i = 1;

◦ ogni barra ha area proporzionale al numero di osservazioni ni, poiché
p∗i = ni/n.
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• Calcoliamo l’altezza di ogni barra: se l’area di una barra (rettangolo) è p∗i e
l’ampiezza dell’intervallo Ii è ai, l’altezza hi si trova

hi =
p∗i
ai

.

Il grafico a barre con basi Ii e altezze hi è detto istogramma di densità.

Intervallo Numero Serie Ampiezza Altezza
osservazioni statistica intervallo barra

Ii ni p∗i = ni/n ai hi = p∗i /ai

1.60-1.72 5 0.25 0.12 2.0833
1.72-1.81 6 0.3 0.09 3.3333
1.81-1.87 5 0.25 0.06 4.1667
1.87-1.95 4 0.2 0.08 2.5
1.95-2.00 0 0 0.05 0
Totale n =20 1 0.40 //

Tabella 13.6 Elaborazione dei dati per l’istogramma di densità (dati dell’Esempio 13.7).

1.6 1.72 1.81 1.87 1.95 2

2.0833

3.3333

4.1667

2.5

00

Figura 13.5 Istogramma di densità (dati dell’Esempio 13.7).

Nella Tabella 13.6 e nella Figura 13.5 sono riportati rispettivamente i conti e la
rappresentazione grafica dell’istogramma di densità dei dati dell’Esempio 13.7.

Notiamo infine che quando gli intervalli hanno tutti la stessa ampiezza a,
l’istogramma e l’istogramma di densità hanno la stessa forma (in questo caso le
altezze del primo istogramma sono proporzionali a quelle del secondo, essendo ni =
hi ·a·n). L’abuso di notazione che spesso si incontra (stesso nome per l’istogramma
e l’istogramma di densità) è dovuto a quest’ultimo fatto. Ricapitolando, utilizziamo
l’istogramma (più semplice: meno conti!) quando l’ampiezza degli intervalli è
costante, altrimenti utilizziamo l’istogramma di densità.

Trattiamo ora le visualizzazioni grafiche per la descrizione congiunta di due
fenomeni.
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Abbiamo già visto che, qualora volessimo descrivere il rapporto tra due fenomeni
quantitativi, utilizziamo il grafico di dispersione o scatterplot, come mostrato nella
Figura 13.3 dell’Esempio 13.8.

Un accostamento tra istogrammi di popolazioni diverse può mostrare distribuzioni
diverse, come si vede nel primo grafico della Figura 13.6 dove si paragona la
distribuzione della ricchezza suddivisa per le due popolazioni (residente nell’hinterland
/ residente nella zona residenziale). L’accostamento di istogrammi può quindi
mostrare il rapporto tra due fenomeni, uno dei quali funge da “classe” (residente
nell’hinterland / residente nella zona residenziale).
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Figura 13.6 Confronto tra istogrammi e box-plot della ricchezza della popolazione
residente nell’hinterland e nel centro residenziale.

Esempio 13.10 (Temperature medie mensili) Vengono raccolte in una città
le temperature medie mensili per vent’anni consecutivi. I dati sono indicati nella
Tabella 13.7.

Anno Gennaio Febbraio . . . Agosto . . . Dicembre
1980 6.05 5.90 . . . 23.65 . . . 6.89
1981 3.69 6.62 . . . 23.60 . . . 10.01
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1999 6.61 4.58 . . . 26.53 . . . 9.08

Tabella 13.7 Simulazione della temperatura media mensile in una città per venti anni
consecutivi.

Come rappresentare la dipendenza della temperatura (fenomeno quantitativo)
suddivisa per mesi (che prendiamo come classe)?

Il modo più semplice per confrontare un fenomeno quantitativo diviso per
classi è di disegnare gli istogrammi di ciascuna classe e poi confrontarli. In questo
caso, però, ci troveremmo di fronte a 12 istogrammi (magari fatti su scale diverse),
la cui lettura può non essere cos̀ı immediata. Uno strumento grafico immediato e
di facile lettura è il confronto di box-plot come mostrato nella Figura 13.7.
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Figura 13.7 Box-plot delle temperature medie del mese di giugno in 20 anni diversi e
confronto di box-plot per i dati della Tabella 13.7.

Il box-plot è disegnato a partire dai cinque indici “minimo”, “primo quartile”,
“mediana”, “terzo quartile” e “massimo”. All’interno del box (rettangolo) vi sono
la metà dei dati centrali: il lato inferiore è all’altezza del primo quartile, la linea
centrale rappresenta la mediana e il lato superiore è all’altezza del terzo quartile.
La lunghezza massima dei baffi, indicati nella figura dalle linee tratteggiate, è una
volta e mezza la differenza interquartile (altezza del box). Se alcuni dati cadono
fuori dai baffi, vengono segnalati come outliers (indicati nella figura da crocette),
che sono quindi quei valori che distano dal quartile più vicino più di una volta e
mezzo la differenza interquartile. In caso di assenza di outliers i baffi arrivano fino
ai valori massimo e minimo.
Notiamo, prima di proseguire, che è buona cosa darsi sempre una ragione della
presenza di outliers, in quanto possono rappresentare errori di misurazione o
osservazioni di una distribuzione con “code pesanti” (ossia fenomeni a probabilità
alta di eventi a valori estremi).

Guardiamo al box-plot dei dati di giugno nella Figura 13.7. Il primo quartile
è a circa 20.5oC, la mediana a 22.6oC, il terzo quartile a 25.6oC. I valori minimi
e massimi osservati sono 16.2oC e 32.3oC. La distribuzione appare simmetrica,
come pure negli altri mesi, poiché la mediana non appare fortemente spostata verso
uno dei due quartili. Ricordando il significato di quartili e mediana, potremo dire:

• per metà delle osservazioni a giugno ha fatto meno di 25.6oC; per metà di
questi ultimi la temperatura (media) è rimasta tra 20.5oC e 25.6oC (ossia per
un quarto delle misurazioni);

• non si è mai osservato un giugno con temperatura media minore di 16oC;

• per almeno 15 anni su 20 (ossia 3/4) la temperatura media non è stata inferiore
a 20.5oC.

Molte informazioni sono quindi raccolte e immediatamente riconoscibili in un
singolo box-plot. Oltre alle informazioni rilasciate per una singola variabile quantitativa
(come la temperatura media a giugno), i box-plot vengono spesso utilizzati nel
caso si voglia confrontare la distribuzione di un fenomeno quantitativo suddiviso
per strati o classi.
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Nel secondo grafico della Figura 13.7 è presentato il confronto dei box-plot
delle temperature medie mensili suddivise per mese di osservazione. Oltre al trend
facilmente riconoscibile, si può subito osservare come i mesi più caldi abbiano una
variabilità più grande di temperatura.

13.3.3 Dall’osservazione un’ipotesi

Nell’analisi di un grafico o nella valutazione degli indici di uno studio potrebbero
sorgere delle ipotesi sulle distribuzioni osservate o sui parametri delle stesse.
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Figura 13.8 Bar-chart dell’esperimento di Mendel e box-plot della distribuzione della
ricchezza.

Per esempio, guardando la Figura 13.8, potremmo chiederci se i dati raccolti vanno
contro la legge di Mendel. Analogamente, potremmo chiederci se sia frutto della
casualità del campione la minor ricchezza per la popolazione che vive nell’hinterland.

Queste domande fanno sorgere un’ipotesi statistica.
Il metodo per la verifica di una ipotesi statistica o per la sua negazione è

contenuto del prossimo capitolo. In questo contesto, notiamo semplicemente che
eventuali differenze qualitative mostrate dai grafici e dagli indici diventano sempre
più significative all’aumentare dell’ampiezza del campione. Questo per due motivi:

• le stime dei parametri sono consistenti e asintoticamente non distorte, e quindi
all’aumentare dell’ampiezza del campione le stime saranno “precise”;

• con∞ dati abbiamo la legge del fenomeno, e quindi all’aumentare dell’ampiezza
del campione i dati osservati descrivono “bene” il fenomeno reale.

Esercizi

Esercizio 13.1 Sono stati raccolti i seguenti dati da una centralina di rilevazione
dell’inquinamento atmosferico

2.4 2.2 2.1 2.1 2.4 2.2 2.3 2.3 2.1 2.2 2.2
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(i) Si calcoli media, varianza, deviazione standard. Si disegni la distribuzione statistica,
un istogramma, un istogramma di densità e il box-plot dei dati.

(ii) Si scelga un modello che possa bene approssimare il fenomeno osservato, se ne
stimino i parametri e si stimi la probabilità P ({X > 2.45}) che il livello di inquinamento
superi la soglia limite. Si dia una stima della probabilità Q che per 30 giorni
consecutivi non si superi la soglia limite (si considerino indipendenti i comportamenti
in giorni differenti).

Esercizio 13.2 Avendo raccolto numerosi dati (nel grafico sono 8000) sul tempo di
vita X espresso in mesi di un insetto di una determinata specie, viene disegnata la
distribuzione statistica

1m 2m 4m 6m 8m 10m 1a   

0.4

0.48

0.77

0.98

Sulla base dei dati raccolti, stimare

(i) P{X > 2}, P{X > 6},

(ii) P ({1 < X < 4}),

(iii) P ({X > 6}|{X > 4}). Siamo portati a dire che il fenomeno X ha assenza di
memoria?

(iv) Disegnare una stima della curva

h(x) = P ({X > x + 1}|{X > 1}) .

Esercizio 13.3 In un ufficio, formato da 5 persone (Albert, Anna, David, Ester, Sara),
arriva la bolletta telefonica, con l’indicazione delle chiamate e di chi le ha fatte (a titolo
esemplificativo, viene dato l’inizio del tabulato nella tabella sottostante). Per analizzare
come è stato utilizzato il telefono, viene fatto un confronto di box-plot.
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Dire quali delle seguenti frasi
sono vere, quali sono false e
di quali non si può stabilire la
verità analizzando il box-plot.

1. Ester si è sbrigata in
meno di 20 minuti almeno
3/4 delle volte che era al
telefono.

2. Anna ha fatto più
telefonate di ciascuno
degli altri componenti
dell’ufficio.

3. Almeno metà delle volte
che Anna era al telefono, è
rimasta meno di mezz’ora.

4. I comportamenti di
Albert, Ester e Sara al
telefono sono simili.

5. Almeno metà delle volte
che Anna era al telefono,
è rimasta più di mezz’ora.

6. ∗ Almeno 1/4 di tutte
le chiamate sono durate
meno di 15 minuti.

Nome Durata tel.

DAVID 0.19.50
ALBERT 0.09.00
ESTER 0.20.45

ALBERT 0.06.17
SARA 0.07.22

ALBERT 0.01.45
ANNA 0.17.41

...
...

Al An Da Es Sa

0   

30’

1h

1h30’

Esercizio 13.4 (Stima dei parametri di una binomiale) In un laboratorio stanno
testando il tempo di reazione di una sostanza. Si sa che la sostanza è fatta di unità
distinte, il cui numero è incognito.

Le unità non sono osservabili, almeno fino a quando non reagiscono (e quindi
rilasciano un “marker” osservabile da un computer che ne tiene traccia). Ciascuna unità
reagisce indipendentemente dalle altre e con la stessa probabilità p. Una volta reagito,
l’unità decade e non può più reagire.

L’esperimento consiste nel lasciare all’inizio della settimana 100 campioni identici
di sostanza (con quindi m unità ciascuno) e verificare alla fine della settimana (5 giorni)
quante unità hanno reagito in ciascun campione.

Vengono raccolti i dati

4 2 4 3 1 2 3 3 2 3 . . .

ottenendo Mn = 2.92 e S2 = 1.8328.

(i) Si stimino, con il metodo dei momenti, le quantità incognite m e p.

(ii) Se la legge del tempo di reazione di ciascuna unità è un’esponenziale di parametro
giornaliero λ, si dia una stimatore consistente per λ.

(iii)∗ Si stimi quindi qual è la probabilità che nessuna unità di un campione reagisca nei
primi due giorni della settimana.

Esercizio 13.5 Il nostro esperimento consiste nel lasciare liberi 3 individui e vedere il
“grado di aggregazione” X: quanti gruppi di individui si formano. Sapendo che X può
assumere i valori tra 1 e 3 con probabilità

pn = P ({X = n}) = c · αn−1 ,

dove α > 0 e c è un’opportuna costante, si trovi
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(i) la costante c per cui p1 + p2 + p3 = 1 (c è funzione di α),

(ii) il valore atteso E(X) (sempre in funzione di α),

(iii) uno stimatore α̂ di α col metodo dei momenti.

Si ripete a questo punto l’esperimento 10 volte, osservando i seguenti gradi di aggregazione:

1 3 1 2 1 3 2 3 3 1

(iv) Si dia una stima α̂ di α basata sul campione.

(v) Si stimi P (X > 1).

Esercizio 13.6 1. Si dimostri che il coefficiente di correlazione è simmetrico, ossia che

r(X,Y ) = r(Y,X) .

2. Si calcoli r(X,X) e se ne dia un’interpretazione.

Esercizio 13.7 Di un campione di una popolazione sono state osservate 6 variabili
quantitative (qui A,B,C,D,E,F).

A B C D E F
0.31 0.52 1.97 0.94 -0.05 5.39
0.29 0.47 1.91 0.88 -0.05 5.42
0.47 0.04 1.73 1.18 -0.45 5.07

...
...

...
...

...
...

È stata quindi fatta una matrice di coefficienti di correlazione (ad esempio, all’incrocio
della seconda riga-terza colonna c’è il coefficiente di correlazione r(B,C) = 0. 55252, . . . )

r(↓,→) A B C D E F

A 1 -0.039791 0.81076 0.98969 -0.89025 -0.99993
B -0.039791 1 0.55252 0.10337 0.49039 0.034162
C 0.81076 0.55252 1 0.88609 -0.45533 -0.81409
D 0.98969 0.10337 0.88609 1 -0.81608 -0.99052
E -0.89025 0.49039 -0.45533 -0.81608 1 0.88769
F -0.99993 0.034162 -0.81409 -0.99052 0.88769 1

Sono stati poi disegnati gli
scatterplot (non nell’ordine) di

1. A e B,

2. C e E,

3. A e C,

4. A e F.

Associare, in base al
coefficiente di correlazione,
numeri a grafici.

a b 

c d 
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Esercizio 13.8 Si dimostri che

n− 1

n
S2 =

∑
i X2

i

n
−M2

n .

La stima

â =

∑
i X2

i

n

è consistente? Perché? A quale valore a si avvicina (quando n è grande)? È una stima

non distorta per a? È una stima col metodo dei momenti per a?

Esercizio 13.9 La stima

â =

√ ∑
i(Xi −Mn)2

n
=

√
n− 1

n
S2

è consistente? Perché? A quale valore a si avvicina (quando n è grande)? Possiamo

garantire che â sia non distorta? È una stima col metodo dei momenti per a?



14
Metodi statistici inferenziali

14.1 Stime con intervalli

Nel capitolo precedente abbiamo visto come descrivere i dati che vengono raccolti.
Lo strumento con cui si è tentato una prima ricostruzione del modello dai dati
è stato la stima parametrica. Abbiamo osservato che qualora il campione sia
estremamente grande, è possibile ricostruire per intero il fenomeno, senza presupporre
un modello. Nella pratica difficilmente avremo campioni cos̀ı grandi da ricostruire
un fenomeno complesso, e quindi un modello andrà spesso presupposto. Si è
comunque provato che, per la consistenza delle statistiche proposte, all’aumentare
dell’ampiezza del campione la stima del parametro migliora. Ma di quanto? E
come? Un metodo per rispondere a questa domanda è di stimare i parametri
attraverso intervalli di confidenza. Questo metodo è detto stima con intervalli di
parametri.

Esempio 14.1 (Referendum) Alla sera di un referendum, i centri di studio e
ricerca propongono delle proiezioni e degli exit-pool. La popolazione studiata è
chiaramente la popolazione che ha votato.1 Il fenomeno osservato X è una variabile
bernoulliana 0/1 (ha votato si / ha votato no).

Nel presentarli, i centri di studio parlano di intervalli (il s̀ı è tra l’a% e il b%)
e non di valori puntuali. I valori di a e b sono chiaramente dovuti ai dati raccolti,
ma in che modo?

Il centro studi ha due esigenze contrastanti:

• battere la concorrenza nella velocità di presentazione dei risultati, altrimenti
basterebbe attendere il conteggio di tutte le schede (senza quindi più incertezza);

• garantirsi una proiezione che, con alta credibilità, contenga il valore vero.
Visto specularmente, deve garantirsi una proiezione che non venga facilmente
confutata per non perdere credibilità.

1In realtà, questi studi sono di solito ottenuti mediante un campionamento più complesso
(dovuto alla conoscenza storica del fenomeno, compromesso tra costi e randomizzazione).
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La seconda esigenza porta all’utilizzo di intervalli per stimare i parametri, intervalli
tanto più ampi quanto più si vuole ridurre il margine di errore. In termini statistici
questa “garanzia” che ci prendiamo viene chiamata affidabilità.

Vorremo quindi poter capire come si arriva ad affermare che la proporzione del
s̀ı su tutta la popolazione appartiene all’intervallo [0.5040,0.6960] con affidabilità
0.95 o appartiene all’intervallo [0.4738,0.7262] con affidabilità 0.99 qualora vengano
osservati 60 s̀ı su 100 persone campione. Notiamo subito che

• all’aumentare della affidabilità, l’ampiezza dell’intervallo crescerà perché vogliamo
avere maggiori garanzie rispetto ai possibili errori;

• a parità di affidabilità, l’ampiezza dell’intervallo dovrà diminuire quando aumenta
il campione: avendo osservato 600 persone su 1000 che hanno votato s̀ı invece
di 60 su 100, ci si aspetta un metodo che dia una stima più precisa;

• gli estremi dell’intervallo dipendono dalle osservazioni fatte: se avessimo osservato
che 80 persone su 100 hanno votato s̀ı, l’intervallo cambierebbe.

14.1.1 Intervalli di confidenza

Definizione 14.1 (Intervallo di confidenza con affidabilità β) Un intervallo
[a = a(ϑ̂),b = b(ϑ̂)] è detto intervallo di confidenza con affidabilità β per il
parametro incognito ϑ se

P (ϑ ∈ [a,b]) = β.

Osservazione 14.1 La definizione appena data può presentare un equivoco. Con-
sideriamo il caso del referendum. Prima di osservare che 60 persone su 100 hanno
detto s̀ı, costruiamo un intervallo aleatorio [a = a(ϑ̂),b = b(ϑ̂)], che dipenderà
dalle osservazioni che faremo, tale che P (ϑ ∈ [a,b]) = β. Se quindi non saremo
sfortunati (la probabilità della sfortuna a priori è 1−β), ϑ appartiene a [a,b]. Una
volta fatte le osservazioni, le quantità a e b diventano dei numeri (per esempio
0.5040 e 0.6960). Non ha senso dire che P (ϑ ∈ [0.5040,0.6960]) = 0. 95 poiché ϑ è
un numero fisso (è la proporzione reale dei votanti s̀ı nella popolazione). Si parla
perciò di intervallo di confidenza con affidabilità β (grado di fiducia “a priori”).

Continuiamo ad analizzare l’esempio sul referendum. Ciascuna osservazione del
campione è una variabile bernoulliana di parametro ϑ. Il Teorema del Limite
Centrale ci garantisce che, se n > 5/min(ϑ,1− ϑ), la distribuzione della standardizzata
di Mn = (X1 + · · ·+ Xn)/n, ossia

Z =
Mn − ϑ√
ϑ(1− ϑ)

√
n,

è approssimabile da una normale standard, qualunque sia ϑ, cioè Z ∼ N(0,1).
Questo significa che Z è una quantità la cui distribuzione non dipende dal parametro
che stiamo stimando.
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Definizione 14.2 (Quantità pivotali invertibili) Dato un campione X1, . . . ,

Xn di una popolazione con parametro incognito ϑ e uno stimatore ϑ̂, la v.a.
Q = Q(ϑ̂,ϑ), funzione della statistica ϑ̂ e del parametro ϑ è detta quantità pivotale
se la sua distribuzione non dipende da ϑ. Una quantità pivotale Q = Q(ϑ̂,ϑ) è
invertibile se esiste una funzione f tale che

ϑ = f(Q,ϑ̂) per ogni ϑ̂.

Richiederemo inoltre che f sia monotona in Q.

Osservazione 14.2 Utilizzeremo, in questo contesto, solo quantità pivotali Q con
legge continua, ricordando quindi che, per esempio,

P ({Q ∈ (a,b)}) = P ({Q ∈ [a,b]}).

Continuando l’esempio in cui quindi Q = Z è la quantità pivotale e ϑ̂ = Mn

è lo stimatore, si preferisce operare l’ulteriore approssimazione di
√

ϑ(1− ϑ)/n

mediante
√

Mn(1−Mn)/n per meglio invertire la quantità pivotale Z = Q(Mn,ϑ).
Quindi anche

Z =
Mn − ϑ√

Mn(1−Mn)

√
n

è una quantità pivotale e Z ∼ N(0,1), purché n sia sufficientemente grande.
Pertanto, dalle tavole della distribuzione normale, avremo che

P ( {−1. 96 ≤ Z ≤ 1. 96}︸ ︷︷ ︸
intervallo della quantità pivotale

) = 0. 95,

qualunque sia il valore vero di ϑ. Questo è il punto: la probabilità che la quantità
pivotale appartenga a un intervallo non dipende da ϑ.

Mostriamo inoltre che Z è invertibile

ϑ = Mn − Z

√
Mn(1−Mn)

n
,

ossia con le notazioni usate,

f(Z,Mn) = Mn − Z

√
Mn(1−Mn)

n
.

Applichiamo la f appena trovata all’intervallo della quantità pivotale. Poiché f è
decrescente in Z, abbiamo che

{−1.96 ≤ Z ≤ 1.96} =
= {f(−1.96,Mn) ≥ f(Z,Mn) ≥ f(1.96,Mn)} =

= {Mn + 1.96

√
Mn(1−Mn)

n
≥ ϑ ≥ Mn − 1.96

√
Mn(1−Mn)

n
}.
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Grazie a quanto imposto sulla quantità pivotale (ovvero P ({−1. 96 ≤ Z ≤ 1. 96}) =
0. 95, abbiamo quindi che, a priori,

P

({
ϑ ∈

[
Mn − 1.96

√
Mn(1−Mn)

n
,Mn + 1.96

√
Mn(1−Mn)

n

]})
= 0.95,

ossia, con i nostri dati,

[
60
100

− 1.96

√
60
100 (1− 60

100 )

100︸ ︷︷ ︸
=0.504

,
60
100

+ 1.96

√
60
100 (1− 60

100 )

100︸ ︷︷ ︸
=0.696

]

è un intervallo di confidenza con affidabilità 0.95 per ϑ. Notiamo che,

0.504 = f(1.96, 60/100), 0.696 = f(−1.96, 60/100).

Questa procedura può essere formalizzata: in generale vale il seguente teorema.

Teorema 14.1 (Intervalli di confidenza con quantità pivotali) Siano ϑ̂ u-
no stimatore di ϑ, Q = Q(ϑ̂,ϑ) una quantità pivotale invertibile, f una funzione
che “inverte” Q e β ∈ (0,1). Siano inoltre a e b soluzioni del seguente sistema





P ({q1 ≤ Q ≤ q2}) = β

a = f(q1,ϑ̂)

b = f(q2,ϑ̂)

Se f è crescente, [a,b] è un intervallo di confidenza con affidabilità β per il parametro
ϑ. Se f è decrescente, un intervallo di confidenza è [b,a].

Dimostrazione. Siano q1 e q2 due numeri tali che P ({q1 ≤ Q ≤ q2}) = β, ossia
P ({Q ∈ [q1,q2]) = β. Abbiamo che

β = P ({Q ∈ [q1,q2]) = P({ f(Q,ϑ̂)︸ ︷︷ ︸
=ϑ

∈ f([q1,q2] , ϑ̂) }),

dove f([q1,q2],ϑ̂) è l’immagine dell’intervallo [q1,q2]. Se f è crescente abbiamo che a =

f(q1,ϑ̂) e b = f(q2,ϑ̂). In caso contrario, a = f(q2,ϑ̂) e b = f(q1,ϑ̂).

Riassumendo, per costruire un intervallo di confidenza per il parametro incognito
ϑ abbiamo bisogno dell’affidabilità della stima β, della legge della quantità pivotale
invertibile Q e dello stimatore ϑ̂.

Resta da risolvere il problema di come calcolare i valori q1 e q2 che verifichino

P ({Q ∈ [q1,q2]) = β.

La legge di Q non dipende né dal fenomeno, né da ϑ, poiché Q è una quantità
pivotale, poniamo

ΦQ(x) = P ({Q ≤ x}).
Ci sono infinite soluzioni di P ({Q ∈ [q1,q2]) = β, tutte quelle per cui

ΦQ(q2)− ΦQ(q1) = P ({Q ∈ [q1,q2]}) = β.



Metodi statistici inferenziali 105

−5 0 5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

q
1
 q

2
 

Area=β 

Area= (1−β)/2

0 2 4 6 8 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Area= (1−β)/2 

Area= β

q
1

q
2

Figura 14.1 La soluzione simmetrica esclude code di area uguale (valori estremi).

Ora consideriamo l’unica soluzione simmetrica, chiamata cos̀ı perché esclude “code”
di uguale area (si veda la Figura 14.1).

Questa soluzione si ottiene scegliendo q1 e q2 in modo che ΦQ(q1)+ΦQ(q2) = 1.
Queste ultime due relazioni su q1 e q2, formano il sistema

{
ΦQ(q2)− ΦQ(q1) = β
ΦQ(q1) + ΦQ(q2) = 1

Tale sistema ammette come soluzione




ΦQ(q2) =
1 + β

2

ΦQ(q2) =
1− β

2

I valori di q1 e q2 che risolvono il sistema sono detti (1 + β)/2-quantile e (1− β)/2-
quantile rispettivamente e si trovano sulle tavole nell’Appendice C o si determinano
utilizzando un qualsiasi software che contenga una libreria statistica.

Definizione 14.3 (Quantili delle quantità pivotali) Indicheremo con qα l’α-
quantile della quantità pivotale Q. Avremo quindi che per ogni α

P (Q > q1−α) = α

P (Q < qα) = α,

P (q(1−α)/2 < Q < q(1+α)/2) = α.

Nell’esempio che abbiamo fatto, Z ∼ N(0,1). Se avessimo scelto come confidenza
β = 0.99, avremmo ottenuto

{
ΦZ(q2) = Φ(q2) = 0.995
ΦZ(q1) = Φ(q2) = 0.005

Utilizzando le tavole, otteniamo che
{

q2 = z0.995 = 2.5758
q1 = z0.005 = −2.5758
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Poiché f(2.5758,60/100) = 0.4738 e f(−2.5758,60/100) = 0.7262, un intervallo di
confidenza con affidabilità 0.99 per ϑ è [0.4738,0.7262].

Consideriamo le seguenti situazioni.

Problema 14.1 (Proliferazione di batteri) Un biologo ha predisposto una
serie di colture e sta studiando la proliferazione di un batterio all’interno di esse. A
tal fine registra in 4 giorni la presenza/assenza in esse del batterio, come mostrato
nella Tabella 14.1.

Colonia I giorno II giorno III giorno IV giorno
1 assente assente assente assente
2 assente presente presente presente
3 assente assente presente presente
4 assente assente assente presente
5 presente presente presente presente
...

...
...

...
...

Tabella 14.1 Proliferazione di batteri in diverse colture.

Osserviamo il fenomeno dicotomico X “Presenza del batterio in una coltura al
terzo giorno”, riassunto nella Tabella 14.2.

Colonia III giorno
1 assente
2 presente
3 presente
4 assente
5 presente
...

...

Tabella 14.2 Presenza del batterio al terzo giorno.

Il fenomeno X è dicotomico: questo significa che se rappresentiamo assente/pre-
sente attraverso 1/0, allora X ∼ B(p). Supponendo che il batterio è presente in
85 colture su 120 osservate, che cosa può dire il ricercatore sul tasso del fenomeno
X (ossia su p)?

Problema 14.2 (Aziende farmaceutiche 1) Un’azienda farmaceutica sta misurando
il contenuto medio di principio attivo nelle pastiglie di un lotto di 100 000 pastiglie
appena uscite dalla produzione. A tal fine prende 50 pastiglie e ne misura il
contenuto medio ottenendo 10.05mg/cp (milligrammi per compressa). Supponendo
che la deviazione standard del peso di ciascuna pastiglia (dovuto all’imprecisione
dell’impianto di produzione) sia 0.05mg/cp , cosa possiamo dire sul valore atteso
µ del peso delle pastiglie?
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Problema 14.3 (Aziende farmaceutiche 2) Se la stessa azienda non possiede
la deviazione standard del peso di ciascuna pastiglia, allora si stima σ con la
quantità

√
S2, trovando 0.05mg/cp. Cosa si potrà dire questa volta?

Nei prossimi paragrafi vedremo come rispondere ai precedenti quesiti.

14.1.2 Intervallo di confidenza per una frequenza

Affrontiamo il Problema 14.1.
Abbiamo un campione X1, . . . ,X120 di un fenomeno bernoulliano di parametro

ϑ = p incognito. Troviamo gli intervalli di confidenza per p di affidabilità 0.9, 0.95
e 0.99. Come statistica ϑ̂ scegliamo Mn e come quantità pivotale, per quanto già
discusso, scegliamo

Z =
Mn − p√

Mn(1−Mn)

√
n

e quindi Z ∼ N(0,1), e inoltre

f(Z,Mn) = Mn − Z

√
Mn(1−Mn)

120
.

A seconda dell’affidabilità, abbiamo i seguenti risultati.

β = 0.9 In questo caso, usando le tavole,

z0.95 = 1.6449, z0.05 = −1.6449.

Abbiamo che

f(1.6449,
85
120

) = 0.6401, f(− 1.6449,
85
120

) = 0.7766,

e quindi [0.6401,0.7766] è un intervallo di confidenza con affidabilità 0.9 per
la frequenza della “presenza del battere in una colonia al terzo giorno”.

β = 0.95 In questo caso, usando le tavole, come abbiamo fatto nel Capitolo 12,

z0.975 = 1.9600, z0.025 = −1.9600.

Abbiamo che

f(1.9600,
85
120

) = 0.6270, f(− 1.9600,
85
120

) = 0.7897,

e quindi [0.6270,0.7897] è un intervallo di confidenza con affidabilità 0.95 per
la frequenza della “presenza del battere in una colonia al terzo giorno”.

β = 0. 99 In questo caso, usando le tavole,

z0.995 = 2.5758, z0.005 = −2.5758.
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Abbiamo che

f(2.5758,
85
120

) = 0.6015, f(− 2.5758,
85
120

) = 0.8152,

e quindi [0.6015,0.8152] è un intervallo di confidenza con affidabilità 0.99 per
la frequenza della “presenza del battere in una colonia al terzo giorno”.

Osservazione 14.3 L’approssimazione normale su un modello bernoulliano vale
quando n > 5/min(p,1− p). Il problema è che non conosciamo p (lo stiamo
stimando!). Verificheremo almeno che n > 5/min(Mn,1−Mn). Nel nostro caso

120 >
5

min ( 85
120 ,1− 85

120)
=

5
35
120

≈ 17.1429.

Se la condizione n > 5/min(Mn,1−Mn) non è soddisfatta, il metodo perde di
validità.

14.1.3 Intervallo di confidenza per il valore atteso

Affrontiamo ora problemi 14.2 e 14.3.
Abbiamo un campione X1, . . . ,X50 di un fenomeno incognito di cui supporremo

solamente che non sia “troppo” asimmetrico. Consideriamo lo studio del valore
atteso del fenomeno osservato (peso pastiglie), conoscendo o meno la varianza del
fenomeno.

Varianza nota. Nel Problema 14.2 la varianza è fornita dallo strumento (è
nota). Troviamo gli intervalli di confidenza per µ di affidabilità 0.9, 0.95 e 0.99.

Il Teorema Limite Centrale ci garantisce che la distribuzione della standardizzata
di Mn = (X1 + · · ·+ Xn)/n ossia

Z =
Mn − µ

σ

√
n,

è di fatto una normale standard, cioè (Z ∼ N(0,1)). Avremo quindi ϑ̂ = Mn e
Q = Z e pertanto

f(Z,Mn) = Mn − Z
0.05√

50
.

A seconda dell’affidabilità, abbiamo i seguenti risultati.

β = 0.9 In questo caso, usando le tavole,

z0.95 = 1.6449, z0.05 = −1.6449.

Abbiamo che

f(1.6449,10.05) = 10.0575, f(− 1.6449,10.05) = 10.0425,

e quindi [10.0425,10.0575] è un intervallo di confidenza con affidabilità 0. 9
per il “valore atteso del peso delle pastiglie del lotto in esame”, ossia del peso
medio delle pastiglie del lotto in esame.
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β = 0.95 In questo caso, usando le tavole,

z0.975 = 1.9600, z0.025 = −1.9600.

Abbiamo che

f(1.9600,10.05) = 10.0411, f(− 1.9600,10.05) = 10.0589,

e quindi [10.0411,10.0589] è un intervallo di confidenza con affidabilità 0.95
per il peso medio delle pastiglie del lotto in esame.

β = 0.99 In questo caso, usando le tavole,

z0.995 = 2.5758, z0.025 = −2.5758.

Abbiamo che

f(2.5758,10.05) = 10.0382, f(− 2.5758,10.05) = 10.0618,

e quindi [10.0382,10.0618] è un intervallo di confidenza con affidabilità 0.99
per il peso medio delle pastiglie del lotto in esame.

Varianza incognita. Nel Problema 14.3 la varianza è stimata dai dati. Abbiamo
quindi una ulteriore fonte di incertezza. Ci aspettiamo quindi intervalli più ampi
di quelli del paragrafo precedente. Ora, non potendo usare

Z =
Mn − µ

σ

√
n

perché non abbiamo σ, sostituiremo σ con il suo stimatore S nella formula. Otterremo

Tn−1 =
Mn − µ

S

√
n

Tuttavia non potremo applicare il Teorema del Limite Centrale alla quantità Tn−1,
perché S2 è una stima della varianza σ2 (è quindi una v.a. con la sua legge). Vale
un teorema analogo al Teorema del Limite Centrale.

Teorema 14.2 (Distribuzione T di Student (n− 1)-gradi di libertà)
Per n “abbastanza grande”2 o se la popolazione ha legge gaussiana abbiamo che la
legge della quantità aleatoria

Tn−1 =
Mn − µ

S

√
n

dipende solo da n, cioè dall’ampiezza del campione, e quindi è una quantità pivotale.
La legge di Tn−1 si chiama T di Student (n− 1)-gradi di libertà (g.d.l.).

2In tutto questo capitolo, n “abbastanza grande” significa che consideriamo la distribuzione
asintotica.
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Nel nostro caso, sceglieremo quindi come quantità pivotale Q = T = T49. Abbiamo
che

f(T,Mn) = Mn − T
0.05√

50
.

Troviamo un intervallo di confidenza per µ di affidabilità 0.95 (gli altri sono
analoghi). Dobbiamo utilizzare i quantili della legge T49. Nell’Appendice C i
g.d.l. più vicini a 49 sono 45 e 50. Utilizzando un’interpolazione lineare si possono
calcolare i quantili approssimati. Qui presenteremo dei valori più precisi, ottenuti
con un software statistico

t0.975 = 2.0096, t0.025 = −2.0096.

Abbiamo che

f(2.0096,10.05) = 10.0408, f(− 2.0096,10.05) = 10.0592,

e quindi [10.0408,10.0592] è un intervallo di confidenza con affidabilità 0.95 per il
contenuto medio delle 100 000 pastiglie del lotto.

Come ci si aspettava, l’intervallo trovato [10.0408,10.0592] è più ampio dell’intervallo
trovato con varianza nota e stessa affidabilità ([10.0411,10.0589]).

14.1.4 Intervallo di confidenza per la varianza

Problema 14.4 (Aziende farmaceutiche 3) Il direttore della casa farmaceutica
non è convinto del procedimento utilizzato nel Problema 14.3 e ci chiede di dargli
maggiori delucidazioni sulla deviazione standard. Con i risultati ottenuti, che cosa
possiamo affermare?

Dobbiamo trovare una quantità pivotale per ϑ = σ2, parametro da stimare. Vale
il seguente teorema.

Teorema 14.3 (Distribuzione χ2
n−1) Per n “abbastanza grande” o se la popolazione

ha legge gaussiana abbiamo che la legge della quantità aleatoria

Cn−1 =
n∑

i=1

(Xi −Mn)2

σ2
= (n− 1)

S2

σ2

dipende solo da n, cioè dall’ampiezza del campione, e quindi è una quantità pivotale.
La legge di Cn−1 si chiama χ2

n−1 (si legge Chi Quadro (n− 1)-gradi di libertà).

Nel nostro caso (varianza da stimare) sceglieremo come quantità pivotale Q = C =
Cn−1. Abbiamo che

f(C,S2) = (n− 1)
S2

C
.

Troviamo un intervallo di confidenza per σ2 di affidabilità 0.95 (gli altri sono
analoghi). Dobbiamo utilizzare i quantili della legge C49. Nell’Appendice C i
g.d.l. arrivano fino a 40. Per n > 40 si può utilizzare l’approssimazione dei quantili
attraverso i quantili zα della normale standard:

qα =
(zα +

√
2n− 1)2

2
,



Metodi statistici inferenziali 111

e quindi

q0.975 =
(z0.975 +

√
98− 1)2

2
≈ 69.72,

q0.025 =
(z0.025 +

√
98− 1)2

2
≈ 31.11.

Qui presenteremo dei valori più precisi, ottenuti con un software statistico

q0.975 = 70.2224, q0.025 = 31.5549.

Abbiamo che S2 = 0.0025 da cui

f(70.2224,0.0025) = 0.0017, f(31.5549,0.0025) = 0.0039,

e quindi [0.0017,0.0039] è un intervallo di confidenza con affidabilità 0.95 per la
varianza del peso medio delle 100 000 pastiglie del lotto. Un intervallo di confidenza
per la deviazione standard si può stimare ricordandoci che la deviazione standard
è la radice della varianza. Abbiamo che [

√
0.0017,

√
0.0039] = [0.0412,0.0623] è un

intervallo di confidenza con affidabilità 0.95 per la deviazione standard del peso
medio delle 100 000 pastiglie del lotto.

14.1.5 Consistenza dei metodi proposti

Nella Tabella 14.3 viene presentato un riassunto dei risultati che si possono ottenere
semplicemente svolgendo i conti per ciascun caso trattato, notando che le quantità
pivotali Z e T sono simmetriche e quindi q(1−β)/2 = −q(1+β)/2.

Parametro Intervallo di confidenza
Intervallo per la frequenza (n > 5

min(Mn(1−Mn))
): Z ∼ N(0,1)

p ∈ [Mn − z 1+β
2

√
Mn(1−Mn)

n , Mn + z 1+β
2

√
Mn(1−Mn)

n ]

Intervallo per il valore atteso (n > 30), varianza nota: Z ∼ N(0,1)

µ ∈ [Mn − z 1+β
2

σ√
n

, Mn + z 1+β
2

σ√
n
]

Intervallo per il valore atteso (n > 30), varianza incognita: T ∼ Tn−1

µ ∈ [Mn − t 1+β
2

S√
n

, Mn + t 1+β
2

S√
n
]

Intervallo per la varianza (n > 30): Q ∼ χ2
n−1

σ2 ∈ [(n− 1) S2

q 1+β
2

, (n− 1) S2

q 1−β
2

]

Tabella 14.3 Schema riassuntivo degli intervalli di confidenza.
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Nei primi tre casi l’intervallo è simmetrico intorno alla stima ϑ̂ = Mn. Nel quarto
caso, invece, l’intervallo non è simmetrico intorno alla stima ϑ̂ = S2.

Se fissiamo l’affidabilità dell’intervallo di confidenza, si ha che l’ampiezza
dell’intervallo tende a zero per n, ampiezza del campione, che tende a infinito.
Questo fatto è conseguenza della consistenza degli stimatori ϑ̂. Algebricamente
è evidente nei primi due casi. Nel terzo è conseguenza del fatto dimostrabile che
t
(n)
α , quantile α-esimo della distribuzione Tn, tende a zα. Si può infine dimostrare

che q
(n)
α , quantile α-esimo della distribuzione χ2

n, è approssimabile mediante la
quantità (zα +

√
2n− 1)2/2, per n grande. Come conseguenza, anche l’ampiezza

di questo intervallo tende a zero.

14.2 Verifica di ipotesi

Spesso la nostra indagine viene fatta per confermare un’ipotesi. Quest’ipotesi
viene verificata con un opportuno test. Per capire la logica dei test di ipotesi
statistica si rifletta sul seguente esempio.

Esempio 14.2 (Un caso giuridico) In un’aula di tribunale la difesa non con-
vince la giuria del fatto che l’imputato sia innocente, e neppure le prove che
porta l’accusa sembrano togliere qualche ragionevole dubbio. Qual è un criterio di
giudizio? Deve l’accusa trovare prove nuove o la difesa trovare prove che confutino
quelle già presentate dall’accusa?

Ci troviamo in un esempio che, come nei test di ipotesi statistici, presenta quattro
situazioni possibili (due che portano a errori e due no, si veda la Tabella 14.4).

Verità
Verdetto Innocente Colpevole
Assolto corretto errore

Condannato errore corretto

Tabella 14.4 Situazioni possibili in un tribunale.

La decisione della giuria, non sapendo la verità, può portare in ogni caso a errore.
Analogamente, anche qualora io avessi osservato 5 volte in fila uscire un 6 da un
dado, non potrei essere “sicuro al 100%” che quel dado non è truccato. Assunto
quindi che un qualche rischio verrà comunque preso, come procedere?

• Si sceglie l’errore considerato più grave. Nello stato di diritto, l’errore più
grave è chiaramente condannare un innocente. Questo errore dovrà essere
evitato tranne nei casi in cui il dubbio diventa irragionevole. L’innocenza (nei
test statistici sarà chiamata ipotesi nulla) viene quindi presunta fino a quando
le prove non tolgono il dubbio.



Metodi statistici inferenziali 113

Definizione 14.4 (Ipotesi statistica) Un’ ipotesi statistica è un’affermazione
che riguarda la legge di probabilità sottostante al fenomeno osservato. In un
test statistico, l’ ipotesi nulla (indicata con H0) è quanto viene presupposto
fino a forte prova contraria, che ci obbligherà a rigettarla (e a scegliere H1,
ipotesi alternativa).

Per esempio, un nostro amico ha in casa un dado equo (con probabilità che
esca sei uguale a 1/6) e un dado truccato (con probabilità che esca sei uguale
a 2/7, come nell’Esempio 11.10 del Capitolo 11). Prendere

H0 : p6 =
1
6
, H1 : p6 =

2
7
,

significa: presumiamo che il dado che il nostro amico ha in mano sia quello
non truccato fino a forte prova contraria.

• La giurisprudenza si occupa di capire quali sono i casi in cui il dubbio diventa
irragionevole. La statistica ci fornirà il criterio per decidere quando possiamo
rigettare l’ipotesi nulla.

Definizione 14.5 (Livello di significatività α) Il livello di significatività
è il rischio che ci prendiamo nel test: la probabilità a priori di rigettare
l’ipotesi nulla quando questa è vera. Solitamente si prende α = 0.05, 0.1,
0.01.

Sottolineiamo che prendere α = 0.1, per esempio, significa “accusare ingiustamente
l’imputato innocente” con probabilità 1/10.

Definizione 14.6 (Criterio di rifiuto e regione critica) Il criterio di rifiuto
a livello di significatività α ci dirà a priori per quali risultati devo rigettare
l’ipotesi nulla. Questi valori per cui rifiuto l’ipotesi nulla formano la regione
critica.

Questo è il “cuore” del test (come il “cuore” della decisione giuridica) :
decidere a priori quali sono le condizioni per cui rigettare l’ipotesi nulla. Il
prossimo paragrafo sarà interamente dedicato alla comprensione delle tecniche
e della metodologia utilizzate nell’affronto di questo problema.

• Attenzione! Il risultato del tribunale nell’esempio in esame sarà che non
ci sono abbastanza prove per smentire la presunta innocenza dell’imputato.
Analogamente, se non possiamo rifiutare l’ipotesi nulla, non è detto che siamo
convinti di essa.

Definizione 14.7 (Decisione statistica) Se i risultati dell’esperimento mi
portano nella regione di rifiuto, diciamo che “rigetto H0” a livello α, altrimenti
“non rigetto H0” a livello α.

• Nell’esempio fatto, qualora l’accusa fosse convinta della sua tesi, dovrà cercare
ulteriori ipotesi che tolgano “il ragionevole dubbio”. Dal punto di vista
statistico, occorrerà raccogliere nuovi dati per rigettare l’ipotesi nulla.
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Concludendo: se la giuria condanna, non c’è (meglio, non ci dovrebbe essere)
ragionevole dubbio sulla sua decisione. Analogamente, qualora volessimo dimostrare
statisticamente un’affermazione (“il dado è truccato”) dovremo presumere, come
ipotesi nulla, che il dado non lo sia e avere forti prove che ci facciano rifiutare
questa presunta ipotesi oltre ogni ragionevole dubbio.

14.2.1 Come si costruisce un test

Esempio 14.3 (Sempre sul dado truccato) Lanciamo quindi il dado che (temiamo)
sia truccato e registriamo quante volte esce il 6 su 100 lanci. Vogliamo costruire
un test per decidere se sia truccato o meno.

Esempio 14.4 (Gli anticorpi aumentano. . . ) Supponiamo che a causa della
presenza di un virus la concentrazione di determinati anticorpi aumenti nel sangue.
La densità del fenomeno casuale X “concentrazione di anticorpi” varia cos̀ı da f0
a f1, come visualizzato nella Figura 14.2. Vogliamo costruire un test clinico che a
seconda della concentrazione degli anticorpi ci dica se abbiamo la malattia o meno.
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Figura 14.2 Densità della concentrazione di specifici anticorpi in assenza f0 e in
presenza f1 di malattia. Si nota un tendenziale incremento della
concentrazione.

Primo concetto da capire: cosa vogliamo dire e cosa possiamo osservare sono cose
“diverse” (anche se non indipendenti!).

Nel caso del dado osserviamo un campione di 100 lanci di dado. Utilizzeremo
“quanti 6” otteniamo per poter dire se è ragionevole affermare che il parametro
del “successo” sia p = 1/6 o p = 2/7. Non stiamo quindi analizzando il dado per
capire dove sta il baricentro e se le facce sono costruite in maniera perfetta3.

Nel caso clinico osserviamo la concentrazione degli anticorpi in una persona
per capire se quest’ultima ha un determinato virus o meno. Non stiamo quindi
“vedendo” il virus nel vetrino.

Nel primo esempio, ciò che prendiamo in considerazione è uno stimatore ϑ̂

del campione (quanti 6 sono usciti su 100 lanci, ϑ̂ =
∑

i Xi dove Xi = 1 se all’i-
esimo lancio è uscito 1, 0 altrimenti). Possiamo quindi pensare allo stimatore come
funzione del campione di ampiezza 100 e quindi, come v.a., avrà una sua legge. Nel

3Due sistemi per truccare un dado.
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secondo caso osserviamo direttamente un campione di ampiezza 1 (un paziente).
Anche la misura della concentrazione X degli anticorpi può quindi essere vista
come v.a. con la sua legge.

Riassumendo, in entrambi i casi presentati, osserviamo uno stimatore del
campione ϑ̂. Nel caso del dado avremo che ϑ̂ ∼ B(100,1/6) (la binomiale conta
il numero di “successi” in n prove) se il dado non è truccato, ϑ̂ ∼ B(100,2/7)
altrimenti, le cui distribuzioni sono mostrate nella Figura 14.3. Nel caso del
test clinico avremo che la distribuzione di ϑ̂ = X seguirà le due leggi date dalla
Figura 14.2, corrispondenti alle due situazioni possibili: virus assente/virus presente.
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Figura 14.3 Distribuzione del numero di 6 ottenuti con un dado equo (p = 1/6) e
truccato (p = 2/7). Nel secondo caso, la distribuzione è più spostata verso
alti valori, come evidenziato nella terza figura.

Attenzione! Il test statistico è proprio basato sul fatto che lo stimatore ϑ̂ (o, meglio,
il campione, come vedremo nel prossimo paragrafo) ha una diversa distribuzione
sotto le due ipotesi H0 e H1. Infatti, se il dado è truccato, ossia è vera H1, la
probabilità di avere meno di 30 successi su cento lanci è circa 0.58, mentre la
probabilità di avere meno di 30 successi con un dado equo, ossia quando è vera
H0, è quasi 1! Indichiamo queste due diverse leggi di probabilità con

PH0 probabilità se vera H0,
PH1 probabilità se vera H1.

Scegliamo quindi la significatività del test, per esempio 0.1. Quale criterio adotteremo
per la scelta della regione critica, che indicheremo con RC? Ricordiamo che RC
rappresenta quei valori per cui rigetteremo l’ipotesi nulla, ossia,

ϑ̂ ∈ RC =⇒ rigetto H0,

ϑ̂ 6∈ RC =⇒ non rigetto H0.

Abbiamo inoltre visto che il livello di significatività è “il rischio” massimo a priori
che ci assumiamo, ossia la probabilità di rigettare l’ipotesi nulla quando questa è
vera. Con il linguaggio che stiamo utilizzando diventa

vera H0︷︸︸︷
PH0 ({ϑ̂ ∈ RC}︸ ︷︷ ︸

rigetto H0

) = α.
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La soluzione di questo problema non è unica. Nella Figura 14.4 sono presentati
tre esempi di RC tali che PH0({ϑ̂ ∈ RC}) = 0.1.
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Figura 14.4 Tre dei molti esempi possibili di regione critica a livello 0. 1 per ϑ̂. Quale
scegliere?

Essi corrispondono rispettivamente ai seguenti criteri di rifiuto

ϑ̂ ∈ {0,1, . . . ,9,10} ∪ {24,25, . . . ,100}︸ ︷︷ ︸
primo esempio di RC

ϑ̂ ∈ {23,24,25 . . . ,100} = ϑ̂ ≥ 23︸ ︷︷ ︸
secondo esempio di RC

ϑ̂ = 18 18 è il terzo esempio di RC

È stato calcolato4 che per tutti e tre i casi PH0({ϑ̂ ∈ RC}) ≈ 0. 1 senza superarlo:
non vogliamo commettere un errore maggiore di 0.1! Ricordiamo un’ultima volta,
prima di procedere, cosa implica la scelta della RC

ϑ̂ ∈ RC =⇒ rigetto H0,

ϑ̂ 6∈ RC =⇒ non rigetto H0.

Supponiamo di aver scelto come RC ϑ̂ = 18. Lanciamo 100 volte il dado e a
seconda dei risultati concludiamo:

se escono esattamente 18 sei =⇒ rigetto H0: il dado è truccato,
se non escono 18 sei =⇒ non rigetto H0.

La scelta di quest’ultima regione critica non sembra ragionevole. La domanda
diventa: quale è un criterio ragionevole per la scelta della RC? Riprendiamo la
Tabella 14.4 in contesto statistico, ottenendo la Tabella 14.5.

La scelta di RC aveva come unica condizione PH0({ϑ̂ ∈ RC}) = α, ossia di
fissare la probabilità dell’errore “più grave”, detto errore di prima specie in questo

4I conti di questo esempio sono stati eseguiti con un programma statistico. Suggeriamo al
lettore che volesse verificarli direttamente l’uso dell’approssimazione normale, poiché i conti con
la binomiale risulterebbero lunghi.
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Vera H0 Vera H1

Non rigetto H0 (ϑ̂ 6∈ RC) ok errore
Rigetto H0 (ϑ̂ ∈ RC) errore ok

Tabella 14.5 Situazioni possibili in un test statistico.

caso a 0.1. Non ci siamo occupati per nulla dell’altro tipo di errore PH1({ϑ̂ 6∈ RC}),
chiamato in ambito statistico errore di seconda specie. Utilizziamo quest’ultimo
come criterio per la scelta della “migliore” regione critica: scegliamo tra tutte le
regioni critiche quella che minimizza quell’errore! Dovremo perciò trovare tra le
RC per cui PH0({ϑ̂ ∈ RC}) = α vale, quella per cui

vera H1︷︸︸︷
PH1 ( {ϑ̂ 6∈ RC}︸ ︷︷ ︸

non rigetto H0

)

è il più piccolo possibile! Nella Figura 14.5 viene sottolineato che stiamo trovando
la probabilità di non appartenere alla regione critica sotto l’ipotesi alternativa per
le tre regioni prese in esame, ossia l’errore di seconda specie.
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Figura 14.5 Come si calcola l’errore di seconda specie per trovare la migliore regione
critica.

Numericamente possiamo calcolare la probabilità di commettere questo secondo
tipo di errore che è rispettivamente 0.13, 0.09, e 0.99. Tra i tre test a significatività
0.1 (identificati dalle RC), il migliore è certamente il secondo, poiché a parità
di significatività rende minore la probabilità di commettere l’errore di seconda
specie. Infatti, anche non sapendo nulla di probabilità e statistica, avremmo detto:
“rifiutiamo l’ipotesi che il dado non sia truccato se ci sono troppi sei” guidati
solamente dal buon senso. Avremmo quindi scelto come criterio di rifiuto una
regione critica del tipo ϑ̂ ≥ n, che quando si sceglie α = 0.1 porta al criterio
di rifiuto ϑ̂ ≥ 23. Si può dimostrare, come faremo nel prossimo paragrafo, che
questo criterio di rifiuto porta alla “migliore regione critica possibile”: ogni altro
test a livello α commette più errori di seconda specie. Riassumendo: eseguiremo
il “migliore test” a livello α che possiamo fare qualora, tra tutte le regioni critiche
RC tali che PH0(ϑ̂ ∈ RC) = α vale, trovassimo quella che minimizza la quantità
PH1(ϑ̂ 6∈ RC).
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Questo esempio introduttivo (fin troppo “semplice” come vedremo) lascia
aperta una domanda, analizzata nel prossimo paragrafo: c’è un fondamento matematico
della ragionevolezza della scelta “rifiutiamo l’ipotesi che il dado non sia truccato se
ci sono troppi sei”? Ossia, c’è un teorema che mi confermi che ϑ̂ ≥ n è la migliore
regione critica? Inoltre, se avessimo scelto un altro stimatore avremmo potuto
ottenere un test “migliore”? Per esempio, avremmo potuto osservare quando esce
il 6 la prima volta e in base a questo impostare un test. Qual è dunque lo stimatore
da utilizzare per rendere il test migliore?

Lasciamo queste domande al prossimo paragrafo osservando comunque che,
nel caso in esame, c’è un teorema che mi conferma la ragionevolezza della scelta
fatta e che ϑ̂ è proprio lo stimatore su cui si basa il miglior test.

Riassumiamo il procedimento seguito per la costruzione di un test d’ipotesi.

• Si fissa α (il rischio massimo). Nell’esempio fatto, abbiamo scelto α = 0.1 e
quindi, se il dado è equo, nel 10% dei test affermeremo che “il dado è truccato”.

• Minimizzando l’errore di seconda specie, si trova la “migliore” RC a livello α,
imponendo PH0({ϑ̂ ∈ RC}) = α. Nell’esempio, ϑ̂ ≥ n è il miglior criterio per
la scelta di RC, come vedremo nel prossimo paragrafo.

Terminiamo il paragrafo risolvendo il problema del test clinico. Supponiamo di
voler costruire un test a livello 0.05 in cui

H0 : persona sana, H1 : persona malata.

La logica del test clinico sarà quindi: presumo una persona sana fino a forte prova
contraria5. L’intuizione ci porterebbe a constatare che la concentrazione degli
anticorpi aumenta con la presenza della malattia e quindi a scelgiere un valore x0

(comunemente detto cut-off ). Se la concentrazione degli anticorpi è minore del
cut-off il test risulta negativo, altrimenti è positivo. Il valore x0 di cut-off sarà
trovato imponendo

PH0({X > x0}) =
∫ 15

x0

f0(x) dx = 0. 05,

che nel nostro caso, calcolato numericamente, risulta x0 = 7.815. Corrispondentemente
troveremo un errore di seconda specie pari a

PH1({X ≤ x0}) =
∫ x0

0

f1(x) dx ≈ 0. 46,

entrambi mostrati nella Figura 14.6.
L’essere sani implica una bassa probabilità (ossia 0.05) di risultare positivi al
test e quindi di rigettare l’ipotesi nulla. L’essere malati non implica una bassa
probabilità di essere negativi al test (è circa 0. 46). Come già discusso, se X ≤

5Notiamo che i primi test clinici hanno giustamente la logica contraria: piuttosto diciamo
a un sano che è positivo e gli facciamo fare ulteriori analisi. I medici parlano, con linguaggio
differente dal nostro, di test sensibile e test specifico per indicare quale tra la presunzione di
salute e la presunzione di malattia è stata scelta come ipotesi nulla del test utilizzato.



Metodi statistici inferenziali 119

0 5 10 15
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

α=0.05

0 5 10 15
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Err. II specie
≈ 0.46  

Figura 14.6 Esempio test clinico con RC scelta con cut-off: è la migliore scelta?

x0 (ossia se non siamo nella regione di rifiuto), concludiamo che non possiamo
rigettare l’ipotesi nulla.

Ci chiediamo: abbiamo fatto la migliore scelta di RC? La risposta è negativa.
Infatti avevamo scelto un cut-off che delimitava la RC in quanto la concentrazione
degli anticorpi aumenta con la presenza del virus. La “forma strana” della distribuzione
alternativa non permette a questa nostra intuizione di essere ottimale. Basta
notare che se scegliamo un’altra opportuna regione critica, visualizzata nella Figura 14.7,
abbiamo un test con la stessa significatività ma con meno probabilità di commettere
errori di seconda specie.
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Figura 14.7 Esempio test clinico con differente scelta di RC: l’errore di seconda specie
diminuisce.

Come già osservato, tratteremo nel prossimo paragrafo il metodo analitico per
costruire la migliore RC. Come risultato otterremo che la regione critica della
Figura 14.7 è ottimale per il test clinico a livello α = 0.05.

14.2.2 Scelta ottimale della regione critica

Definizione 14.8 (Ipotesi semplice e composta) Un’ipotesi statistica è detta
semplice se individua completamente la distribuzione, altrimenti si dice composta.

Nel precedente paragrafo avevamo due ipotesi nulle semplici (p6 = 1/6 e densità
fX data dal primo grafico nella Figura 14.2) e due ipotesi alternative semplici
(p6 = 2/7 e densità fX data dal secondo grafico).
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Prendiamo in mano una moneta. Chiamiamo p la probabilità che esca croce.
Se vogliamo verificare se quella moneta è truccata, abbiamo le due ipotesi:

H0 : p = 1/2, H1 : p 6= 1/2.

In questo caso l’ipotesi nulla determina completamente la distribuzione (infatti il
fenomeno “risultato del lancio” ha legge X ∼ B(1/2), dove abbiamo utilizzato
1/0 per indicare C/T ) e quindi è un’ipotesi semplice. L’ipotesi alternativa invece
non determina completamente la distribuzione (infatti X ∼ B(p), ma p può essere
un qualunque numero tra 0 e 1 tranne 1/2) e quindi è un’ipotesi composta. Per
convincersene, lanciamo 10 volte la moneta. Otteniamo una sequenza del tipo

(X1, . . . ,X10) = (1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1).

Preso un campione X1, . . . ,Xn di una sequenza bernoulliana di parametro p, per
l’indipendenza dei fenomeni osservati, abbiamo che,

P({(X1, . . . ,Xn) = (x1, . . . ,xn)}) = p
∑

i xi(1− p)n−∑
i xi .

Nel nostro caso, se assumiamo l’ipotesi nulla,

PH0({(X1, . . . ,X10) = (1,0,1,0,1,1,0,1,0,1)}) = (1
2
)

10
,

mentre nell’ipotesi alternativa

PH1({(X1, . . . ,X10) = (1,0,1,0,1,1,0,1,0,1)})
= p(1− p)p(1− p)pp(1− p)p(1− p)p = p6(1− p)4.

Nella prima ipotesi (semplice!) possiamo quindi ottenere la probabilità di un
evento osservato, nella seconda ipotesi questa dipende da un parametro p, e quindi
non è semplice. Per tenere una notazione uniforme indicheremo ogni diversa
distribuzione dell’ipotesi nulla e dell’ipotesi alternativa attraverso un parametro
ϑ ∈ Θ (Θ è un insieme opportuno). L’ipotesi nulla H0 corrisponde a scegliere un
sottoinsieme non vuoto Θ0 ⊂ Θ, mentre all’ipotesi alternativa H1 corrisponderà il
complementare Θ1 = Θ \Θ0. Scriveremo quindi

H0 : ϑ ∈ Θ0

per indicare che l’ipotesi nulla è formata da tutte le distribuzioni le cui leggi sono
identificate dagli elementi ϑ dell’insieme Θ0, e analogamente

H1 : ϑ ∈ Θ1

per indicare che l’ipotesi alternativa è formata da tutte le distribuzioni le cui leggi
sono identificate da elementi dell’insieme Θ1. L’ipotesi nulla semplice corrisponde
quindi a Θ0 = {ϑ0}, ossia c’è solo una distribuzione; analogamente l’ipotesi
alternativa semplice corrisponde a Θ1 = {ϑ1}.
Osservazione 14.4 Le due equazioni

P (. . .) = p
∑

i xi(1− p)n−∑
i xi e PH1(. . .) = p6(1− p)4

appena introdotte mostrano uno degli aspetti cardine dell’approccio statistico. Il
problema statistico è in qualche modo “inverso” a quello probabilistico. Nell’approccio
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probabilistico ci viene data una legge e quindi troviamo la probabilità di eventi
(o risultati). Nell’approccio statistico, avendo osservato dei dati (o degli eventi),
ci chiediamo quale è la legge del fenomeno, o qual è il parametro sottostante. In
altri termini,

P({(X1, . . . ,Xn) = (x1, . . . ,xn)}) = p
∑

i xi(1− p)n−∑
i xi

sarà vista in ambito probabilistico come funzione di x1, . . . ,xn, mentre in ambito
statistico è vista come funzione di p.

Diamo quindi la definizione di legge congiunta del campione in ambito statistico.

Definizione 14.9 (Funzione di verosimiglianza) Sia X1, . . . ,Xn un campione
che proviene da una popolazione la cui legge dipende da un parametro ϑ ∈ Θ. La
funzione di verosimiglianza

L : Θ × Rn → R+

è la legge (o densità, nel caso continuo) congiunta del campione X1, . . . ,Xn. Avremo
quindi che, usando le notazioni del Capitolo 11,

L(ϑ;x1, . . . ,xn) = p
(X1,...,Xn)
(x1,...,xn)

se ϑ identifica una distribuzione discreta, mentre

L(ϑ; x1, . . . ,xn) = f(X1,...,Xn)(x1, . . . ,xn),

se ϑ identifica una distribuzione congiuntamente continua.

Nell’esempio appena proposto della moneta abbiamo che Θ = [0,1],

H0 : ϑ = 1/2, H1 : ϑ 6= 1/2

e la funzione di verosimiglianza vale

L(ϑ; x1, . . . ,xn) = ϑ
∑

i xi(1− ϑ)n−∑
i xi .

La trattazione con leggi continue richiederebbe strumenti di analisi avanzati, che
non affronteremo in questa sede, in modo da poter definire

P({(X1, . . . ,Xn) ∈ A}) =
∫

A

f(X1,...,Xn)(x1, . . . ,xn) d(x1, . . . ,xn).

Proseguiremo quindi con verosimiglianze discrete, notando che i risultati sono
comunque validi anche nel caso continuo. Per le v.a. discrete sappiamo infatti che,
per A ⊆ Rn, sommando le probabilità dei risultati “buoni”,

P({(X1, . . . ,Xn) ∈ A}) =
∑

(x1,...,xn)∈A

p(X1,...,Xn)(x1, . . . ,xn).

Definiamo quindi, per ogni A ⊆ Rn,

Pϑ︸︷︷︸
scelgo ϑ

({
il campione sta in A︷ ︸︸ ︷
(X1, . . . ,Xn) ∈ A}) =

∑

(x1,...,xn)∈A

L(ϑ;x1, . . . ,xn),

ossia Pϑ({(X1, . . . ,Xn) ∈ A}) rappresenta la probabilità che il nostro campione
appartenga ad A qualora scegliamo la distribuzione identificata da ϑ.



122 Capitolo 14

Abbiamo già visto che, date le due ipotesi statistiche, assegnare un test è
equivalente ad assegnare una regione critica. In questo contesto più generale la
regione critica verrà indicata con C invece di RC, sottolineando che ci stiamo
occupando del campione intero (X1, . . . ,Xn) e non di un suo stimatore ϑ̂. Ricordando
che il livello di significatività è il massimo rischio che ci prendiamo sotto l’ipotesi
nulla, abbiamo la seguente definizione.

Definizione 14.10 (Test di dimensione α) Sia C ⊂ Rn tale che

sup
ϑ ∈ Θ0︸ ︷︷ ︸
sotto H0

probabilità di appartenere a C︷ ︸︸ ︷
Pϑ({(X1, . . . ,Xn) ∈ C}) = α.

Un test che ha C come regione critica è detto test di dimensione α. La corrispondente
regione critica C è detta regione di dimensione α.

Notiamo che, quando H0 : ϑ = ϑ0 è semplice, la relazione appena introdotta
diventa

Pϑ0({(X1, . . . ,Xn) ∈ C}) = α.

e quindi estende la scelta delle regioni critiche, data nel precedente paragrafo
tramite la formula PH0(ϑ̂ ∈ RC) = α, a tutte le regioni critiche possibili. Ricordiamo,
in questo contesto, che eseguire un “migliore test” a livello α significa che per ogni
distribuzione dell’ipotesi alternativa commettiamo meno errori che con qualsiasi
altro test a dimensione α.

Definizione 14.11 (Test UPP e PP) Diremo che una regione critica C a livello
α è ottima se

Pϑ({(X1, . . . ,Xn) 6∈ C})︸ ︷︷ ︸
Errore di II specie con C

≤ Pϑ({(X1, . . . ,Xn) 6∈ D})︸ ︷︷ ︸
Errore di II specie con D

dove

(i) ϑ è una qualsiasi ipotesi alternativa (ϑ ∈ Θ1), e

(ii) D è una qualsiasi altra regione critica a livello α.

Un test è detto uniformemente più potente a livello α (UPP) se la sua regione
critica C è ottima, ossia un test è UPP se commette meno errori di seconda
specie di ogni test allo stesso livello e per ogni scelta di una possibile distribuzione
dell’ipotesi alternativa.

Nel caso in cui entrambe le ipotesi siano semplici, il test UPP viene detto più
potente (PP) a livello α e la corrispondente regione critica viene detta ottimale.

Supponiamo quindi di avere una regione critica C a livello α. Verificare direttamente
la Definizione 14.11 è difficile poiché

Pϑ({(X1, . . . ,Xn) 6∈ C}) ≤ Pϑ({(X1, . . . ,Xn) 6∈ D})
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va verificata per ogni ϑ ∈ Θ1 e per ogni altra regione critica D a livello α. È
possibile semplificare il problema assumendo

H1 : ϑ = ϑ1.

In questa situazione

Pϑ({(X1, . . . ,Xn) 6∈ C}) ≤ Pϑ({(X1, . . . ,Xn) 6∈ D})
deve essere quindi verificata per l’unico ϑ1 ∈ Θ1 e per ogni regione critica D a
livello α.

Il calcolo rimane comunque improbo, in quanto le regioni critiche a livello
α possono essere molte e di forme diverse. È possibile semplificare il problema
assumendo ulteriormente

H0 : ϑ = ϑ0.

In quest’ultima condizione esiste un criterio, dovuto a Neyman e Pearson, che
riguarda solamente la funzione di verosimiglianza L e la regione critica C. Tale
criterio si esprime con la relazione

(x1, . . . ,xn) ∈ C ⇐⇒ L(ϑ0;x1, . . . ,xn) ≤ k L(ϑ1; x1, . . . ,xn)

che verrà chiamata in seguito criterio di Neyman-Pearson (criterio NP).
Verificando questo criterio (senza quindi interessarci delle possibili regioni D),

automaticamente avremo che

Pϑ({(X1, . . . ,Xn) 6∈ C}) ≤ Pϑ({(X1, . . . ,Xn) 6∈ D})
vale per ogni regione critica D a livello α, come dimostrato nel seguente teorema.

Teorema 14.4 (Teorema di Neyman-Pearson) Sia C ⊂ Rn tale che

Pϑ0({(X1, . . . ,Xn) ∈ C}) = α.

Se esiste un numero reale k > 0 tale che

L(ϑ0; x1, . . . ,xn) ≤ k L(ϑ1;x1, . . . ,xn)

per ogni (x1, . . . ,xn) ∈ C e

L(ϑ0; x1, . . . ,xn) > k L(ϑ1;x1, . . . ,xn)

per ogni (x1, . . . ,xn) 6∈ C, allora C è una regione ottimale per un test PP a livello
α con

H0 : ϑ = ϑ0, H1 : ϑ = ϑ1.

Dimostrazione. Presenteremo, per quanto già discusso in precedenza, la dimostrazione
nel caso discreto, ricordando che in tutta la dimostrazione utilizziamo la relazione

Pϑ({(X1, . . . ,Xn) ∈ A}) =
∑

(x1,...,xn)∈A

L(ϑ; x1, . . . ,xn).

Riscriviamo la tesi. Dobbiamo dimostrare che per ogni altra regione critica D ⊆ Rn a
livello α, ossia tale che

α ≥ Pϑ0︸︷︷︸
PH0

((X1, . . . ,Xn) ∈ D) =
∑

(x1,...,xn)∈D

L(ϑ0; x1, . . . ,xn),
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non si hanno meno errori di seconda specie, cioè
∑

(x1,...,xn) 6∈D

L(ϑ1; x1, . . . ,xn) = Pϑ1︸︷︷︸
PH1

((X1, . . . ,Xn) 6∈ D)

≥ Pϑ1︸︷︷︸
PH1

((X1, . . . ,Xn) 6∈ C) =
∑

(x1,...,xn)6∈C

L(ϑ1; x1, . . . ,xn),

ossia ∑

(x1,...,xn) 6∈D

L(ϑ1; x1, . . . ,xn)−
∑

(x1,...,xn)6∈C

L(ϑ1; x1, . . . ,xn) ≥ 0.

Per comodità di scrittura, indicheremo con
∑

A
L(ϑ; x) =

∑

(x1,...,xn)∈A

L(ϑ; x1, . . . ,xn)

ogni volta che dovremo sommare su elementi di un sottoinsieme A ⊆ Rn. Ricordando∑
(x1,...,xn) 6∈A =

∑
A, abbiamo che

∑
D

L(ϑ1; x)−
∑

C
L(ϑ1; x) = (∑

D∩C L(ϑ1; x) +
∑

D∩C L(ϑ1; x))
−(∑

C∩D L(ϑ1; x) +
∑

C∩D L(ϑ1; x))

semplificare
∑

C∩D =
∑

D∩C L(ϑ1; x)−∑
D∩C L(ϑ1; x)

criterio NP ≥ ∑
D∩C kL(ϑ0; x)−∑

D∩C kL(ϑ0; x)

aggiungere/togliere
∑

D∩C kL(ϑ0; x) = (∑
D∩C kL(ϑ0; x) +

∑
D∩C kL(ϑ0; x))

−(∑
D∩C kL(ϑ0; x) +

∑
D∩C kL(ϑ0; x))

= k(∑
C L(ϑ0; x)−∑

D L(ϑ0; x)).

Ora, grazie all’ipotesi che C e D siano regioni a livello α – o, più propriamente

Pϑ0({(X1, . . . ,Xn) ∈ C}) = α, Pϑ0((X1, . . . ,Xn) ∈ D) ≤ α –

quest’ultima relazione diventa
∑

D
L(ϑ1; x)−

∑
C

L(ϑ1; x) ≥ k(α− α) = 0.

Supponiamo ora di utilizzare un “test” totalmente indipendente dai risultati cos̀ı
costruito: lanciamo una moneta truccata (che non c’entra nulla con il nostro
campione) con probabilità di croce α. Rigettiamo H0 se e sole se esce testa.
Avremo quindi che la probabilità di errore di prima specie è α (qualsiasi sia l’ipotesi
nulla), mentre la probabilità di errore di seconda specie è 1 − α (qualsiasi sia
l’ipotesi alternativa). Il criterio NP chiaramente porta meno errori di II specie del
“test” appena considerato. Sarebbe infatti improbabile (ossia scegliere le peggiori
regioni critiche o test su campioni molto piccoli) trovare un test peggiore di questo.
Avremo quindi in situazioni molto generali il seguente risultato.
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Corollario 14.1 (Un limite agli errori di seconda specie) Sia C una regio-
ne ottimale per un test PP a livello α con

H0 : ϑ = ϑ0, H1 : ϑ = ϑ1.

Allora
Pϑ1((X1, . . . ,Xn) 6∈ C)︸ ︷︷ ︸

Errore di II specie

≤ 1− α.

Siamo quindi in grado di dare risposta alle domande del paragrafo precedente.
Prendiamo l’esempio del dado equo/truccato. Abbiamo in questo caso che

H0 : ϑ = 1/6 H1 : ϑ = 2/7,

e
L(ϑ;x1, . . . ,x100) = ϑ

∑
i xi(1− ϑ)100−

∑
i xi

dove ciascun xi può assumere 1 (se esce sei) o 0 (se esce un altro numero). Il
criterio NP dice che una regione C è ottimale se

L(ϑ0; x1, . . . ,x100) ≤ kL(ϑ1;x1, . . . ,x100)

per tutti e soli gli (x1, . . . ,x100) ∈ C, ossia se

(1/6)
∑

i xi(1− 1/6)100−
∑

i xi ≤ k (2/7)
∑

i xi(1− 2/7)100−
∑

i xi

(1/5)
∑

i xi(5/6)100 ≤ k (2/5)
∑

i xi(5/7)100

(1/2)
∑

i xi ≤ k (6/7)100

log1/2 ((1/2)
∑

i xi) ≥ log1/2 (k (6/7)100)
∑

i xi ≥ k′

ritrovando quindi come criterio della regione critica ottimale ϑ̂ =
∑

i Xi ≥ n.
Analizziamo il secondo esempio, non da un punto di vista analitico ma risolvendolo
graficamente. In questo secondo caso si ha

H0 : ϑ = 0, H1 : ϑ = 1,

con un campione dato da una sola osservazione (un paziente). Abbiamo quindi

L(ϑ;x) = fϑ(x),

con x che può assumere un qualsiasi valore tra 0 e 15 (si veda il primo grafico della
Figura 14.8). Il criterio NP afferma che una regione C è ottimale se

L(ϑ0; x) ≤ k L(ϑ1;x)

per tutti e soli gli x ∈ C, ossia se

g(x) =
L(ϑ0; x)
L(ϑ1; x)

=
f0(x)
f1(x)

≤ k ⇐⇒ x ∈ C, x ∈ (0,15).
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Disegniamo la funzione g(x), ottenendo il grafico centrale nella Figura 14.8. Le
regioni ottimali, secondo il criterio NP, sono quelle per cui

Ck = {x: g(x) ≤ k}
che per k ∈ [0.13,0.211] non sono del tipo x ≥ x0, come l’intuizione aveva potuto
suggerire. Ciascuna di queste regioni, dipendenti da k, è ottimale a livello

α(k) = PH0({X ∈ Ck}) =
∫

Ck

f0(x) dx.

Nell’ultimo grafico di Figura 14.8 è disegnato il grafico di α(k) per i valori di
k ∈ [0.13,0.211].
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Figura 14.8 Densità f0 e f1, rapporto di verosimiglianze per trovare le regioni ottimali
e grafico della significatività α in funzione di k per le varie regioni ottimali.

Supponiamo quindi di essere interessati alla regione ottimale a livello α = 0.05.
Dall’ultimo grafico ritroviamo k ≈ 0.151 e quindi dal penultimo grafico troviamo
la corrispondente regione critica

C0.151 ≈ [6.93,8.2] ∪ [10.08,15].

Notiamo che quest’ultima è la medesima regione critica della Figura 14.7, che è
quindi una regione ottimale a livello α = 0.05.

Osservazione 14.5 Il criterio NP ha il forte vantaggio di essere costruttivo.
Come visto nell’ultimo esempio ci permette di costruire regioni critiche ottimali.
Non è cos̀ı semplice invece risolvere il problema generale della ricerca di un test
UPP qualora le ipotesi nulla e alternativa non siano semplici.

Osservazione 14.6 Nel primo dei due esempi proposti siamo arrivati a trovare
uno stimatore ϑ̂, necessario per facilitare il calcolo della regione critica. Come
trovare in generale questo stimatore? Premettiamo qualche osservazione che faciliti
l’affronto di tale problema.

Ricordiamo che abbiamo assunto che il campione X1, . . . ,Xn è randomizzato. Le
osservazioni X1, . . . ,Xn possono essere quindi viste come v.a. indipendenti e tutte
con la stessa legge pX (caso discreto) e fX (caso continuo). Avremo quindi, come
conseguenza della Proposizione 11.11 del Capitolo 12, che la legge congiunta del
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campione si fattorizza nel prodotto delle leggi marginali, cioè la verosimiglianza del
campione si fattorizza nel prodotto delle verosimiglianze delle singole osservazioni

L(ϑ; x1, . . . ,xn) = p(X1,...,Xn)(x1, . . . ,xn) = pX
x1

pX
x2
· · · pX

xn

= L(ϑ;x1)L(ϑ; x2) · · ·L(ϑ; xn)

nel caso discreto, e analogamente,

L(ϑ; x1, . . . ,xn) = f(X1,...,Xn)(x1, . . . ,xn) = fX(x1)fX(x2) · · · fX(xn)

= L(ϑ; x1)L(ϑ;x2) · · ·L(ϑ;xn)

nel caso continuo. In entrambi i casi abbiamo che

L(ϑ; x1, . . . ,xn) = L(ϑ; x1)L(ϑ; x2) · · ·L(ϑ; xn).

Assumiamo ora che ϑ0 e ϑ1 siano due possibili valori di uno dei parametri delle
distribuzioni viste nel Capitolo 12.

Esempio 14.5 Il campione è formato da 30 esperimenti su un tempo di vita con
assenza di memoria: Xi ∼ Exp(ϑ). Il test è H0 : ϑ0 = 4 contro H1 : ϑ1 = 6.

Esempio 14.6 Il campione è formato da 50 esperimenti sul numero di successi su
3 lanci: Xi ∼ B(3,ϑ). Il test è H0 : ϑ0 = 1/2 contro H1 : ϑ1 = 1/4.

Esempio 14.7 Il campione è formato da 100 esperimenti sul contenuto di una
confezione di pelati: Xi ∼ N(ϑ,9). Il test è H0 : ϑ0 = 400g contro H1 : ϑ1 = 396g.

Osservazione 14.7 L’ultima assunzione introdotta sta escludendo i test in cui le
ipotesi nulla e alternativa determinano

(i) leggi di fenomeni diversi (per esempio, ϑ0 identifica un’esponenziale mentre
ϑ1 identifica una normale),

(ii) diversi parametri della stessa legge (per esempio, ϑ0 identifica un fenomeno
normale X ∼ N(1,4) mentre ϑ1 identifica un fenomeno normale X ∼ N(3,9)),

(iii) leggi “strane” non trattate nel Capitolo 12.

Che cosa vuol dire che le leggi non debbano essere “strane” è presto detto: per
tutte le distribuzioni presentate nel Capitolo 12 esistono quattro funzioni a(ϑ),
b(x), c(ϑ) e d(x) con

L(ϑ; x) = a(ϑ)b(x)c(ϑ)d(x)

per ogni ϑ ∈ Θ.

Mostriamo quanto detto per le distribuzioni presentate negli Esempi 14.5–14.7.
Nell’Esempio 14.5

L(ϑ;x) =
{

ϑe−ϑx se x > 0,
0 altrimenti.
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e quindi 



a(ϑ) = e−ϑ

b(x) = x

c(ϑ) = ϑ

d(x) =
{

1 se x > 0,
0 altrimenti.

Nell’Esempio 14.6,

L(ϑ; x) =






 3

x


ϑx(1− ϑ)3−x se x = 0,1,2,3,

0 altrimenti.
e quindi 




a(ϑ) = ϑ
1−ϑ

b(x) = x

c(ϑ) = (1− ϑ)3

d(x) =






 3

x


 se x = 0,1,2,3,

0 altrimenti.
Nell’Esempio 14.7,

L(ϑ;x) =
1

3
√

2π
e−

1
2 ( x−ϑ

3 )2

=
1

3
√

2π
e−

x2
18 e−

ϑ2
18 e

ϑ
9 x

e quindi 



a(ϑ) = e
ϑ
9

b(x) = x

c(ϑ) = e−
ϑ2
18

d(x) = 1
3
√

2π
e−

x2
18

Osservazione 14.8 L’ultima assunzione garantisce quindi che L(ϑ; x) verifica

L(ϑ;x) = a(ϑ)b(x)c(ϑ)d(x) :

tutto ciò dà significato all’Osservazione 14.7, escludere i test nei quali la verosimiglianza
non si scrive attraverso 4 funzioni in quella forma. Per esempio non è possibile
scrivere la verosimiglianza di una distribuzione uniforme X ∼ U(0,ϑ) in tale modo,
poiché il supporto (dove cioè fX > 0) dipende da ϑ. Notiamo che tranne in questi
casi, per quasi tutte le distribuzione utilizzate nelle applicazioni la verosimiglianza
può essere scritta in quella forma.

Ipotesi analitica. Assumiamo che la verosimiglianza si scriva nella forma

L(ϑ; x) = a(ϑ)b(x)c(ϑ)d(x)

con a(ϑ) > 0 e c(ϑ) > 0, per ogni ϑ ∈ Θ. Quest’ultima ipotesi non è restrittiva:
la verosimiglianza, essendo la legge congiunta del campione, non deve mai essere
negativa e non può essere sempre nulla.



Metodi statistici inferenziali 129

Ora, se assumiamo che il campione sia randomizzato o, più propriamente,

L(ϑ; x1, . . . ,xn) = L(ϑ; x1)L(ϑ;x2) · · ·L(ϑ;xn)

e l’ipotesi analitica, otteniamo

L(ϑ;x1, . . . ,xn) = a(ϑ)
∑

i b(xi)c(ϑ)nd(x1) · · · d(xn).

Il criterio NP diventa

L(ϑ0; x1, . . . ,xn)︷ ︸︸ ︷
a(ϑ0)

∑
i b(xi)c(ϑ0)nd(x1) · · · d(xn) ≤ k

L(ϑ1; x1, . . . ,xn)︷ ︸︸ ︷
a(ϑ1)

∑
i b(xi)c(ϑ1)nd(x1) · · · d(xn)

per tutti e soli gli (x1, . . . ,xn) ∈ C. Ora osserviamo che

d(x1)d(x2) · · · d(xn) = 0

indica un risultato totalmente impossibile. Infatti una verosimiglianza nulla significa
una probabilità congiunta (o densità congiunta) nulla. Tenuto presente quindi che
per i risultati possibili dovrà essere d(x1)d(x2) · · · d(xn) > 0, semplifichiamo i conti
del criterio NP, ottenendo

(
a(ϑ0)
a(ϑ1)

)∑
i b(xi)

≤ k

(
c(ϑ1)
c(ϑ0)

)n

e quindi passando al logaritmo in base d = a(ϑ0)/a(ϑ1), il criterio NP diventa

∑
i
b(xi) ≤ logd k + n logd

(
c(ϑ1)
c(ϑ0)

)
se d > 1,

∑
i
b(xi) ≥ logd k + n logd

(
c(ϑ1)
c(ϑ0)

)
se d < 1,

ossia una regione ottimale C è della forma
∑

i
b(xi) ≤ k∗ se a(ϑ0)/a(ϑ1) > 1,

∑
i
b(xi) ≥ k∗ se a(ϑ0)/a(ϑ1) < 1.

Siamo quindi in grado di rispondere alla domanda dell’Osservazione 14.6. Per
tutti i test fatti su un campione randomizzato e che verificano l’ipotesi analitica,
abbiamo che ϑ̂ =

∑
i b(Xi) è lo stimatore cercato.

Il problema costruttivo è quindi facilitato, anche se non risolto del tutto. Che
legge avrà ϑ̂? Infatti, se dal criterio per la scelta di C ottimale, si ottiene per
esempio che

ϑ̂ ≤ k∗

quale k∗ dobbiamo scegliere per ottenere

P ({ϑ̂ ≤ k∗}) = α?
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La risposta dipende dalla legge di b(X). Anche qualora quest’ultima fosse nota,
non è detto che sia semplice trovare la legge di ϑ̂ =

∑
i b(Xi). Notiamo comunque

che

P ({ϑ̂ ≤ k∗}) = P

({
ϑ̂− E(ϑ̂)√

V ar(ϑ̂)
≤ k∗ − E(ϑ̂)√

V ar(ϑ̂)

})

e quindi, se indichiamo con Yi = b(Xi), il Teorema del Limite Centrale assicura
che, per n “grande” la legge di

ϑ̂− E(ϑ̂)√
V ar(ϑ̂)

=
ϑ̂− nE(b(Xi))√

nV ar(b(Xi))
=

MY
n − E(Y )√
V ar(MY

n )

tende alla legge normale standard, qualunque sia la legge di Y = b(X). Non ci
stupirà trovare quindi nei test che introdurremo stimatori ϑ̂ “classici” e quantità
pivotali, lasciando al lettore che avesse trattato questo paragrafo la verifica che il
criterio NP porta alle stesse regioni di rifiuto.

Test UPP. Abbiamo trovato, sotto l’ipotesi analitica e assumendo che il campione
fosse randomizzato, che la regione critica ottimale è della forma

∑
i
b(xi) ≤ k∗ se a(ϑ0)/a(ϑ1) > 1,

∑
i
b(xi) ≥ k∗ se a(ϑ0)/a(ϑ1) < 1.

Ci chiediamo se riusciamo a trovare regioni ottime, ossia test UPP.
Ipotesi di monotonia. Assumiamo ora che Θ0 e Θ1 siano intervalli disgiunti e
che a(ϑ) sia monotona in ϑ.

Esempio 14.8 Il campione è formato da 30 esperimenti su un tempo di vita con
assenza di memoria: Xi ∼ Exp(ϑ). Il test è H0 : ϑ ≤ 4 contro H1 : ϑ > 4. In
questo caso, Θ0 = (0,4] e Θ1 = (4,∞) e come abbiamo già calcolato a(ϑ) = e−ϑ,
chiaramente monotona.

Esempio 14.9 Il campione è formato da 50 esperimenti sul numero di successi su
3 lanci: Xi ∼ B(3,ϑ). Il test è H0 : ϑ = 1/2 contro H1 : ϑ < 1/2. In questo caso,
Θ0 = {1/2} e Θ1 = (0,1/2) e come abbiamo già calcolato a(ϑ) = ϑ/(1− ϑ), che è
monotona nel dominio ϑ ∈ (0,1).

Esempio 14.10 Il campione è formato da 100 esperimenti sul contenuto di una
confezione di pelati: Xi ∼ N(ϑ,9). Il test è H0 : ϑ ≥ 400g contro H1 : ϑ < 400g.
In questo caso, Θ0 = [400, +∞) e Θ1 = (−∞,400) e come abbiamo già calcolato
a(ϑ) = eϑ/9.

Osservazione 14.9 L’ipotesi di monotonia sta escludendo i test del tipo H0 : ϑ =
1/2 contro H1 : ϑ 6= 1/2 (moneta non truccata-moneta truccata). Per questi tipi di
test, in generale, non esiste un test UPP. Infatti il criterio NP porta al ragionevole
test “rigetto H0 se vengono troppe teste” nel caso che la distribuzione alternativa
identifichi una moneta truccata sulla testa e “rigetto H1 se vengono troppe croci”
nel caso che la distribuzione alternativa identifichi una moneta truccata sulla croce.
Non esisterà quindi un test UPP che commetta meno errori di seconda specie di
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ogni test allo stesso livello e per ogni scelta di una possibile distribuzione dell’ipotesi
alternativa.

Diamo quindi un criterio per la costruzione delle regioni ottime, solo nel caso a(ϑ)
crescente, Θ0 = (a,ϑ0] e Θ1 = (ϑ0,b).

Teorema 14.5 Supponiamo che il campione sia randomizzato e che valga l’ipotesi
analitica. Supponiamo inoltre a(ϑ) crescente, Θ0 = (a,ϑ0] e Θ1 = (ϑ0,b). Indichiamo
inoltre con ϑ̂ =

∑
i b(xi). Una regione critica ottima a livello α è della forma

{ϑ̂ ≥ k∗},
dove k∗ soddisfa

Pϑ0({ϑ̂ ≥ k∗}) = α.

Dimostrazione. Primo passaggio. Mostriamo che, se

Pϑ0({ϑ̂ ≥ k∗}) = α,

allora {ϑ̂ ≤ k∗} è una regione critica a livello α, ossia

sup
ϑ∈Θ0

Pϑ({ϑ̂ ≥ k∗}) = α.

Mostriamo che, per ogni ϑ′ ∈ Θ0 (e quindi ϑ′ < ϑ0), abbiamo che

Pϑ′({ϑ̂ ≥ k∗}) ≤ α.

Prendiamo quindi una regione ottimale a livello α per il test

H0 : ϑ = ϑ′, H1 : ϑ = ϑ0.

Poiché a(ϑ) è crescente, a(ϑ′)/a(ϑ0) < 1 e quindi una regione ottimale è del tipo

{ϑ̂ ≥ k}.
Il test preso è a livello α e quindi deve valere

Pϑ′({ϑ̂ ≥ k}) = α.

Poiché questo test è PP a livello α per H1 : ϑ = ϑ0, il Corollario 14.1 garantisce che

Pϑ0({ϑ̂ < k}) ≤ 1− α.

Ma poiché

Pϑ0({ϑ̂ ≥ k∗}) = α,

abbiamo che necessariamente k∗ ≥ k e quindi

Pϑ′({ϑ̂ ≥ k∗}) ≤ Pϑ′({ϑ̂ ≥ k}) = α.

Secondo passaggio. Il criterio NP garantisce che, sotto le ipotesi fatte,

ϑ̂ ≥ k∗

è la regione critica ottimale per tutti i test semplici del tipo

H0 : ϑ = ϑ0, H1 : ϑ = ϑ∗,

dove ϑ∗ è un qualunque valore in Θ1. Questo risultato è conseguenza del fatto che a(ϑ)

è crescente, e quindi a(ϑ0)/a(ϑ∗) < 1. Ne consegue che la regione critica {ϑ̂ ≥ k∗} è
ottima per il test

H0 : ϑ = ϑ0, H1 : ϑ ∈ Θ1.
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Terzo passaggio. Rimane da verificare che la regione critica

{ϑ̂ ≥ k∗}
è ottima per il test

H0 : ϑ ∈ Θ0, H1 : ϑ ∈ Θ1.

Sia C l’insieme di tutte le regioni critiche a livello α per testare

H0 : ϑ ∈ Θ0, H1 : ϑ ∈ Θ1,

ossia D ∈ C se
sup

ϑ∈Θ0

Pϑ((X1, . . . ,Xn) ∈ D) = α,

mentre sia C0 l’insieme di tutte le regioni critiche a livello α per testare

H0 : ϑ = Θ0, H1 : ϑ ∈ Θ1.

ossia D ∈ C0 se
Pϑ0((X1, . . . ,Xn) ∈ D) = α.

Ora, chiaramente, C ⊆ C0. Per il secondo passaggio, la regione {ϑ̂ ≥ k∗} è ottima in C0,
ossia ogni altra D ∈ C0 non commette meno errori di II specie per ogni scelta dell’ipotesi

alternativa. Per il primo passaggio, {ϑ̂ ≥ k∗} ∈ C che quindi è ottima in C (essendo
ottima per un insieme più grande).

Lasciamo quindi come esercizio al lettore la ricerca della regione ottima per gli
Esempi 14.8–14.10 e la verifica che il criterio UPP porta alle stesse regioni di
rifiuto che presenteremo come “dettate dal buon senso” per i test sui parametri
(si prenda l’ipotesi di normalità della distribuzione). Chi non si fosse introdotto
fino a questo livello potrà comunque proseguire la lettura.

14.3 Test d’ipotesi

Presentiamo ora, a titolo esemplificativo, alcuni tra i test d’ipotesi “classici” più
utilizzati in ambito statistico. Cominciamo con test sui parametri delle popolazioni
osservate.

14.3.1 Test sulla frequenza

Esempio 14.11 (L’attenzione degli studenti) Una classe di studenti che segue
con attenzione risponde con esattezza al 70% delle domande di un test a risposta
doppia (s̀ı/no), mentre l’intuito garantisce una frequenza del 55%. Il risultato del
test ha dato 30 risposte corrette su 50. Posso concludere che la classe non sta
seguendo?

Il fenomeno osservato è di tipo bernoulliano (risposta s̀ı / risposta no) con parametro
p. Il test è fatto per decidere se p = 0.55 o p = 0.7.

• L’ipotesi presunta è che la classe stia seguendo, ossia che

H0 : p = 0.7, H1 : p = 0.55.
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• Il livello di significatività non è specificato dal test. Noi prenderemo un rischio
di 0.1 (accuseremo ingiustamente la classe con probabilità 1/10). Se avessimo
avuto 80 risposte esatte su 100, non avremmo dubbi, cos̀ı come se ne avessimo
avute 15 su 200. Il nostro criterio di rifiuto sarà della forma Mn < k, dove k
verrà determinato dalla quantità pivotale per la frequenza

Z =
Mn − p√
p(1− p)

√
n.

Nel nostro caso, a priori, n = 50 e p = 0.7. Quindi rigetteremo H0 se

Mn < k ⇐⇒ Z <
k − 0.7√

0.7(1− 0.7)

√
50

︸ ︷︷ ︸
=zα

Sapendo che Z è una quantità pivotale, a priori imponiamo il rischio

P (Z < z0.1) = 0.1,

dove, dalle tavole, z0.1 = −1.2816. Abbiamo quindi trovato il nostro criterio
di rifiuto “a priori”: rigettiamo H0 a livello 0.1 se Z < −1.2816.

• Nel nostro caso, Mn = 30/50 = 0.6, e quindi Z = −1.5430: rigettiamo
l’ipotesi che la classe stia seguendo a livello 0.1.

Notiamo che se avessimo assunto α = 0.05 (meno rischio), avremmo ottenuto
z0.05 = −1.6449, e avremmo concluso che non potevamo rigettare l’ipotesi che la
classe stesse seguendo a livello 0.05.

H0 H1 Rigetto H0 se
p = p0 p 6= p0 |Z| > z1−α

2

p ≥ p0 p < p0 Z < zα

p ≤ p0 p > p0 Z > z1−α

Tabella 14.6 Criteri di rigetto per test sulla frequenza di un fenomeno dicotomico con
campione grande. La quantità pivotale è Z ∼ N(0,1), dove Z = ((Mn −
p0)
√

n)/
√

p0(1− p0) sotto l’ipotesi nulla.

14.3.2 Test sulla media

Esempio 14.12 (Cause e reclami) A seguito di numerosi reclami, in un impianto
industriale di imbottigliamento XYZ si vuole essere certi che la quantità media di
vino presente nelle bottiglie non sia inferiore a 0.75l. Vengono quindi estratte
100 bottiglie il cui contenuto medio è 0.76l con una deviazione standard di 0.04l.
Cosa concludiamo? L’associazione dei consumatori si trova invece ad analizzare
25 bottiglie, trovando un contenuto medio di 0.72l e una deviazione standard di
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0.09l. Ha forti evidenze statistiche per impegnarsi in una causa contro la ditta
XYZ?

Il test è fatto per decidere se il valore atteso µ > 0.75 o µ ≤ 0.75.

• La ditta vuole essere certa che µ > 0.75. Sceglierà quindi

H0 : µ ≤ 0.75, H1 : µ > 0.75.

• La ditta vuole avere basso rischio. Sceglierà α = 0.01.

Il criterio di rifiuto sarà della forma Mn > k, dove k verrà determinato dalla
quantità pivotale per la media (con varianza incognita)

T =
Mn − µ

S

√
n.

Nel nostro caso, a priori, n = 100 e µ = 0.75 (caso limite). Quindi rigetteremo
H0 se

Mn > k ⇐⇒ T >
k − µ

S

√
50

︸ ︷︷ ︸
=t1−α

Sapendo che T ∼ T99 è una quantità pivotale, a priori imponiamo il rischio

P (T > t1−α) = α,

ottenendo dalle tavole t0.99 = 2.3646. Abbiamo quindi trovato il nostro
criterio di rifiuto “a priori”: rigettiamo H0 a livello 0.01 se T > 2.3646.

• Dai dati che abbiamo T = 2.5. Poiché T > t0.99, l’azienda rigetterà l’ipotesi
“le bottiglie contengono in media meno di 0. 75l” a livello 0.01 (con pochissimo
rischio).

Dal punto di vista dell’associazione di consumatori,

• per intentare una causa, l’associazione vuole avere evidenze che µ < 0.75.
Sceglierà quindi

H0 : µ ≥ 0.75, H1 : µ < 0.75.

• Visto la forza della campagna di diffamazione, si assume più rischi e sceglierà
α = 0.05.

Il criterio di rifiuto sarà della forma Mn < k. In questo caso µ = 0.75 (caso
limite) e n = 25, e quindi T ∼ T24. Impostando

P (T < t0.05) = 0.05,

otteniamo dalle tavole t0.05 = −1.7109.

• Dai dati che ha l’associazione dei consumatori, T = −1.667. Poiché T ≮ t0.05,
l’associazione non potrà rigettare l’ipotesi “le bottiglie contengono in media
almeno 0.75l. Per poter aver forti evidenze statistiche per giustificare una
causa, deve aumentare il campione osservato.
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H0 H1 Rigetto H0 se
µ = µ0 µ 6= µ0 |T | > t1−α

2

µ ≥ µ0 µ < µ0 T < tα

µ ≤ µ0 µ > µ0 T > t1−α

Tabella 14.7 Criteri di rigetto per test sul valore atteso di un fenomeno con campione
grande o popolazione gaussiana. La quantità pivotale è T ∼ Tn−1, dove
T = (Mn − µ0)

√
n/S sotto l’ipotesi nulla.

14.3.3 Test sull’incremento della media

Esempio 14.13 (Una sostanza pericolosa?) Un centro di ricerca vuole verificare
se l’effetto di una sostanza contenente anche caffeina aumenta significativamente
i battiti cardiaci delle persone a cui viene sottoposta. A tal proposito, misura i
battiti cardiaci prima e dopo che la sostanza venga somministrata ai suoi pazienti,
ottenendo i dati della Tabella 14.8. Con i dati presentati, cosa conclude il centro

Paziente Battiti prima Battiti dopo Differenza︷ ︸︸ ︷
Somministrazione della sostanza

1. 81 82 1
2. 65 66 1
3. 75 79 4
4. 68 74 6
5. 66 64 −2
6. 86 90 4
7. 68 66 −2
8. 63 63 0
9. 88 89 1
10. 60 66 6

Tabella 14.8 Battiti cardiaci raccolti dal centro di ricerca.

di ricerca?

Questo esempio pone in evidenza due aspetti di carattere generale.

• I dati raccolti provengono da una sola popolazione cioè sono le stesse persone
su cui si misurano i battiti prima della somministrazione / dopo la somministrazione.
Ciò che si misura è l’incremento dei battiti. Osserviamo che le due colonne
“prima della somministrazione / dopo la somministrazione” non sono indipendenti:
se si ha un alto valore nella prima ci si aspetta un alto valore nella seconda.

• I dati sono pochi n < 30 per utilizzare l’approssimazione gaussiana di Mn. In
questo caso potremo utilizzare le quantità pivotali se la popolazione ha legge
gaussiana. Pertanto assumeremo che la legge del fenomeno X “differenza
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tra i battiti prima / dopo la somministrazione” sia una legge gaussiana di
parametri µ e σ2 incogniti, ossia che X ∼ N(µ,σ2).

Avremo quindi che

• volendo mostrare che i battiti aumentano,

H0 : µ = 0, H1 : µ > 0.

• Scegliamo α = 0.05.

Il criterio di rifiuto sarà della forma Mn > k. La quantità pivotale per la
media (con varianza incognita)

T =
Mn − µ

S

√
n.

Nel nostro caso, a priori, n = 10 e µ = 0. Quindi rigetteremo H0 se

Mn > k ⇐⇒ T >
k

S

√
10

︸ ︷︷ ︸
=t1−α

.

Poiché T ∼ T9 è una quantità pivotale, a priori imponiamo il rischio

P (T > t0.95) = 0.05,

ottenendo dalle tavole t0.95 = 1.8331. Dai dati otteniamo Mn = 1.9 e S2 =
8.7667 e quindi T = 2.0292. Poiché T > t0.95, il centro di ricerca rigetterà
l’ipotesi “non c’è aumento dei battiti” a livello 0.05.

Notiamo che se l’ipotesi di modello X ∼ N(µ,σ2) non è applicabile, il procedimento
perde di valore (occorre un altro metodo o un campione più grande).

Osservazione 14.10 Il test sull’incremento della media è un test sul valore atteso
con µ0 = 0, campioni accoppiati e osservazioni date dalla differenza. Il criterio di
rigetto è dato quindi dalla Tabella 14.7, ricordandosi di prendere come campione
la differenza dei valori accoppiati.

14.3.4 Test per il confronto di medie

Nell’Esempio 14.13 ci riferivamo alla stessa popolazione e a due fenomeni accoppiati
(battiti prima della somministrazione / battiti dopo la somministrazione). In
quell’esempio, il fenomeno realmente osservato era la differenza dei battiti e la
popolazione era unica. Supponiamo ora di voler confrontare due campioni che
provengono da due popolazioni differenti (o da due sottogruppi della popolazione,
o da un campionamento stratificato) allo scopo di analizzare la differenza del valore
atteso.
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I gruppo II gruppo
N. 50 100
Effetto medio (Mn) 5.6 5.9
Deviazione effetto (S) 1.85 1.67

Tabella 14.9 Riassunto dei dati raccolti dalla casa farmaceutica.

Esempio 14.14 (Un nuovo farmaco) Una ditta farmaceutica ha trovato un
nuovo principio attivo contro l’insonnia. Prima di cambiare tutti gli impianti di
produzione decide di fare dei test per assicurarsi che il nuovo farmaco funzioni
meglio del vecchio. A tal fine, prende 200 pazienti con patologia omogenea e
li divide in due gruppi: al primo gruppo di 100 pazienti somministra il vecchio
farmaco, al secondo gruppo il nuovo. Misura quindi l’effetto del farmaco (che
supporremo in una scala da 1 a 10) ottenendo i valori della Tabella 14.9.
La casa farmaceutica si chiede: è aumentato il valore atteso dell’effetto nel nuovo
farmaco? C’è quindi abbastanza evidenza statistica per affrontare la spesa per
cambiare gli impianti?

Siamo di fronte a due popolazioni (pazienti trattati con il vecchio farmaco /
pazienti trattati con un nuovo farmaco). Il campione della prima popolazione
ha ampiezza n = 50, mentre il campione della seconda popolazione ha ampiezza
m = 100. Chiameremo X1, . . . ,X50 il campione proveniente dalla prima popolazione,
Y1, . . . ,Y100 il campione proveniente dalla seconda popolazione. La casa famaceutica
si sta chiedendo quindi se può essere certa che µX = E(X) < E(Y ) = µY (X è
il fenomeno “risposta al trattamento con il vecchio farmaco” e Y è il fenomeno
“risposta al trattamento con il nuovo farmaco” da cui abbiamo estratto i campioni).
Faremo l’ipotesi aggiuntiva che V ar(X) = V ar(Y ) = σ2

X = σ2
Y = σ2 (un test senza

questa ipotesi esiste, ma la sua trattazione non è elementare).

Proposizione 14.1 (Parametri della differenza di medie campionarie)
Con le notazioni appena introdotte

E(MX
n −MY

m) = E(X)− E(Y ), V ar(MX
n −MY

m) =
σ2

X

n
+

σ2
Y

m
.

Dimostrazione. Dalle proprietà del valore atteso

E(MX
n −MY

m) = E(MX
n )− E(MY

m) = E(X)− E(Y );

mentre per la varianza vale che

V ar(MX
n −MY

m) = V ar(MX
n + (−MY

m))

= V ar(MX
n ) + V ar(−MY

m)

= V ar(MX
n ) + (−1)2V ar(MY

m)

= V ar(MX
n ) + V ar(MY

m)

=
σ2

X

n
+

σ2
Y

m
.

La casa farmaceutica esegue quindi il test per decidere se µX ≥ µY o µX < µY .
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• La casa farmaceutica adotta una strategia prudente: preferisce non rischiare
i soldi se non è convinta che sia davvero conveniente. Sceglierà quindi

H0 : µX ≥ µY , H1 : µX < µY .

• Volendosi assumere un basso rischio, si sceglierà α = 0.01.

Se m e n sono “grandi”

MX
n −MY

m ∼ N(E(X)− E(Y ),
σ2

X

n
+

σ2
Y

m
)

dove i parametri sono stati ottenuti nella Proposizione 14.1. Avendo supposto
σ2

X = σ2
Y = σ2 e µX = µY (ipotesi nulla) abbiamo che

MX
n −MY

m ∼ N(0,σ2(
1
n

+
1
m

)).

Ci resta da stimare σ2. Si può dimostrare che uno stimatore non distorto per
σ2 è

S2 =
∑n

i=1(Xi −MX
n )2 +

∑m
i=1(Yi −MY

m)2

n + m− 2
=

(n− 1)S2
X + (m− 1)S2

Y

n + m− 2

e che

T =
MX

n −MY
m

S
√

1
n + 1

m

è una quantità pivotale (T ∼ Tm+n−2). Il criterio di rifiuto sarà della forma
MX

n −MY
m < k. Nel nostro caso n = 50 e m = 100 e quindi rigetteremo H0

se

MX
n −MY

m < k ⇐⇒ T <
k

S
√

1
n + 1

m︸ ︷︷ ︸
=tα

.

Poiché T ∼ T148 è una quantità pivotale, a priori imponiamo il rischio

P (T < t0.01) = 0.01,

ottenendo dalle tavole t0.01 = −2.3518. Abbiamo quindi trovato il nostro
criterio di rifiuto “a priori”: rigettiamo H0 a livello 0.01 se T < −2.3518.

• Dai dati che abbiamo,

S2 =
(n− 1)S2

X + (m− 1)S2
Y

n + m− 2
=

49 · (1.85)2 + 99 · (1.67)2

50 + 100− 2
≈ 3,

e quindi

T =
5.6− 5.9

√
3
√

1
100 + 1

50

= −5.7735.

Poiché T < t0.01, la casa farmaceutica potrà affermare che “l’effetto medio
del nuovo farmaco è migliore del vecchio” a livello 0. 01.
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H0 H1 Rigetto H0 se
µX = µY µX 6= µY |T | > t1−α

2

µX ≥ µY µX < µY T < tα

µX ≤ µY µX > µY T > t1−α

Tabella 14.10 Criteri di rigetto per test sulla differenza di medie in due popolazioni
con campioni grandi o con popolazioni normali. La quantità pivotale
è T ∼ Tm+n−2, dove, assunta l’ipotesi nulla, T = (MX

n −
MY

m)/[S
√

(1/n + 1/m)]. In questo caso, la varianza è stimata con

S2 = [(n− 1)S2
X + (m− 1)S2

Y ]/(n + m− 2).

14.4 χ2-test

Vediamo ora due test dovuti a Pearson. La loro diffusione è stata immediata e
hanno trovato applicazione in moltissime scienze.

Notiamo brevemente che il primo test risponde a una questione lasciata in
sospeso nel capitolo precedente: la supposizione di eseguire uno studio che assume
un modello per il calcolo senza chiedersi se quegli stessi dati confutassero statisticamente
questa nostra ipotesi.

14.4.1 χ2-test di adattamento

Esempio 14.15 (Esperimento di Mendel 2) Incrociando due specie con due
genotipi di razza pura (la prima specie con dominanti AABB e la seconda con
recessivi aa bb) otteniamo una prima generazione con entrambi i fenotipi dominanti
non di razza pura (ossia AaBb). Reincrociando gli individui di quest’ultima
generazione, otteniamo i 4 possibili fenotipi

(i) dominante-dominante dato dai genotipi
AABB, AA Bb, AAbB, AaBB, AaBb, Aa bB, aABB, aABb, aA bB;

(ii) dominante-recessivo dato dai genotipi AAbb, Aa bb, aA bb;

(iii) recessivo-dominante dato dai genotipi aaBB, aa Bb, aa bB;

(iv) recessivo-recessivo dato dal genotipo aa bb.

Sono stati osservati, su 800 individui di seconda generazione,

(i) 473 individui con fenotipo dominante-dominante (dd);

(ii) 140 individui con fenotipo dominante-recessivo (dr);

(iii) 135 individui con fenotipo recessivo-dominante (rd);
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(iv) 52 individui con fenotipo recessivo-recessivo (rr).

I dati negano la legge di Mendel?

L’esempio mette in luce i due principali oggetti con cui trattiamo quando eseguiamo
un test Chi Quadro di adattamento: una legge nota (la legge di ereditarietà di
Mendel) e un campione di dati. Ricordiamo che, nel caso di un numero finito N
di risultati, dire che è assegnata una legge di una v.a. X vuol dire che deve essere
assegnato l’insieme dei possibili valori assunti R = {x1,x2, . . . ,xN}, e la probabilità
con cui X assume ciascun valore

pX
x1

, pX
x2

, . . . , pX
xN

,

dove pX
xk

= P ({X = xk}).
Formalizzando quanto abbiamo detto, abbiamo quindi due oggetti.

(i) Un campione X1, . . . , Xn. Tutte le osservazioni, prima di essere eseguite,
hanno la medesima legge Xi ∼ X. Per semplificare le notazioni indicheremo
più brevemente pX

k = pX
xk

, senza possibili ambiguità.

(ii) La legge Y che i dati devono/non devono negare. Essendo la legge implicata
nell’ipotesi nulla, indicheremo con p0

k = pY
xk

.

Entrambe le v.a. X e Y sono definite sullo stesso insieme di risultati R, che
nell’esempio proposto sarà R = {(dd), (dr), (rd), (rr)}. Il test Chi Quadro verifica
le ipotesi

H0 : pX
k = p0

k, ∀k = 1, . . . ,N, H1 : H0 è falsa,

ossia assume che la legge di Y si “adatti bene” (da cui il termine test di adattamento)
per descrivere il campione X1, X2, . . . , Xn di ampiezza n, o il campione si adatti
bene alla legge, fino a forte prova contraria.

Effettuiamo le osservazioni e indichiamo quindi con nk il numero di esperimenti
il cui risultato è xk. Se H0 è vera, su n esperimenti fatti, ci aspetteremo un numero
medio di n0

k = np0
k osservazioni6 per il risultato xk. Ci chiediamo: i valori “teorici”

n0
k (valutati con la legge di Y ) e i valori osservati nk sono “distanti” tra di loro?

Se mi trovassi una grande “distanza” sarei infatti portato a rifiutare l’ipotesi che
ho fatto, ossia l’adattamento del campione alla legge. Occorre quindi trovare una
“distanza” che sia una quantità pivotale (in modo da procedere col test). Abbiamo
il seguente risultato.

Teorema 14.6 (Distribuzione χ2
N−1) La legge asintotica (nella pratica è sufficiente

che per ogni k, n0
k > 5) della quantità aleatoria

DN−1 =
N∑

i=1

(nk − n0
k)2

n0
k

dipende da N (non dal fenomeno osservato, ma dal numero di risultati). Inoltre
DN−1 ∼ χ2

N−1, ossia DN−1 è una legge Chi Quadro (N − 1)-gradi di libertà.

6Valore atteso di una somma di n v.a. di Bernoulli di parametro p0
k.
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Osservazione 14.11 A differenza dei test parametrici fino a qui introdotti, la
distribuzione pivotale dipende dal numero N dei risultati, non dall’ampiezza n
del campione, che comunque deve essere “grande”, come richiesto dalla condizione
“per ogni k, n0

k > 5”.

Osservazione 14.12 Il test proposto, come tutti quelli presentati in questa sede,
vale “per n grande” (ampiezza del campione). La condizione “per ogni k, n0

k > 5”
è utilizzata per coerenza con quanto detto in questo testo. Altri approcci portano
a scelte più accurate.

Nel nostro caso, N = 4, R = {(dd), (dr), (rd), (rr)} = {1, 2, 3, 4} e le probabilità
dei quattro eventi elementari sono date dalla legge di Mendel

p0
1 = 9/16, p0

1 = 3/16, p0
3 = 3/16, p0

4 = 1/16.

• In questo test non si sceglie l’ipotesi nulla. Il test è stato costruito per
verificare

H0 : pX
k = p0

k, ∀k = 1, . . . ,N, H1 : H0 è falsa.

• Scegliamo α = 0. 1.

Il criterio di rifiuto sarà della forma D > d0.9, dove D è la distanza pivotale
per i test di adattamento

DN−1 =
N∑

i=1

(nk − n0
k)2

n0
k

.

Nel nostro caso, a priori, N = 4. Sapendo che D ∼ χ2
3 è una quantità pivotale,

a priori imponiamo il rischio

P (D > d1−α) = α,

ottenendo dalle tavole d0.9 = 6. 2513. Abbiamo quindi trovato il nostro criterio
di rifiuto “a priori”: rigettiamo H0 a livello 0. 1 se D > 6. 2513. La scelta di
questa regola segue dalla considerazione che D misura la “distanza” tra i
valori osservati e quelli teorici, e quindi rigettiamo l’ipotesi di adattamento
qualora quest’ultima fosse alta.

• Dai dati che abbiamo, costruiamo la tabella di confronto tra i dati reali e
quelli osservati, ottenendo la Tabella 14.11. Notiamo che n0

k > 5 per tutti i k
e quindi possiamo procedere. Alternativamente, avremmo dovuto accorpare
due o più risultati fino a che tutti i valori n0

k fossero risultati maggiori di 5.
Non fare ciò, invalida il risultato qualunque esso sia.

Osservazione 14.13 Poiché l’eventuale accorpamento dei risultati comporterebbe
una diminuzione del numero di essi, N cambia e di conseguenza cambiano la
distribuzione DN−1 e la regione di rifiuto. Si preferisce prima di procedere
con i conti del test costruire la tabella di confronto.
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Numero Probabilità Numero
Risultato osservazioni teorica teorico osservazioni
xk nk p0

k n0
k = npY

k

1 (=dd) 473 9/16 450 = 800 · 16/16
2 (=dr) 140 3/16 150 = 800 · 3/16
3 (=rd) 135 3/16 150 = 800 · 9/16
4 (=rr) 52 1/16 50 = 800 · 1/16

Tabella 14.11 Tabella di confronto per impostare un test Chi Quadro.

Calcoliamo la quantità pivotale

D =
(463− 450)2

450
+

(140− 150)2

150
+

(135− 150)2

150
+

(52− 50)2

50
≈ 3. 42.

Poiché D ≤ d0.9, non si può rigettare l’ipotesi “i dati provengono dalla legge
di Mendel” a livello 0.1.

Osservazione 14.14 Osserviamo che, prima di effettuare le n osservazioni, nk è
una v.a. che conterà il numero di “successi” {Xi = xk}. La sua legge è quindi
nk ∼ B(n,pX

k ) e come conseguenza E(nk) = npX
k e V ar(nk) = npX

k (1− pX
k ). Per

le proprietà della varianza, poiché n0
k e p0

k sono costanti, abbiamo che

E((nk − n0
k)2) = V ar(nk − n0

k) + (E(nk − n0
k))2

= V ar(nk) + (E(nk − n0
k))2

= npX
k (1− pX

k ) + (npX
k − np0

k)2

e quindi

E(D) =
N∑

k=1

pX
k (1− pX

k )
p0

k

+ n

N∑

k=1

(pX
k − p0

k)2

p0
k

.

Sotto l’ipotesi nulla, ossia H0 : pX
k = p0

k, ∀k = 1, . . . ,N il secondo termine è nullo,
mentre il primo vale N − 1, che è proprio il numero dei gradi di libertà della legge
della quantità pivotale D.

Sotto l’ipotesi alternativa il secondo termine tende a infinito come n (si ricordi
qui che per le ipotesi fatte abbiamo almeno n > 5N). Anche questa osservazione
convalida la regola di rifiuto D > d1−α.

Esempio 14.16 (Adattamento a una legge con parametri incogniti) Un
ricercatore sta osservando quando insorge per la prima volta un battere nelle
colonie studiate. Per fare ciò predispone 100 colture e ogni giorno controlla in
quante di esse si è manifestato il battere. Alla sera del primo giorno osserva che 20
colonie presentano il battere. Delle rimanenti, 20 lo manifestano il secondo giorno,
17 il terzo, 15 il quarto, 16 il quinto e 1 il sesto e il settimo giorno, come mostrato
nella Tabella 14.12.
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Giorno Numero
osservazione osservazioni
1 20
2 35
3 17
4 15
5 11
6 1
7 1

Tabella 14.12 Riassunto dei dati raccolti dal ricercatore.

Osserva quindi un fenomeno di sopravvivenza di cui ipotizza una legge geometrica,
poiché suppone non ci sia “memoria”7 di quanto accaduto il giorno prima. Ci
chiediamo: quegli stessi dati confutano statisticamente l’ipotesi del ricercatore?

Ritroviamo i due oggetti propri del test Chi Quadro di adattamento.

(i) Il campione X1, . . . , X100. Tutte le osservazioni, prima di essere eseguite,
hanno la medesima legge Xi ∼ X.

(ii) La legge geometrica che i dati devono/non devono negare.

Ci sono due problemi che vanno affrontati:

(i) la distribuzione geometrica dipende da un parametro p, che non viene dato,

(ii) i risultati possibili di una legge geometrica sono infiniti, mentre il test Chi
Quadro è costruito per leggi con N risultati.

Il primo problema viene affrontato stimando p. Sappiamo che8, se Y ∼ G(p), allora
E(Y ) = 1/p. Con il metodo dei momenti troviamo p̂ = 1/Mn = 1/2.69 ≈ 0.372
poiché

Mn =
X1 + · · ·+ X100

100
=

1 · 20 + 2 · 35 + 3 · 17 + 4 · 15 + 5 · 11 + 6 + 7
100

= 2.69.

Notiamo infatti che la Tabella 14.12 raccoglie il numero di osservazioni uguali a
1, 2, . . . , 7, non le singole osservazioni.

Il problema si riduce cos̀ı a chiedersi se la popolazione si adatti alla legge di
una v.a. Y geometrica di parametro 0.372.9

7Per la caratterizzazione della legge geometrica attraverso la proprietà di assenza di memoria,
si rimanda al Capitolo 12.

8Per quanti non avessero risolto l’Esercizio 12.8, assumano che se Y ∼ G(p), E(Y ) = 1/p.
9Il lettore attento potrebbe chiedersi se a priori non ci sia una distribuzione geometrica che

approssimi meglio i dati di G(0.372) o più in generale una distribuzione i cui parametri non
vengano stimati attraverso il metodo dei momenti. Tale lettore è rimandato a una trattazione

più approfondita fatta attraverso stimatori di massima verosimiglianza. È da notare, per la
consistenza di entrambi i metodi, il comportamento asintotico equivalente dei due procedimenti.
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Bisogna però fare attenzione. Stimando il parametro p aumentiamo l’incertezza
della procedura che richiederebbe una legge nota. Si può comunque dimostrare il
seguente risultato.

Osservazione 14.15 (Regola generale) Ogni parametro stimato toglie un ulteriore
grado di libertà alla quantità pivotale. Perciò, se stimiamo 1 parametro, D ∼
χ2

N−1−1; se stimiamo 2 parametri, D ∼ χ2
N−1−2, . . .

Il secondo problema viene affrontato accorpando tutti i risultati della coda. Nell’e-
sempio appena introdotto, una possibile scelta è di raggruppare la coda che parte
da 7. I risultati possibili diventano

x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3, x4 = 4, x5 = 5, x6 = 6, x7 = [7, +∞).

Il problema si riduce cos̀ı a chiedersi se la popolazione si adatti a una legge che ha
R = {x1, x2, . . . , x7} come risultati e

p1 = 0.372, p2 = 0.233, p3 = 0.147,
p4 = 0.092, p5 = 0.058, p6 = 0.036,
p7 = 0.062,

dove le probabilità sono state calcolate utilizzando la legge della v.a. geometrica

P ({Y = k}) = 0.372(1− 0.372)k−1, k = 1, . . . ,6

mentre l’ultima, per evitare errori di approssimazione, è calcolata in modo tale
che la somma sia 1, ossia

p7 = 1− (p1 + · · ·+ p6).

Procediamo con il test. Costruiamo la Tabella di confronto per impostare un test
Chi Quadro, come mostrato nella Tabella 14.13.

Numero Probabilità Numero
Risultato osservazioni teorica teorico osservazioni
xk nk p0

k n0
k = npY

k

1 20 0.372 37.2
2 35 0.233 23.3
3 17 0.147 14.7
4 15 0.092 9.2
5 11 0.058 5.8
6 1 0.036 3.6
> 6 1 0.062 6.2
Totale 100 1 100

Tabella 14.13 Prima tabella di confronto per il ricercatore. Notiamo che n0
6 < 5:

dobbiamo accorpare dei risultati.

Notiamo che per il sesto risultato abbiamo n0
6 < 5. Perché il test abbia valore,

dobbiamo accorpare il sesto e il settimo risultato, ottenendo la Tabella 14.14.
Notiamo che i valori di nk, p0

k e n0
k si ricalcolano semplicemente sommando i valori

corrispondenti ai dati accorpati.
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Numero Probabilità Numero
Risultato osservazioni teorica teorico osservazioni
xk nk p0

k n0
k = npY

k

1 20 0.372 37.2
2 35 0.233 23.3
3 17 0.147 14.7
4 15 0.092 9.2
5 11 0.058 5.8
> 5 2 0.098 9.8
Totale 100 1 100

Tabella 14.14 Seconda tabella di confronto per il ricercatore con dati accorpati.

• In questo test non si sceglie l’ipotesi nulla. Il test è stato costruito per
verificare l’adattamento dei dati a una distribuzione geometrica.

• Scegliamo α = 0.01.

Il criterio di rifiuto sarà della forma D > d0.99, dove D è la distanza pivotale
per i test di adattamento. Nel nostro caso, a priori, N = 6 e poiché abbiamo
stimato un parametro, per la regola generale, abbiamo che

D6−1−1 =
6∑

i=1

(nk − n0
k)2

n0
k

è la distanza pivotale per il test di adattamento. Sapendo che D ∼ χ2
4 è una

quantità pivotale, a priori imponiamo il rischio

P (D > d1−α) = α,

ottenendo dalle tavole d0.99 = 13.277. Abbiamo quindi trovato il nostro
criterio di rifiuto: rigettiamo H0 a livello 0.01 se D > 13.277.

Calcoliamo la quantità pivotale

D =
(20− 37.2)2

37.2
+

(15− 23.3)2

23.3
+ · · ·+ (2− 9.8)2

9.8
≈ 28.71.

Poiché D > d0.99, rigettiamo l’ipotesi del ricercatore “i dati provengono da
una legge geometrica” a livello 0.01.

Esempio 14.17 (Adattamento a una legge continua) A seguito di 30 osservazioni
di un esperimento, un ricercatore ha raccolto i seguenti valori.

4.29 5.13 10.79 6.01 5.37 4.59 9.74 4.15 1.22 6.75
3.28 4.14 2.31 4.14 7.57 5.15 1.53 3.72 5.74 4.84
3.69 4.91 5.73 10.40 10.56 10.86 9.43 2.96 8.39 18.09

Ipotizza, per procedere con l’analisi, che i dati provengano da una legge normale.
Ci chiediamo: quegli stessi dati confutano statisticamente l’ipotesi del ricercatore?



146 Capitolo 14

Ci sono due problemi che vanno affrontati:

(i) la distribuzione normale dipende da due parametri µ, σ2, entrambi da stimare;

(ii) la legge della distribuzione normale è continua, mentre il test Chi Quadro è
costruito per leggi con N risultati.

Come abbiamo già discusso, per risolvere il primo problema, utilizziamo il metodo
dei momenti e stimiamo i parametri incogniti

µ̂ = Mn ≈ 6.18, σ̂2 = S2 ≈ 12.75

ricordando che “perdiamo” 2 gradi di libertà per la regola generale. Il problema
si riduce cos̀ı a chiedersi se la popolazione si adatti alla legge di una v.a. normale
Y con Y ∼ N(6.18,12.75).
Il secondo problema si risolve raccogliendo i dati in classi, ossia suddividendo l’asse
reale in un numero N di intervalli disgiunti, la cui unione è ancora tutto l’asse.
Poiché la scelta delle classi è arbitraria (a meno che non venga assegnata dal testo),
procederemo con astuzia in modo tale da non dover poi accorpare valori.

• Calcoliamo, in base al numero di osservazioni fatte, il numero N di classi.
Poiché alla fine dovremo avere che n0

k > 5 in ogni classe, necessariamente
N < n/5. Ricordiamo che avendo stimato due parametri, N deve risultare
almeno 4, poiché la distanza pivotale D ha distribuzione χ2

N−1−2. Nel nostro
esempio avremo quindi 4 ≤ N < 6. Scegliamo N = 5.

• Abbiamo scelto N = 5 in modo da non dover poi riaccorpare le classi. Questo
accadrà in particolare se ogni classe ha n0

k = n/N = 30/5 = 6. Scegliamo le
classi in modo che questo accada.

◦ Per ogni i = 1, . . . ,N −1, con l’uso della tavola di Φ calcoliamo i valori zi

della normale N(0,1) per cui Φ(zi) = i/N , ossia calcoliamo il i/N -quantile
della distribuzione normale.

i = 1 −→ Φ(−0.84) ≈ 1/5 −→ z1 =−0.84
i = 2 −→ Φ(−0.25) ≈ 2/5 −→ z2 =−0.25
i = 3 −→ Φ(0.25) = 3/5 −→ z3 = 0.25
i = 4 −→ Φ(0.84) ≈ 4/5 −→ z4 = 0.84

◦ Calcoliamo i i/N -quantili della distribuzione normale N(6.18,12.75), che
saranno gli estremi ci delle classi. Dalle proprietà della distribuzione
normale ci = µ + σzi, e quindi

c1 = 6.18 +
√

12.75 · (−0.84) ≈ 3.17
c2 = 6.18 +

√
12.75 · (−0.25) ≈ 5.28

c3 = 6.18 +
√

12.75 · 0.25 ≈ 7.08
c4 = 6.18 +

√
12.75 · 0.84 ≈ 9.19
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Con questa scelta p0
1 = P ({Y < c1}) = 1/5, p0

2 = P ({c1 < Y < c2}) = 1/5,
. . . , p0

5 = P ({c4 < Y }) = 1/5 e quindi

n0
k = np0

k = 30 · 1/5 = 6

per tutte le classi.

Costruiamo la tabella di confronto con le classi appena calcolate. Va notato che in
questo caso dobbiamo semplicemente contare quante osservazioni nk appartengono
a ciascuna classe.

Numero Probabilità Numero
Classe osservazioni teorica teorico osservazioni
xk nk p0

k n0
k = npY

k

< 3.17 4 1/5 6
(3.17− 5.28) 12 1/5 6
(5.28− 7.08) 5 1/5 6
(7.08− 9.19) 2 1/5 6
> 9.19 7 1/5 6
Totale 30 1 30

Tabella 14.15 Tabella di confronto per il test di normalità.

• In questo test non si sceglie l’ipotesi nulla. Il test è stato costruito per
verificare l’adattamento dei dati a una distribuzione normale.

• Scegliamo α = 0.05.

Il criterio di rifiuto sarà della forma D > d0.95, dove D è la distanza pivotale
per i test di adattamento. Nel nostro caso N = 5 e poiché abbiamo stimato
due parametri, per la regola generale, abbiamo che

D5−1−2 =
5∑

i=1

(nk − n0
k)2

n0
k

è la distanza pivotale per il test di adattamento. Sapendo che D ∼ χ2
2 è una

quantità pivotale, a priori imponiamo il rischio

P (D > d1−α) = α,

ottenendo dalle tavole d0.95 = 5.991. Abbiamo quindi trovato il nostro criterio
di rifiuto: rigettiamo H0 a livello 0.05 se D > 5.991.

Calcoliamo la quantità pivotale

D =
(4− 6)2

6
+

(12− 6)2

6
+

(5− 6)2

6
+

(2− 6)2

6
+

(7− 6)2

6
≈ 9.67.

Poiché D > d0.99, rigettiamo l’ipotesi del ricercatore “i dati provengono da
una legge normale” a livello 0.05.
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Osservazione 14.16 (Chi quadro e istogrammi di densità) Costruiamo ora
l’istogramma di densità per i dati raccolti nell’ultimo esempio e con le stesse classi
appena calcolate. Come descritto nel Capitolo 11, costruiamo la Tabella 14.16 per
la visualizzazione dell’istogramma di densità. Poiché ciascun intervallo deve avere
un ampiezza finita, limitiamo gli estremi degli intervalli estremi.

Intervallo Numero Serie Ampiezza Altezza
osservazioni statistica intervallo barra

xi ni p∗i = ni/n ai hi = p∗i /ai

[min(Xi),3.17] 4 4/30 1.96 0.068
(3.17,5.28] 12 4/30 2.1 0.19
(5.28,7.08] 5 4/30 1.81 0.092
(7.08,9.19] 2 4/30 2.1 0.031

(9.19,max(Xi)] 7 4/30 8.91 0.026
Totale 30 1 30

Tabella 14.16 Elaborazione dei dati per l’istogramma di densità (dati
dell’Esempio 14.17).

Disegniamo l’istogramma di densità dei dati raccolti, confrontandolo con il
grafico della densità della distribuzione normale N(6.18,12.75), come visualizzato
nella Figura 14.9.

−5 0 5 10 15 20 25
0

0.05

0.1

0.15

0.2

Figura 14.9 Confronto dell’istogramma di densità con la distribuzione normale
ipotizzata.

Il test che abbiamo appena svolto dice proprio che la “differenza” che vediamo
sul grafico è statisticamente significativa a livello α = 0.05.

14.4.2 χ2-test di indipendenza

Esempio 14.18 (Valutazione dei laureati) Tre corsi di laurea stanno valutando
i loro laureati. A tal fine raccolgono i dati della Tabella 14.17.
Si può affermare che il comportamento dipende dal corso di laurea?
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Corso di laurea
I II III Totale

Lauree in corso 16 23 14 53
Lauree fuori corso 118 90 106 314

Non laureati 4 10 3 17
Totale 138 123 123 384

Tabella 14.17 Andamento dei laureati per tre corsi di laurea.

Ci troviamo di fronte a una tabella di contingenza: di n individui osserviamo
due fenomeni A e B, il primo con c (colonne) risultati A1, . . . ,Ac e il secondo
con r (righe) risultati B1, . . . ,Br. Ciascun individuo appartiene quindi a una
casella. Indichiamo con nij il numero di individui che presentano i fenomeni Ai

e Bj . Indicheremo con ni· il numero di individui che presenta i fenomeni Ai,
ossia ni· =

∑
j nij (totale i-esima riga) mentre indicheremo con n·j il numero di

individui che presenta il fenomeno Bj , ossia n·j =
∑

i nij (totale j-esima colonna).
Lo schema riassuntivo è rappresentato nella Tabella 14.18.

A1 A2 . . . Ac Totale
B1 n11 n12 . . . n1c n1·
B2 n21 n22 . . . n2c n2·
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
Br nr1 nr2 . . . nrc nr·

Totale n·1 n·2 . . . n·c n

Tabella 14.18 Tabella di contingenza.

Ora ci chiediamo se c’è una qualche associazione tra i fenomeni osservati. Alternativamente
ci chiediamo se l’osservare un fenomeno non ci dica nulla sull’osservazione dell’altro
(indipendenza).

Ricordiamoci che indipendenza di due eventi significa P (AiBj)=P (Ai)P (Aj).
Nella nostra situazione, non abbiamo i valori di P (Ai) né quelli di P (Bj).

Per stimare pA
i = P (Ai) ricordiamo che ogni individuo può presentare il

fenomeno Ai (e allora “finisce nel computo di ni·”) oppure no. Ci troviamo
quindi di fronte a un fenomeno bernoulliano (individuo presenta / non presenta il
fenomeno Ai) di cui vogliamo stimare il parametro pA

i = P (Ai). Lo stimiamo, in
maniera del tutto naturale, con p̂A

i = ni·/n. Analogamente, p̂B
j = n·j/n. Se i due

fenomeni sono indipendenti, stimeremo quindi P (AiBj) con p̂A,B(i,j) = p̂A
i p̂B

j . Su
n esperimenti fatti, se i due fenomeni sono indipendenti, ci aspettiamo un numero
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di np̂A,B(i,j) osservazioni10 per la casella (i,j). Avremo quindi che

Eij = n
ni·
n

n·j
n

=
ni·n·j

n
=

(Totale riga) · (Totale colonna)
n

è il numero atteso di osservazioni stimato della casella (i,j) sotto l’ipotesi nulla,
ovvero se A e B sono fenomeni indipendenti. Raccogliamo nella Tabella 14.19 i
valori appena stimati.

A1 A2 . . . Ac Totale

B1
n1·n·1

n

n1·n·2
n

. . .
n1·n·c

n
n1·

B2
n2·n·1

n

n2·n·2
n

. . .
n2·n·c

n
n2·

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Br
nr·n·1

n

nr·n·2
n

. . .
nr·n·c

n
nr·

Totale n·1 n·2 . . . n·c n

Tabella 14.19 Numero atteso di osservazioni stimato sotto l’ipotesi nulla.

Nell’esempio che stiamo affrontando, i valori attesi stimati sotto l’ipotesi di
indipendenza sono riassunti nella Tabella 14.20.

Corso di laurea
I II III Totale

Lauree in corso 19.05 16.975 16.975 53
Lauree fuori corso 12.84 100.58 100.58 314

Non laureati 6.11 5.445 5.445 17
Totale 138 123 123 384

Tabella 14.20 Andamento atteso dei laureati per i tre corsi di laurea sotto l’ipotesi di
indipendenza.

Ci chiediamo: i valori delle Tabelle 14.17 e 14.20 sono “distanti” tra di loro? Se
avessimo grande “distanza” saremo infatti portati a rifiutare l’ipotesi che abbiamo
fatto, ossia l’indipendenza. Occorre quindi trovare una “distanza” che sia una
quantità pivotale (in modo da procedere col test).

10Valore atteso di una somma di bernoulli di parametro p̂A,B(i,j).
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Teorema 14.7 (Distribuzione χ2
(r−1)(c−1)) La legge asintotica (nella pratica è

sufficiente che per ogni i e j, Eij > 5) della quantità aleatoria

Dr−1,c−1 =
r∑

i=1

c∑

j=1

(nij − Eij)2

Eij

dipende da r e c (non dal fenomeno osservato, ma dal numero di righe e colonne).
Inoltre Dr−1,c−1 ∼ χ2

(r−1)(c−1), ossia Dr−1,c−1 è una legge Chi Quadro (r−1)(c−
1)-gradi di libertà.

• In questo test non si sceglie l’ipotesi nulla. Essa viene data dalla costruzione
degli Eij

H0 : A e B sono fenomeni indipendenti, H1 : A e B sono fenomeni associati.

• Scegliamo α = 0.05.

Il criterio di rifiuto sarà della forma D > d0.95, dove d è la distanza pivotale
per le tabelle di contingenza

D =
r∑

i=1

c∑

j=1

(nij − Eij)2

Eij
.

Nell’Esempio 14.18, a priori, r = 3 e c = 3 e quindi (r−1)(c−1) = 4. Sapendo
che D ∼ χ2

4 è una quantità pivotale, a priori imponiamo il rischio

P (D > d1−α) = α,

ottenendo dalle tavole d0.95 = 9.4877. Abbiamo quindi trovato il nostro
criterio di rifiuto “a priori”: rigettiamo H0 a livello 0.05 se D > 9.4877.

• Dai dati che abbiamo,

D =
(16− 19.05)2

19.05
+

(23− 16.975)2

16.975
+ · · ·+ (3− 5.445)2

5.445
= 10.423.

Poiché D > d0.95, rigetteremo l’ipotesi “i due fenomeni sono indipendenti”
a livello 0.05. Notiamo che d0.99 = 13. 2767 e quindi non possiamo rigettare
l’ipotesi “i due fenomeni sono indipendenti” a livello 0.01.

Il prossimo esempio mostra come utilizzare il test Chi Quadro di indipendenza
come test per il confronto di frequenze.

Esempio 14.19 (Efficacia del farmaco) L’effetto di un farmaco vuole essere
testato su un gruppo di pazienti. Per fare ciò, si procede a uno studio doppio cieco
somministrando a 200 pazienti il farmaco e a 150 un placebo. Viene osservata,
per ogni paziente, l’insorgere di una complicanza. I risultati del test sono nella
Tabella 14.21.
Possiamo concludere che l’effetto del farmaco modifica in modo statisticamente
significativo la non insorgenza della complicanza (test sulla differenza delle frequenze)?
Ovvero, i fenomeni “insorgenza della complicanza” e “assunzione del farmaco”
sono indipendenti (test chi quadro)?
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Farmaco Placebo Totale
Complicanza 4 10 14

Non complicanza 196 140 336
Totale 200 150 350

Tabella 14.21 Insorgenza della complicanza con esperimento doppio cieco.

La Tabella 14.21 è la tabella di contingenza. Calcoliamo il numero atteso di
osservazioni stimato sotto l’ipotesi di indipendenza. Avremo che

E11 =
14 · 200

350
= 8

E12 =
14 · 150

350
= 6

E21 =
336 · 200

350
= 192

E22 =
336 · 150

350
= 144

che sono tutti maggiori di 5, confermando il metodo. Riassumiamoli nella Tabella 14.22.

Farmaco Placebo Totale
Complicanza 8 6 14

Non complicanza 142 144 336
Totale 200 150 350

Tabella 14.22 Insorgenza della complicanza con esperimento doppio cieco sotto l’ipotesi
nulla di indipendenza.

Scegliamo α = 0.05. Il criterio di rifiuto sarà della forma D > d0.95, dove d è la
distanza pivotale per le tabelle di contingenza

D =
r∑

i=1

c∑

j=1

(nij − Eij)2

Eij
.

Nel nostro caso, a priori, r = 2 e c = 2 e quindi (r − 1)(c − 1) = 1. Sapendo che
D ∼ χ2

1 è una quantità pivotale, a priori imponiamo il rischio

P (D > d0.95) = 0.05,

ottenendo dalle tavole d0.95 = 3.8415. Abbiamo quindi trovato il nostro criterio di
rifiuto “a priori”: rigettiamo H0 a livello 0.05 se D > 3.8415.
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Con i nostri dati

D =
r∑

i=1

c∑

j=1

(nij − Eij)2

Eij

=
(4− 8)2

8
+

(10− 6)2

6
+

(196− 192)2

192
+

(140− 144)2

144
≈ 2 + 2.667 + 0.083 + 0.111
≈ 4.861.

Poiché D > d0.95, rigetteremo l’ipotesi “i due fenomeni sono indipendenti” a livello
0.05. Potremo quindi affermare che i dati confermano che c’è miglioramento
usando il farmaco (α = 0.05). Qualora avessimo preso α = 0.01 il dati non
avrebbero confermato che c’è miglioramento usando il farmaco (poiché d0.99 =
6.6349).

Osservazione 14.17 Il Chi Quadro test di indipendenza è, di fatto, un particolare
Chi Quadro test di adattamento. Con i dati stimiamo infatti

pA
i , i = 1, . . . ,r − 1 pB

j , j = 1, . . . ,c− 1

poiché dalla relazione
∑

i pi = 1, valida per tutte le distribuzioni discrete, abbiamo

pA
r = 1−

r−1∑

i=1

pA
i , pB

c = 1−
c−1∑

j=1

pB
j .

Abbiamo cos̀ı stimato (r − 1) + (c− 1) parametri. Eseguendo il test Chi Quadro
di adattamento otteniamo la stessa quantità pivotale D. Controlliamo i gradi di
libertà. In questo caso i possibili risultati sono N = rc. Dalla regola generale, i
gradi di libertà per il test di adattamento diventano

rc− 1− ((r − 1) + (c− 1))︸ ︷︷ ︸
numero parametri stimati

= (r − 1)(c− 1).

Notiamo che, visto in questo modo, il test di indipendenza cerca se è possibile
“adattare” il campione alla distribuzione congiunta p(A,B)(i,j) = pA

i pB
j .

Esercizi

Esercizio 14.1 Si trovino gli intervalli di confidenza con affidabilità 0.9, 0.95 e 0.99
per il valore atteso nei seguenti casi.
(i) I dati provengono da un fenomeno dicotomico successo/insuccesso. Si sono osservati

1. 49 successi su 144 prove,

2. 4900 successi su 14 400 prove,

3. 490 000 successi su 1 440 000 prove.

(ii) I dati provengono da un fenomeno di varianza σ2 = 25 di cui non si conosca la legge.
Sono stati osservati

1. Mn = 10 su 49 prove,

2. Mn = 10 su 4 900 prove,

3. Mn = 10 su 490 000 prove.
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(iii) I dati provengono da un fenomeno di cui non si conosca la legge. Sono stati osservati

1. Mn = 42 e S2 = 36 su 36 prove,

2. Mn = 42 e S2 = 49 su 51 prove,

3. Mn = 42 e S2 = 81 su 3025 prove.

(iv) Per i dati al punto 3 si fornisca un intervallo di confidenza con affidabilità 0.1, 0.05
e 0.01 per la varianza σ2.

Esercizio 14.2 Da un campione di ampiezza 100 di una popolazione normale di varianza
σ2 = 25 ci viene dato l’intervallo di confidenza per il valore atteso µ [9,10.96]. Quanto
vale Mn? E il livello di affidabilità β?

Esercizio∗ 14.3 Si sta per effettuare un referendum in cui si teme non venga raggiunto
il quorum. Si vuole costruire un intervallo di confidenza con affidabilità 0.99 per prevedere
se il quorum verrà raggiunto. Per fare ciò, si intervistano n persone scelte a caso nella
popolazione chiedendo loro se si recheranno alle urne. Quanto grande deve essere n
perché l’intervallo abbia ampiezza del 2%?

Esercizio 14.4 Da un campionamento casuale sulla temperatura massima giornaliera
di una città americana, misurata in gradi Celsius, si hanno i seguenti valori:

22 20 24 21 26.

Determinare un’intervallo di confidenza al 90% (ossia β = 0. 9) per la il valore atteso
della distribuzione calcolata in gradi Celsius. Quale ipotesi dobbiamo supporre?

Esercizio 14.5 Il proprietario di un’azienda vinicola teme che con la nuova produzione
la percentuale di alcool in un certo tipo di vino pregiato sia calata. Chiede dunque che
venga svolta un’indagine statistica. Effettuando misure dell’alcool in sei bottiglie da un
litro si rilevano i valori (in centilitri):

11. 5 13. 5 11 10. 9 11. 6 12

Supponendo che il contenuto X di alcool per ogni litro di vino sia normalmente distribuito,
si sottoponga a test, con significatività del 5%, l’ipotesi che il contenuto medio per litro
sia superiore alla soglia dei 12.5 centilitri.

Esercizio 14.6 Un campione di 150 lampadine della marca Moonlight ha mostrato
un tempo di vita medio di 1500h ed una deviazione standard campionaria di 120h. Un
campione di 100 lampadine della marca Lucefort ha mostrato un tempo di vita medio di
1300h e una deviazione standard campionaria di 80h.

(i) Possiamo concludere che c’è differenza tra i tempi di vita medi delle due marche di
lampadine al livello di significatività 0.01?

(ii) Provare l’ipotesi che le lampadine della fabbrica Moonlight sono superiori a quelle
della fabbrica Lucefort usando un livello di significatività dello 0.01.

Esercizio 14.7 Si dica se i dati raccolti nell’Esempio 13.9 confutano, a livello α = 0.05,
la legge di Mendel con una sola specie.

Esercizio 14.8 Si vogliono valutare le prestazioni di un nuovo componente elettronico.
Viene misurato su 15 computer il numero di un certo tipo di processi che riesce a compiere
prima di installare il componente elettronico (N) e dopo averlo installato (M).

Numero PC 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

N 111 73 123 111 85 84 91 73 98 91 41 122 68 109
M 112 79 124 117 87 90 92 74 103 93 43 129 73 114
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Si può dire che il nuovo componente aumenta le prestazioni del PC? Quale ipotesi deve
essere fatta?

Esercizio 14.9 Supponiamo che da un’indagine statistica su un campione di 100 coppie
sia emersa la seguente tabella di frequenza del numero di figli

Figli 0 1 2 3 4 5
Numero di coppie 15 33 37 11 3 1

(i) Si adatti una distribuzione binomiale B(m,p) ai dati statistici e si verifichi l’ipotesi
che la variabile aleatoria X che indica il numero di figli sia distribuita normalmente.

(ii) Determinare un’intervallo di confidenza all’ 80% (ossia β = 0,80) per il valore atteso
della distribuzione.

Esercizio 14.10 Si dica se i dati raccolti nell’Esempio 13.7 si adattano a una distribuzione
normale.

Esercizio 14.11 Sono stati intervistati 125 maschi e 125 femmine, ognuno dei quali
ha espresso la sua preferenza tra tre tipi di macchine A, B e C, come riportato nella
tabella.

Maschi Femmine
A 30 40
B 58 67
C 37 18

Possiamo concludere un differente gusto per i due sessi a livello α = 0.05 e α = 0.01?





A
Tabelle di Φ e delle quantità pivotali

A.1 Tabella di Φ(z)

−4 −2 0 2 4
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0.3

0.4
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z=1.49 

Φ(z)=0.93189

−4 −2 0 2 4
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

−z z 

Φ(−z) 1−Φ(z) 

Φ(−z)=1−Φ(z)

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5 0.50399 0.50798 0.51197 0.51595 0.51994 0.52392 0.5279 0.53188 0.53586
0.1 0.53983 0.5438 0.54776 0.55172 0.55567 0.55962 0.56356 0.56749 0.57142 0.57535
0.2 0.57926 0.58317 0.58706 0.59095 0.59483 0.59871 0.60257 0.60642 0.61026 0.61409
0.3 0.61791 0.62172 0.62552 0.6293 0.63307 0.63683 0.64058 0.64431 0.64803 0.65173
0.4 0.65542 0.6591 0.66276 0.6664 0.67003 0.67364 0.67724 0.68082 0.68439 0.68793
0.5 0.69146 0.69497 0.69847 0.70194 0.7054 0.70884 0.71226 0.71566 0.71904 0.7224
0.6 0.72575 0.72907 0.73237 0.73565 0.73891 0.74215 0.74537 0.74857 0.75175 0.7549
0.7 0.75804 0.76115 0.76424 0.7673 0.77035 0.77337 0.77637 0.77935 0.7823 0.78524
0.8 0.78814 0.79103 0.79389 0.79673 0.79955 0.80234 0.80511 0.80785 0.81057 0.81327
0.9 0.81594 0.81859 0.82121 0.82381 0.82639 0.82894 0.83147 0.83398 0.83646 0.83891

1.0 0.84134 0.84375 0.84614 0.84849 0.85083 0.85314 0.85543 0.85769 0.85993 0.86214
1.1 0.86433 0.8665 0.86864 0.87076 0.87286 0.87493 0.87698 0.879 0.881 0.88298
1.2 0.88493 0.88686 0.88877 0.89065 0.89251 0.89435 0.89617 0.89796 0.89973 0.90147
1.3 0.9032 0.9049 0.90658 0.90824 0.90988 0.91149 0.91309 0.91466 0.91621 0.91774
1.4 0.91924 0.92073 0.9222 0.92364 0.92507 0.92647 0.92785 0.92922 0.93056 0.93189
1.5 0.93319 0.93448 0.93574 0.93699 0.93822 0.93943 0.94062 0.94179 0.94295 0.94408
1.6 0.9452 0.9463 0.94738 0.94845 0.9495 0.95053 0.95154 0.95254 0.95352 0.95449
1.7 0.95543 0.95637 0.95728 0.95818 0.95907 0.95994 0.9608 0.96164 0.96246 0.96327
1.8 0.96407 0.96485 0.96562 0.96638 0.96712 0.96784 0.96856 0.96926 0.96995 0.97062
1.9 0.97128 0.97193 0.97257 0.9732 0.97381 0.97441 0.975 0.97558 0.97615 0.9767

2.0 0.97725 0.97778 0.97831 0.97882 0.97932 0.97982 0.9803 0.98077 0.98124 0.98169
2.1 0.98214 0.98257 0.983 0.98341 0.98382 0.98422 0.98461 0.985 0.98537 0.98574
2.2 0.9861 0.98645 0.98679 0.98713 0.98745 0.98778 0.98809 0.9884 0.9887 0.98899
2.3 0.98928 0.98956 0.98983 0.9901 0.99036 0.99061 0.99086 0.99111 0.99134 0.99158
2.4 0.9918 0.99202 0.99224 0.99245 0.99266 0.99286 0.99305 0.99324 0.99343 0.99361
2.5 0.99379 0.99396 0.99413 0.9943 0.99446 0.99461 0.99477 0.99492 0.99506 0.9952
2.6 0.99534 0.99547 0.9956 0.99573 0.99585 0.99598 0.99609 0.99621 0.99632 0.99643
2.7 0.99653 0.99664 0.99674 0.99683 0.99693 0.99702 0.99711 0.9972 0.99728 0.99736
2.8 0.99744 0.99752 0.9976 0.99767 0.99774 0.99781 0.99788 0.99795 0.99801 0.99807
2.9 0.99813 0.99819 0.99825 0.99831 0.99836 0.99841 0.99846 0.99851 0.99856 0.99861

3.0 0.99865 0.99869 0.99874 0.99878 0.99882 0.99886 0.99889 0.99893 0.99896 0.999

Tabella A.1 Tabella di Φ(z). I dati rappresentano P ({Z ≤ z}), dove Z ∼ N(0,1). Per
i valori negativi, si usi la formula Φ(−z) = 1− Φ(z).
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A.2 Tabella di Tn
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0

0.1
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densità quantità pivotale T
3

(3g.d.l.)

Area=0.95 q
0.95

=2.353
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0
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0.2

0.3

0.4

0.5
Confronto densità quantità pivotali T

n

n=1
n=2

n=10

n=∞         
T∞=N(0,1)

α 0.005 0.01 0.025 0.05 0.1 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995

g.d.l.
1 -63.657 -31.821 -12.706 -6.314 -3.078 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657
2 -9.925 -6.965 -4.303 -2.920 -1.886 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925
3 -5.841 -4.541 -3.182 -2.353 -1.638 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841
4 -4.604 -3.747 -2.776 -2.132 -1.533 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604
5 -4.032 -3.365 -2.571 -2.015 -1.476 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032
6 -3.707 -3.143 -2.447 -1.943 -1.440 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707
7 -3.499 -2.998 -2.365 -1.895 -1.415 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499
8 -3.355 -2.896 -2.306 -1.860 -1.397 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355
9 -3.250 -2.821 -2.262 -1.833 -1.383 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250

10 -3.169 -2.764 -2.228 -1.812 -1.372 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169

11 -3.106 -2.718 -2.201 -1.796 -1.363 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106
12 -3.055 -2.681 -2.179 -1.782 -1.356 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055
13 -3.012 -2.650 -2.160 -1.771 -1.350 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012
14 -2.977 -2.624 -2.145 -1.761 -1.345 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977
15 -2.947 -2.602 -2.131 -1.753 -1.341 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947
16 -2.921 -2.583 -2.120 -1.746 -1.337 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921
17 -2.898 -2.567 -2.110 -1.740 -1.333 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898
18 -2.878 -2.552 -2.101 -1.734 -1.330 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878
19 -2.861 -2.539 -2.093 -1.729 -1.328 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861
20 -2.845 -2.528 -2.086 -1.725 -1.325 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845

21 -2.831 -2.518 -2.080 -1.721 -1.323 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831
22 -2.819 -2.508 -2.074 -1.717 -1.321 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819
23 -2.807 -2.500 -2.069 -1.714 -1.319 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807
24 -2.797 -2.492 -2.064 -1.711 -1.318 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797
25 -2.787 -2.485 -2.060 -1.708 -1.316 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787
26 -2.779 -2.479 -2.056 -1.706 -1.315 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779
27 -2.771 -2.473 -2.052 -1.703 -1.314 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771
28 -2.763 -2.467 -2.048 -1.701 -1.313 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763
29 -2.756 -2.462 -2.045 -1.699 -1.311 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756
30 -2.750 -2.457 -2.042 -1.697 -1.310 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750

31 -2.744 -2.453 -2.040 -1.696 -1.309 1.309 1.696 2.040 2.453 2.744
32 -2.738 -2.449 -2.037 -1.694 -1.309 1.309 1.694 2.037 2.449 2.738
33 -2.733 -2.445 -2.035 -1.692 -1.308 1.308 1.692 2.035 2.445 2.733
34 -2.728 -2.441 -2.032 -1.691 -1.307 1.307 1.691 2.032 2.441 2.728
35 -2.724 -2.438 -2.030 -1.690 -1.306 1.306 1.690 2.030 2.438 2.724
36 -2.719 -2.434 -2.028 -1.688 -1.306 1.306 1.688 2.028 2.434 2.719
37 -2.715 -2.431 -2.026 -1.687 -1.305 1.305 1.687 2.026 2.431 2.715
38 -2.712 -2.429 -2.024 -1.686 -1.304 1.304 1.686 2.024 2.429 2.712
39 -2.708 -2.426 -2.023 -1.685 -1.304 1.304 1.685 2.023 2.426 2.708
40 -2.704 -2.423 -2.021 -1.684 -1.303 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704

45 -2.690 -2.412 -2.014 -1.679 -1.301 1.301 1.679 2.014 2.412 2.690
50 -2.678 -2.403 -2.009 -1.676 -1.299 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678
60 -2.660 -2.390 -2.000 -1.671 -1.296 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660
80 -2.639 -2.374 -1.990 -1.664 -1.292 1.292 1.664 1.990 2.374 2.639

100 -2.626 -2.364 -1.984 -1.660 -1.290 1.290 1.660 1.984 2.364 2.626
120 -2.617 -2.358 -1.980 -1.658 -1.289 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∞ -2.576 -2.326 -1.960 -1.645 -1.282 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576

Tabella A.2 Tabella degli α-quantili qα di N(0,1) e della quantità pivotale Tn per vari
g.d.l. Per n > 120, si usi l’approssimazione Tn ≈ N(0,1). Nell’ultima riga,
T∞ = N(0,1) (ossia qα = zα sono gli α-quantili di una normale standard).
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A.3 Tabella di χ2
n

0 2 4 6 8 10
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25
Area=0.95

q
0.95

≈ 7.815

densità di una quantità
pivotale χ2

3
(3 gradi di libertà−g.d.l.)

0 2 4 6 8 10
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25
densità di una quantità      
pivotale χ2

4
 (4 g.d.l.) 

Area=0.1 

q
0.1

≈ 1.064

α 0.005 0.01 0.025 0.05 0.1 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995

g.d.l.
1 0.000 0.000 0.001 0.004 0.016 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879
2 0.010 0.020 0.051 0.103 0.211 4.605 5.991 7.378 9.210 10.597
3 0.072 0.115 0.216 0.352 0.584 6.251 7.815 9.348 11.345 12.838
4 0.207 0.297 0.484 0.711 1.064 7.779 9.488 11.143 13.277 14.860
5 0.412 0.554 0.831 1.145 1.610 9.236 11.070 12.833 15.086 16.750
6 0.676 0.872 1.237 1.635 2.204 10.645 12.592 14.449 16.812 18.548
7 0.989 1.239 1.690 2.167 2.833 12.017 14.067 16.013 18.475 20.278
8 1.344 1.646 2.180 2.733 3.490 13.362 15.507 17.535 20.090 21.955
9 1.735 2.088 2.700 3.325 4.168 14.684 16.919 19.023 21.666 23.589

10 2.156 2.558 3.247 3.940 4.865 15.987 18.307 20.483 23.209 25.188

11 2.603 3.053 3.816 4.575 5.578 17.275 19.675 21.920 24.725 26.757
12 3.074 3.571 4.404 5.226 6.304 18.549 21.026 23.337 26.217 28.300
13 3.565 4.107 5.009 5.892 7.042 19.812 22.362 24.736 27.688 29.819
14 4.075 4.660 5.629 6.571 7.790 21.064 23.685 26.119 29.141 31.319
15 4.601 5.229 6.262 7.261 8.547 22.307 24.996 27.488 30.578 32.801
16 5.142 5.812 6.908 7.962 9.312 23.542 26.296 28.845 32.000 34.267
17 5.697 6.408 7.564 8.672 10.085 24.769 27.587 30.191 33.409 35.718
18 6.265 7.015 8.231 9.390 10.865 25.989 28.869 31.526 34.805 37.156
19 6.844 7.633 8.907 10.117 11.651 27.204 30.144 32.852 36.191 38.582
20 7.434 8.260 9.591 10.851 12.443 28.412 31.410 34.170 37.566 39.997

21 8.034 8.897 10.283 11.591 13.240 29.615 32.671 35.479 38.932 41.401
22 8.643 9.542 10.982 12.338 14.041 30.813 33.924 36.781 40.289 42.796
23 9.260 10.196 11.689 13.091 14.848 32.007 35.172 38.076 41.638 44.181
24 9.886 10.856 12.401 13.848 15.659 33.196 36.415 39.364 42.980 45.559
25 10.520 11.524 13.120 14.611 16.473 34.382 37.652 40.646 44.314 46.928
26 11.160 12.198 13.844 15.379 17.292 35.563 38.885 41.923 45.642 48.290
27 11.808 12.879 14.573 16.151 18.114 36.741 40.113 43.195 46.963 49.645
28 12.461 13.565 15.308 16.928 18.939 37.916 41.337 44.461 48.278 50.993
29 13.121 14.256 16.047 17.708 19.768 39.087 42.557 45.722 49.588 52.336
30 13.787 14.953 16.791 18.493 20.599 40.256 43.773 46.979 50.892 53.672

31 14.458 15.655 17.539 19.281 21.434 41.422 44.985 48.232 52.191 55.003
32 15.134 16.362 18.291 20.072 22.271 42.585 46.194 49.480 53.486 56.328
33 15.815 17.074 19.047 20.867 23.110 43.745 47.400 50.725 54.776 57.648
34 16.501 17.789 19.806 21.664 23.952 44.903 48.602 51.966 56.061 58.964
35 17.192 18.509 20.569 22.465 24.797 46.059 49.802 53.203 57.342 60.275
36 17.887 19.233 21.336 23.269 25.643 47.212 50.998 54.437 58.619 61.581
37 18.586 19.960 22.106 24.075 26.492 48.363 52.192 55.668 59.893 62.883
38 19.289 20.691 22.878 24.884 27.343 49.513 53.384 56.896 61.162 64.181
39 19.996 21.426 23.654 25.695 28.196 50.660 54.572 58.120 62.428 65.476
40 20.707 22.164 24.433 26.509 29.051 51.805 55.758 59.342 63.691 66.766

Tabella A.3 Tabella degli α-quantili qα della quantità pivotale χ2
n per vari n. Per n >

40, si usi l’approssimazione qα = (zα +
√

2n− 1)2/2, dove n sono i g.d.l. e
zα è l’α-quantile della legge normale standard (ultima riga Tabella A.2).
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