Matematica e Statistica A.A. 2008/2009 - Soluzione esercizi preparazione

1. Per fi(z) = —3z + 1 abbiamo che una primitiva ¢ della forma
3
Fi(z) = —§m2 +x+C,

con C costante generica (per esempio basta ripondere con il caso C' = 0,
basta infatti una primitiva qualsiasi).

Per fo(z) = x cos (42%) abbiamo invece una primitiva nella forma

sin (42
Fy(x) = (8) +C,
con C' ancora costante arbitraria.
Attenzione: verificare, derivando, che la risposta data sia corretta (per
esempio verificare che una Fj(x) porposta sia tale che F|(z) = fi(x)).

2. Abbiamo che per = € [—1,0],
F(m):/ 1dt=x+1.
-1
Abbiamo inoltre che
0
F(x) = / 1dt=1,
-1

ed inoltre per z € [0, 2],

F(x):/j (1) dt:/_ol £(t) dt—l—/ox (1) dt.

Quindi per z € [0, 2],

T CL‘2
F@z1+/(LHMhﬂ+x+2.
0

Riassumendo,

Fa) 1+ -1<z2<0,
xr) =
l+x+22/2 0<x<2

L’integrale definito f_ol f(t)dt rappresenta I’area del quadrato con lunghezza
del lato uguale ad 1 e di vertici (—1,0), (0,0), (0,1), (—1,1) (si veda Figura
1).

3. Consideriamo la densita di probabilita f(z), = € [0, 2],

B x/2 0<z<1,
f(m)_{ 3/4 1<z<2



Abbiamo che f(z) >0e

[ swr=1

infatti I'integrale puo essere valutato sommando ’area del triangolo rettan-
golo con base [0, 1], altezza di lunghezza 1/2 e ’area del rettangolo con base
di lunghezza 1 e altezza 3/4. La f(x) rappresenta quindi una densita di
probabilita.

I1 valore atteso vale
? L 2 3 1 9
EX) = / xf(z)dr = / m(m/2)dm+/ rodr = = + =,
0 0 1 4 6 8

quindi E(X) = 31/24.

Ficura 1. Figura 1: grafico funzione f(x) esercizio 2.

4. La distribuzione di probabilita di questa variabile casuale discreta e riassunta
in Tabella 1, dove osserviamo che ogni singola coppia di risultati del doppio

lanzio ha probabilita 1/16 di accadere, Il valore atteso di X puo quindi essere

T 1 2 3 4 6 8 9 12 16

P(X =) | 1/16 | 2/16 | 2/16 | 3/16 | 2/16 | 2/16 | 1/16 | 2/16 | 1/16

TABELLA 1. Distribuzione prodotto esito lancio di due dadi a quattro facce

facilmente calcolato dalla sommatoria,
E(X) =) x;P(X =),
61

E(X)—1><1~|—2><2+3><2+ +12><2+16><1— = 3.8125
- 16 16 16 16 16 16 '



5. Partiamo dalla Tabella 2, ci siamo nella situazione in cui ’estrazione indi-
viduo sia equiprobabile e quindi la valutazione della probabilita si riduce a
considerare il rapporto tra il numero dei casi favorevoli ed il numero totale
dei casi (in questo esempio il numero totale ¢ 100). Indichiamo con A, B,
AB, 0, I'insieme degli individui che hanno il corrispondente gruppo sanguig-
no, mentre con U e D indichiamo 'insieme degli uomini e, rispettivamente,
I'insieme delle donne della popolazione che stiamo considerando.

Segue che
P(AUB) = P(A)+ P(B),
perche A e B sono eventi incompatibili, da cui

35 15 50 1
PAUB)=—+ —=— = —.
( ) 100+100 100 2

Valutiamo inoltre P(AB | U), si ha

_ P(ABNU) _ 5/100 1
PAB|U) = P(U)  50/100 10

Infine per verificare I’eventuale indipendenza di U e 0, dovremmo verificare

che

PU)=PU|0), PO)=P0O|U).
Queste condizioni possono essere “riassunte” verificando che P(U N 0) =
P(U) x P(0): verifichiamolo. Partendo da,

1 2 20 1
P(U) =3 P(O):ga P(UQO):ﬁ:g,

Gruppo | Uomini | Donne | Totale
0 20 20 40
A 17 18 35
B 8 7 15
AB 5 5 10
Totale 50 50 100

TABELLA 2. Distribuzione gruppo sangue



6. Indichiamo con z il numero di individui sani e con ¥ il numero di individui
malati. Abbiamo che il numero di individui sani negativi ¢ uguale a (0.85x),
mentre il numero di individui sani positivi & uguale a (0.15z). Analogamente
il numero di malati negativi vale (0.1y) mentre i malati positivi sono (0.9y),
infine deve valere = 4+ y = 9000 (popolazione totale).

Dalla tabella possiamo ricavare che il totale dei negativi ¢ di 6570 individui,
quindi
6570 = 0.85x + 0.1y,

sostituendo y = (9000 — z), si ottiene
6570 = 0.85z + 0.1(9000 — x) = 0.75x + 900,

da cui x = 7560 e quindi y = 9000 — 7560 = 1440. Infine dobbiamo calcolare

T- | T*
S ? ? ?
? ? ?

6570 | 2470 | 9000

TABELLA 3. Risultati test diagnostico

la probabilita che un individuo sia malato se positivo al test, cioe la proba-
bilitd condizionata P(M | T). Il numero di individui malati positivi sono,
con riferimento alla notazione utilizzata sopra, 0.9y = 0.9 - 1440 = 1296.
Abbiamo quindi:

P(MNT*) 1296/9000 1296

P(M|TH = — -
(M| T) P(T+) 2470/9000 2470

~ 52%.




