MODELLI MONODIMENSIONALI

La costruzione di modelli matematici che descrivano il comportamento di
sistemi reali, fisici, chimici, biologici o economici, trova nelle equazioni dif-
ferenziali uno strumento prezioso. Cio che comunemente accade ¢ che si ar-
rivi a scrivere le equazioni che descrivono un fenomeno, ma che la risoluzione
delle equazioni si presenti difficoltosa, o addirittura impossibile.

In questo capitolo prenderemo in esame il caso semplice di modelli in
dimensione uno, e discuteremo, in un contesto relativamente semplice, 1’uso
di strumenti quali il diagramma di fase, la sezione di Poincaré, lo studio
delle mappe, i fenomeni di biforcazione. Faremo poi qualche rapido cenno ai
metodi numerici.

1.1 Sistemi autonomi ad una dimensione

Consideriamo in prima istanza un modello descritto da un’equazione dif-
ferenziale della formal @ = f(z),ovez € R (oun apertoZ C R)e f: R — R
e una funzione regolare. Diremo che si tratta di un sistema autonomo, inten-
dendo con questo che la funzione f(x) non dipende esplicitamente dal tempo
t.

La soluzione dell’equazione differenziale scritta sopra sara una funzione
x(t), soddisfacente la condizione iniziale x(ty) = xo dove tg € un istante e
xo un punto assegnato. L’esistenza di tale funzione & argomento standard
della teoria delle equazioni differenziali, che consideriamo nota almeno nei
suoi aspetti essenziali.

Con un linguaggio pit1 consono a quello usato nella teoria dei sistemi di-
namici diremo che I'insieme dei possibili valori di x (ad esempio la retta reale
o un suo intervallo aperto) e lo spazio delle fasi. Diremo poi che il campo

1 Coerentemente con la notazione introdotta da Newton indichiamo con un

punto la derivata temporale, sicché, per chi ha familiarita con la notazione di
. . . d_fl?
Leibniz, & = 7.
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Figura 1.1. Il diagramma qualitativo delle soluzioni dell’equazione
lineare & = Ax per A < 0 (a sinistra), A = 0 (al centro) e A > 0 (a
destra).

f(x) genera un flusso che trasporta il punto iniziale xy al tempo 0 nel suo
evoluto al tempo t. Si usa spesso anche la notazione x(t) = ¢'xy che meglio
rende I’idea del trasporto. Talvolta — soprattutto in meccanica — si usa il ter-
mine legge oraria per indicare la soluzione z(t). Inoltre, nei testi che trattano
sistemi dinamici ¢ d’uso chiamare orbita 'insieme (J, z(¢). In altre parole,
I’orbita € l'insieme dei punti raggiunti grazie al flusso, indipendentemente
dal tempo necessario per arrivarci.

Alcuni di questi termini appaiono bizzarri o almeno poco significativi
quando si tratta un’equazione in dimensione uno, come stiamo facendo qui,
ma diventano alquanto utili in dimensione superiore, problema di cui ci oc-
cuperemo nei prossimi capitoli.

1.1.1 L’equazione lineare

Iniziamo con un semplice modello che trova applicazione in svariati campi.
Supponiamo che r € R rappresenti una quantita che evolve nel tempo ¢
secondo la legge

(1.1) i=Ar,

dove A € R ¢ un parametro. Quale sia la quantita rappresentata da x non
ha grande importanza dal punto di vista matematico: il fatto rilevante ¢ che
il tasso di crescita di questa quantita sia proporzionale alla quantita stessa.

La soluzione generale di questa equazione, illustrata qualitativamente in
fig. 1.1, ¢ ben nota:

(1.2) 2(t) = moe

dove xg rappresenta la quantita disponibile all’istante iniziale che assume-
remo senz’altro come ¢t = (. Conviene comunque sottolineare fin d’ora due
aspetti: il primo e ’esistenza di soluzioni di stazionarie; il secondo e il diverso
comportamento qualitativo delle soluzioni al variare del segno di .

Al dato iniziale z(0) = 0 corrisponde, per qualunque valore del
parametro A, la soluzione costante z(t) = 0: la quantita in oggetto resta
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Figura 1.2. La rappresentazione qualitativa della dinamica sulla
retta per I’equazione & = Az. Il punto x = 0 & un attrattore (rap-
presentato con un cerchietto pieno) nel caso A < 0, mentre diventa un
repulsore (rappresentato con un cerchietto vuoto) per A > 0. Per A = 0
tutti i punti sono equilibri, il che & schematizzato in figura rappresen-
tando diversi punti con dei cerchietti pieni.

costantemente nulla. Diremo che x = 0 ¢ una soluzione stazionaria o
soluzione di equilibrio. Per A = 0 accade qualcosa di simile per qualunque
condizione iniziale z(0) = zy € R: la quantita in esame mantiene il suo
valore iniziale; diremo che si hanno solo soluzioni stazionarie, o, equivalen-
temente, che ogni punto xy € R e punto di equilibrio. Si osserva invece un
comportamento diverso per A # 0. In effetti, per A\ < 0 tutte le soluzioni
tendono all’equilibrio x = 0 per ¢t — +o00, o nel futuro. Si dice in tal caso
che la soluzione di equilibrio z = 0 € un attrattore, o talvolta che ¢ un
pozzo, nel senso che tutte le soluzioni cadono nell’equilibrio al tendere del
tempo all’infinito. Per A > 0 invece tutte le soluzioni tendono asintotica-
mente all’equilibrio x = 0 per ¢ — —o0, o nel passato. Si dice che il punto
di equilibrio € un repulsore, o una sorgente. Nel caso A = 0 si parla talvolta
di equilibrio indifferente. Cio ¢ illustrato nel grafico monodimensionale della
fig. 1.2, ove le frecce indicano la direzione in cui si muove nel tempo il punto
che rappresenta la quantita in esame, mentre gli equilibri vengono messi in
evidenza con dei cerchietti pieni (attrattore o eqilibrio indifferent) o vuoti
(repulsore).

La rappresentazione monodimensionale di fig. 1.2 descrive in modo effi-
cace il comportamento qualitativo delle soluzioni prescindendo dalla partico-
lare dipendenza temporale. Se si pensa ad una situazione in cui il parametro
A decresce lentamente si ha un cambiamento del comportamento qualitativo
delle soluzioni in corrispondenza a A = 0. Si dice in tal caso che si e verificata
una biforcazione: il punto di equilibrio si modifica da repulsore in attrattore.

Se pensiamo ad un modello biologico I’equazione (1.1) che abbiamo di-
scusso brevemente puo ben rappresentare I’evoluzione di una specie quando
si verifichino condizioni ambientali che non abbiano particolare influenza:
ad esempio, vi sia cibo a sufficienza per tutti e le condizioni climatiche o di
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altri parametri che possano in qualche modo limitare le nascite o provocare
la morte degli individui siano favorevoli. In tali condizioni si puo assumere
che il numero di nuovi nati sia proporzionale al numero di individui in vita,
ad esempio Ayx con Ay > 0, e cosi il numero di morti, che indichiamo con
—A_x con A\_ > 0. In tal caso dovremmo scrivere I’equazione nella forma
& = (A — A_)z, ovvero porre A = A; — A_ nella (1.1). In tal caso si ve-
rifica una crescita esponenziale del numero di individui per A > 0, mentre
per A < 0 la specie tende ad estinguersi. E questo il modello proposto da
Malthus nel 1798.

1.2 Il modello logistico

Un modello biologico di poco pitt complesso (almeno sotto 1’aspetto pura-
mente matematico) di quello appena trattato e rappresentato della cosid-
detta equazione logistica, proposta da Verhulst nel 1838,

(1.3) t=Xx(l—x),

ove assumeremo A > (0. L’interpretazione del modello non e difficile se si
pensa al grafico della funzione a secondo membro. Se il numero di individui
€ basso, ovvero z < 1, allora si puo ben approssimare I’equazione come & =
Az, per cui si ha una crescita esponenziale. Al crescere del numero di individui
le condizioni ambientali diventano influenti perché il sovraffollamento puo
innescare una competizione per il cibo, e quindi il tasso di crescita decresce
fino a diventare negativo per x > 1.

1.2.1 La soluzione esplicita del modello logistico

L’equazione (1.3) si puo risolvere esplicitamente con metodi elementari. Si

separano le variabili riscrivendo I’equazione come m(ffm) = \dt , e si sempli-
fica ’espressione a sinistra mediante la facile formula ﬁ = % + ﬁ Si

puo cosi scrivere la soluzione come

[ () e [

in modo che sia soddisfatta la condizione iniziale (0) = z3. Con una
quadratura si ottiene infine

ToeM

1 — 29+ zgeM

(1.4) x(t)

L’andamento qualitativo delle soluzioni x(t) & rappresentato in fig. 1.3.
Si puo osservare che tutte le soluzioni che giacciono nel semipiano inferiore
tendono a —oo in tempo finito in corrispondenza all’annullarsi del denomina-
tore. In effetti, per valori di x abbastanza grandi il comportamento diventa
simile a quello dell’equazione & = —x2, che & un tipico esempio di equazione
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Figura 1.3. L’andamento qualitativo delle soluzioni per 1’equazione
logistica, © = Az (1 — x).

le cui soluzioni non sono prolungabili indefinitamente nel tempo. Tuttavia,
la natura stessa del modello che stiamo studiando ci impone di occuparci
solo di valori positivi di « (il numero di rappresentanti di una specie non
puo essere negativo).

1.2.2 Discussione qualitativa

Benché le soluzioni siano note in forma esplicita, e interessante svolgere anche
un’analisi qualitativa che, se in questo caso non aggiunge informazioni nuove
rispetto a quanto gia conosciamo, si rivela un utile strumento in casi piu
complessi.

Cerchiamo anzitutto le soluzioni stazionarie. A tal fine, ¢ utile tener
presente la

Proposizione 1.1: Le soluzioni stazionarie dell’equazione & = f(x) sono
tutte e sole le soluzioni dell’equazione f(x) = 0.

Dimostrazione. Supponiamo che valga f(xzo) = 0. Allora derivando
rispetto al tempo la funzione z(t) = z( si ottiene £ = 0, e sostituendo
nell’equazione si ha 0 = f(z(t)) = f(zo) = 0, sicché z(t) = xo & una
soluzione in quanto soddisfa ’equazione. Viceversa, sia x(t) = =z una
soluzione stazionaria. Allora vale 0 = &(t) = f(x(t)) = f(wo), sicché deve
essere anche f(zg) = 0. Q.E.D.

Applicando la proposizione 1.1 all’equazione logistica troviamo subito
che le soluzioni stazionarie sono = = 0 (la specie & priva di rappresentanti)
e x =1 (si & realizzato un equilibrio tra nascite e morti, sicche il numero di
rappresentanti resta costante).

Occupiamoci ora del comportamento delle soluzioni non stazionarie. A
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Figura 1.4. La descrizione qualitativa del flusso dell’equazione lo-
gistica.

tal fine e utile riferirsi alla figura 1.4. I punti stazionari sono messi in evidenza
con dei cerchietti, mentre le frecce danno la direzione in cui evolve la quantita
x. Il criterio & molto semplice: z(t) cresce (la freccia punta a destra) se la
derivata € positiva, e decresce (la freccia punta a sinistra) se la derivata
¢ negativa. I punti a derivata nulla, come abbiamo gia visto, sono punti di
equilibrio. Dal grafico si vede immediatamente anche la natura degli equilibri:
2 = 0 & un repulsore (rappresentato con un cerchietto vuoto), e z =1 & un
attrattore (il cerchietto pieno).

La rappresentazione dei punti di equilibrio e della frecce che danno la di-
rezione del flusso sulla retta costituisce un primo esempio, ancora elementare,
di quello che si chiama il diagramma di fase di un’equazione differenziale.
Osservando la disposizione dei punti di equilibrio e la direzione delle frecce
si conclude subito che:

(i) per xg < 0 tutti i punti provengono da x = 0 per t — —o0, ed il flusso
li trasporta verso —oo;
(ii) tutti i punti dell’intervallo aperto (0, 1) cadranno asintoticamente sul
repulsore x = 0 per t — —oo e sull’attrattore x = 1 per t — +00;
(iii) tutti i punti 9 > 1 provengono da +oo e cadono asintoticamente
sull’attrattore x = 1 per t — +o0.
I punti stazionari non possono essere attraversati dal flusso né raggiunti in
tempo finito in virtu dell’unicita della soluzione di equilibrio, che ¢ assicurata
dalla regolarita del secondo membro.?
Cio che il grafico da solo non puo dire e se le orbite possano andare

2 Un esempio di punto di equilibrio che pud essere raggiunto in tempo finito
¢ dato dall’equazione © = +/z. In tal caso perd cade anche l'unicita della
soluzione di equilibrio, perché la funzione y/x non & Lipschitziana nell’origine.
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Figura 1.5. 1l grafico della funzione Az(1 — =) — k per diversi valori

di k corrispondenti all’esistenza di due radici reali e distinte, due radici
reali e coincidenti o nessuna radice reale.

all’infinito (o provenire dall’infinito) in tempo finito oppure no: per questo,
in mancanza di un calcolo esplicito occorre far riferimento ai teoremi di
prolungamento delle soluzioni delle equazioni differenziali, di cui qui non ci
occupiamo.

Si osserva infine che la natura di attrattore o repulsore di un punto di
equilibrio e evidentemente determinata dal segno della derivata della fun-
zione nel punto stesso. In effetti si ha la seguente proposizione, la cui facile
dimostrazione e lasciata al lettore.

Proposizione 1.2: Sia xg un punto stazionario per I’equazione & = f(x),
con f(x) differenziabile. Allora:

(i) se f'(zo) < 0 il punto stazionario xy ¢ un attrattore;

(ii) se f'(xo) > 0 il punto stazionario xy ¢ un repulsore.
Resta indeterminata la natura del punto stazionario nel caso f'(zg) = 0: in
effetti, gli esempi che faremo piu avanti mostreranno che in tal caso occorre
un’analisi piu approfondita.

Il lettore osservera che la descrizione mediante il diagramma di fase

dipende in gran parte solo dall’andamento qualitativo della funzione, e non
dalla sua forma analitica.

1.2.3 Un esempio di biforcazione

Introduciamo ora nell’equazione logistica un nuovo elemento. Precisamente
supponiamo che esista un meccanismo sistematico, costante nel tempo, di
prelievo di individui della specie. In tal caso possiamo modificare 1’equazione
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Figura 1.6. Il diagramma di biforcazione per ’equazione & = Az(1—
x) — k, al variare di k..

logistica riscrivendola nella forma
(1.5) t=(l1—z)—k,

dove k > 0 ¢ un parametro, e naturalmente assumeremo ancora A > 0.

Senza occuparci della soluzione esplicita dell’equazione, tracciamone di-
rettamente il diagramma di fase analogo a quello della fig. 1.4. Dovremo
tener conto di tre diverse situazioni, corrispondenti a valori di k£ per cui il
polinomio quadratico A\z(1 — z) — k ammette, rispettivamente, due radici
reali e distinte, due radici reali e coincidenti o nessuna radice reale (si veda
la fig. 1.5). Il risultato & reppresentato in fig. 1.6. Per £ = 0 ci si riconduce
all’equazione logistica: i punti stazionari sono x = 0 (repulsore) e x = 1
(attrattore). Per k < 0 si hanno sempre due punti stazionari, ma il repul-
sore assume un valore negativo. Per 0 < k < A\/4 si ha ancora una coppia
di punti stazionari, con un repulsore a sinistra ed un attrattore a destra. Il
repulsore assume pero un valore positivo: se si vuol prelevare una quantita
costante occorre partire con una quantita minima. I due punti stazionari si
fondono in uno solo per k = A/4, lasciando un solo punto di equilibrio repul-
sivo a sinistra ed attrattivo a destra. Per k > \/4 poi non vi sono piu punti
stazionari: la specie ¢ inesorabilmente destinata all’estinzione. Per k = \/4
si ha dunque un netto cambiamento del comportamento qualitativo delle
soluzioni: si tratta anche qui di una biforcazione. Il fatto da sottolineare e
che anche un piccolo cambiamento del parametro nell’intorno del punto di
biforcazione puo avere effetti rilevanti sulla dinamica.

Alla luce di questo modello si puo interpretare cio che accade in un
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allevamento. L’allevatore e interessato a tenere alto il prelievo, ossia ad
alzare il valore di k. Per questo tendera ad alzare il valore di A\ creando
le condizioni ambientali che favoriscano lo sviluppo della specie, ad esem-
pio fornendo sistematicamente tutto il nutrimento necessario e creando degli
ambienti protetti. Esistono pero dei rischi. Il primo, evidente dal modello,
che avvicinandosi troppo alla soglia di biforcazione si finisca col superarla,
con l'effetto catastrofico di distruggere 1’allevamento. Altri rischi, che non
possono essere inclusi in un modello estremamente semplificato come quello
che abbiamo trattato, riguardano i meccanismi che si mettono in atto per
favorire lo sviluppo: puo accadere, ad esempio, che il nutrimento sia incre-
mentato a scapito della qualita; che lo spazio venga ristretto oltre i limiti
ragionevoli; che I’affollamento favorisca la diffusione di epidemie, &c: tutti
fatti di cui non mancano esempi anche nella storia recente.

Prima di chiudere questo paragrafo vale la pena di osservare ancora una
volta che il comportamento descritto non ¢ limitato alla funzione estrema-
mente particolare Ax(1 — x) che abbiamo considerato: la descrizione quali-
tativa tiene conto conto solo della forma della funzione.

1.3 Sistemi non autonomi

Passiamo ora a considerare un esempio di equazione in cui il termine
noto dipenda dal tempo, retto genericamente da un’equazione della forma
& = f(z,t). Un tal sistema viene detto non autonomo, intendendo che il
comportamento viene influenzato da fattori esterni al sistema stesso, la cui
azione viene sintetizzata nella dipendenza temporale.

1.3.1 L’equazione lineare

Anche qui, iniziamo prendendo in considerazione il caso particolarmente sem-
)
plice dell’equazione

(1.6) T=At)x .

Pensando, ad esempio, al modello di Malthus possiamo dire che la funzione
A(t) tiene conto dell’influenza di variazioni climatiche a lungo periodo, op-
pure di variazioni stagionali. Nel primo caso potremo considerare ad esempio
due istanti ¢ty < t; ed una funzione A(¢) che assuma rispettivamente due va-
lori A(t) = Ao per t < tg e A(t) = A1 per t > t1, e che nell’intervallo [tg, t1]
cambi con regolarita passando dal valore A\g a A;. Nel secondo caso avremo
tipicamente una funzione periodica con periodo 7' (un anno, o talvolta un
giorno, nel caso di modelli biologici), condizione che si esprime imponendo
At + T) = A(t) per ogni t.

L’equazione (1.6) si risolve in forma implicita per quadrature. In effetti,
separando le variabili e tenendo conto delle condizioni iniziali z(ty) = x¢ si
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Figura 1.7. Il grafico delle soluzioni dell’equazione & = \x cos wt per
diversi dati iniziali.

calcolano gli integrali

/j%:/t:m)m.

Da qui si ricava la soluzione nella forma

(1.7) 2(t) = 2o exp (/tt A(T)df)

Come esempio, consideriamo il caso particolarmente semplice
(1.8) T = Arcoswt ,

o, equivalentemente, A(t) = Acoswt, con una frequenza costante w. Il pe-
riodo della soluzione sara T' = 27 /w. In tal caso si verifica facilmente che la
soluzione corrispondente al dato iniziale z(0) = xq si scrive

A .
z(t) = zoev ¥,
Il grafico della funzione ¢ riportato in fig. 1.7. Il lettore osservera che
I’incremento esponenziale delle soluzioni e stato annullato dal coefficiente
periodico: un esempio di come le variazioni stagionali possano modificare
radicalmente 1’evoluzione di una specie.

1.3.2 La sezione di Poincaré

Consideriamo, piu in generale, un’equazione differenziale della forma
(1.9) = f(z,t), [fl@a+T)=f(x)VT,

dove f(z,t) & una funzione regolare.

L’integrazione in forma analitica di un’equazione di questo genere non &
agevole, in generale; diventa dunque indispensabile ricorrere a strumenti che
consentano una descrizione qualitativa della dinamica anche senza conoscere
la soluzione esplicita. Lo strumento principe in questo caso € la sezione di
Poincareé, che passiamo a descrivere.
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Figura 1.8. La traslazione di un periodo T della soluzione z(t) di
un’equazione & = g(x,t) con g(x,t) periodica di periodo T

Si sfrutta qui la periodicita nel tempo, e precisamente il seguente

Lemma 1.3: Sia data ’equazione & = g(x,t) con g(x,t) periodica in t con
periodo T, ossia g(z,t +T) = f(t) Vt. Sia z(t) una soluzione soddisfacente
il dato iniziale x(0) = xg. Allora la funzione {(t) = x(t +T') é una soluzione
soddisfacente il dato iniziale £(0) = x(T).

In altre parole, una soluzione puo essere traslata nel tempo di un periodo,
e dunque anche di un qualunque multiplo di un periodo.? Il procedimento &
illustrato in fig. 1.8

Dimostrazione. Per definizione, si ha &(t) = @(t + T). Poiché z(t) & una
soluzione, vale &(t +7T) = f(z(t+T),t+T). Per la periodicita, vale f(xz(t+
T),t+T) = f(z(t+T),t) = f(£(t),t). Si conclude che £(t) = f(&(¢),t), ossia
che £(t) € una soluzione. Dalla definizione segue anche che £(0) = (0+7') =
x(T). Q.E.D.

Supponiamo ora di essere in grado di calcolare ’evoluto al tempo T (il
periodo) di un qualunque dato iniziale oy € Z, dove Z & un intervallo sulla
retta. In altre parole, assegnato un qualunque xy € Z, sappiamo calcolare
x1 = ¢Txgy. Se accade che x; € T (cosa che richiede una scelta opportuna
dell’intervallo), allora sappiamo calcolare anche x5 = ¢? z1, e cosi possiamo
procedere a calcolare x5 = ¢ xo, ..., 1, = ¢' xp_1, &c. Il procedimento si
interrompe solo nel caso in cui uno dei punti calcolati sia esterno all’intervallo
7T che stiamo considerando. Ma grazie al lemma che abbiamo appena di-
mostrato possiamo anche affermare che zo = ¢*Txq, 3 = ¢* Ty, ..., x) =
&*Txq , &c. In altre parole, la conoscenza del flusso dopo un periodo T ci con-

3 Con una buona dose di pedanteria, che qui non guasta: la funzione £(t) viene
costruita assegnandole al tempo t il valore che la funzione x(¢) assume al
tempo t + T'; dunque il grafico di £(¢) si ottiene traslando verso sinistra di 7'
il grafico di z(t).
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Figura 1.9. La sezione di Poincaré per un sistema periodico con

periodo T'. Si pensa al tempo come ad una variabile angolare, e si
considera I’orbita rappresentata sul cilindro (¢, z). Assegnato un punto
Zo, si definisce la mappa come il flusso al tempo T partendo da x¢ per
t = 0. Le iterate successive della mappa corrispondono alle intersezioni
successive dell’orbita con la retta generatrice ¢ = 0 del cilindro.

sente di conoscere anche il flusso a qualunque tempo k7" multiplo del periodo,
sotto la sola condizione che il procedimento non ci faccia uscire dall’intervallo
Z, che possiamo sempre scegliere nel modo che piu ci conviene.

E opportuno sottolineare che non occorre conoscere in modo completo la
soluzione z(t) corrispondente ad un qualunque dato iniziale: basta conoscere
il flusso ¢” su un periodo. Per tutto quello che accade nel frattempo, ci si
puo affidare al solo teorema di esistenza ed unicita della soluzione, che si
applica se il sistema che si considera e sufficientemente regolare.

Il procedimento illustrato sopra ¢ di fatto la definizione della mappa o
sezione di Poincaré. Geometricamente si puo ragionare nel modo seguente.
Tenuto conto della periodicita del secondo membro dell’equazione, si consi-
dera il tempo alla stessa stregua di una variabile angolare, identificando tutti
i punti della retta che differiscono per T'. In tal modo, la rappresentazione piu
naturale delle orbite consiste nel considerare un cilindro T xR, descritto dalle
coordinate (¢, x), su cui l'orbita si avvolge, come illustrato in figura 1.9. Dato
un punto di coordinate (0,x¢) si determina il punto (T, ¢” z¢); la funzione
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cosi definita mappa un intervallo Z sulla retta reale.
La mappa di Poincaré ha delle proprieta notevoli.

(i) E una funzione regolare. Infatti, essendo generata dal flusso di
un’equazione differenziale, € regolare sia rispetto al tempo (la varia-
bile indipendente) che rispetto ai dati iniziali, ereditando la regolarita
del campo g(z,t).

(ii) E invertibile, in virtu dell’unicita della soluzione. Infatti, supponiamo
che due punti distinti zp, {, abbiano la stessa immagine, ossia che
¢Txo = ¢Tx}. Allora per il punto ¢Xxy passerebbero due orbite di-
stinte, in contrasto con 'unicita della soluzione.

(iii) Se per un determinato punto z( si verifica che ¢Txy = zy allora
I’orbita con dato iniziale (0) = xq € periodica, ossia x(T'+t) = x(t)Vt.
Si vede da queste proprieta come la mappa di Poincaré riassuma di fatto
tutti gli aspetti qualitativi della dinamica. La perdita di informazione su
cosa accada ai tempi che non coincidano col periodo € spesso irrilevante
per le applicazioni concrete. Si pensi ad esempio, per stare in tema bio-
logico, alla popolazione di una determinata specie ittica in un certo mare.
Un’informazione precisa su quanti pesci di quella specie vi siano ad ogni
istante non ¢ né rilevabile, né, a conti fatti, effettivamente utile. Si ricorre
invece tipicamente a rilievi periodici, ad esempio annuali proprio perche il
periodo dell’anno e fondamentale per i meccanismi evolutivi. La corrispon-
denza con la mappa di Poincaré e del tutto evidente.

1.3.3 La mappa dell’intervallo come sistema dinamico

Il ricorso alla sezione di Poincaré conduce in modo del tutto naturale a
considerare una funzione, o mappa, f : R — R (eventualmente definita su
un intervallo della retta reale) come un sistema dinamico.

Il tempo t € R, pensato come variabile continua, viene sostituito da
un intero n € N. Assegnato un punto zg, la sua evoluzione e la succes-
sione o, f(z0), f(f(z0)), ... costruita per iterazione della mappa f. Per
non appesantire la notazione l'iterata n—esima viene denotata con f"(x),
intendendo che la funzione f viene applicata n volte. Se la mappa e inverti-
bile ha senso considerare anche valori negativi di n, ossia n € Z; in tal caso
f~Y(x) denota I'immagine inversa del punto z, che & unica se la mappa &
invertibile. L'insieme | J,, f"(z) viene detto orbita.

Un punto xg per cui si abbia f(xg) = z viene detto punto fisso, o
punto stazionario o talvolta anche punto di equilibrio, benché il concetto di
equilibrio sembri mal in accordo con un tempo discretizzato.

Un punto fisso puo essere un attrattore o un repulsore, in analogia a
quanto accade per i punti di equilibrio del flusso. Nel seguito vedremo diversi
esempi.

1.3.4 Analisi grafica delle orbite e stabilita

Lo studio qualitativo della mappa puo effettuarsi con un semplice metodo
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f(x) X, k_

Figura 1.10. Larappresentazione grafica delle iterate di una mappa.
Il punto contrassegnato con f(x) = x € un punto fisso. La successione
Zo, 1, T2,... € un’orbita che cade asintoticamente sul punto fisso.

grafico, illustrato in figura 1.10. Basta tracciare il grafico della mappa, come
si fa ordinariamente per il grafico di una qualunque funzione.

I punti fissi della mappa sono le intersezioni con la retta bisettrice del
primo e terzo quadrante: per essi vale, ovviamente, f(x) = z. Mettere in
evidenza i punti periodici richiederebbe il tracciamento delle iterate della
mappa, il che non e sempre agevole. Non resta che affidarsi ad altri metodi,
e cercare di risolvere I’equazione f*(x) = x per trovare orbite periodiche di
periodo k. Si ricordi pero che in tal modo si trovano anche tutte le orbite il
cui periodo e sottomultiplo di k.

Per costruire le iterate successive di un punto assegnato xg si dovrebbe
procede con i passi seguenti:

(i) si traccia la verticale passante per il punto (zg,0) fino ad incontrare
la curva f(x);

(i) si traccia la retta orizzontale fino ad incontrare ’asse delle ordinate
nel punto (0, z1);

(iii) si riporta il punto z; sull’asse delle ascisse seguendo 1’orizzontale fino
al punto (x1, 1) sulla bisettrice e da qui la verticale fino all’asse delle
ascisse fino al punto (z1,0);

(iv) si torna ad (i) e si itera il procedimento.

Nello svolgere le operazioni descritte ci si rende subito conto che basta in-
dividuare il punto (:L'o, f (:L'o)) e costruire la spezzata che si ottiene trac-
ciando alternativamente una retta orizzontale dalla curva fino ad incontrare
bisettrice e poi proseguendo lungo la verticale fino ad incontrare di nuovo
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la curva. In pratica, si seguono solo i segmenti a tratto pieno tracciati in
figura 1.10, nella direzione indicata dalle frecce. Per inciso, dal grafico emerge
con chiarezza la natura di attrattore del punto fisso.

Per lo studio dei punti fissi vale la seguente

Proposizione 1.4: Sia o = f(xg) un punto fisso di una mappa f(x) di
classe C'. Allora:

(i) se |f'(xzo)| < 1 il punto fisso & un attrattore;

(ii) se |f'(xo)| > 1 il punto fisso ¢ un repulsore.

Se | f'(0)| = 1 nulla si puo dire, a priori, sulla natura del punto fisso.

Dimostrazione. Supponiamo di trovarci nel caso (i). Allora esiste un nu-
mero positivo a con |f'(xp)| < a < 1. Inoltre, per la continuita di f/(x),
esiste un intervallo Z = [xg — §, z¢ + J] in cui vale |f'(x)| < a. Sia ora z € 7.
Per la formula di Lagrange abbiamo

f(@) = zo = f(z) = flzo) = (z — x0) f'(§)

dove & € [x,x0] C Z. Cio implica a sua volta |f’(§)| < a, e dunque anche
| f(z) — 0| < alz — o] Iterando la mappa si ottiene infine

}f”(:)s) —xo| < a"|z —x9] — 0,
n—oo

il che dimostra che zg ¢ attrattivo.

Nel caso (ii) si osserva che la mappa f(x) ¢ monotona in un intorno di
xo, e dunque invertibile. Denotiamo con g(x) la mappa inversa, sicche vale
g(f(z0)) = zo e anche |g'(z0)| < 1. Allora per la mappa g() ci si riconduce
al caso precedente, ed essendo g™ (z) = f~"(z) si conclude che

‘f_”(a;) — x| < a”\x—xo\n:oO ,

ovvero che il punto xy € un repulsore. Q.E.D.

Il comportamento della mappa nei casi previsti dalla proposizione 1.4
¢ illustrato in figura 1.11. Si osserva che nel caso di derivata positiva tutti
i punti di un’orbita giacciono dalla stessa parte rispetto all’equilibrio. Nel
caso di derivata negativa invece i punti dell’orbita sono distribuiti alterna-
tivamente sui due lati opposti. Per ben comprendere tale comportamento il
lettore potra considerare il caso semplice di una mappa lineare, f(z) = Az,
che ha lo zero come punto fisso. Il calcolo delle iterate diventa banale:
f(z) = A"z,

I casi degeneri in cui la derivata f’(xg) = 1 sono rappresentati nella
figura 1.12, che mostra come la natura del punto fisso dipenda dalla parte
non lineare della mappa. Il lettore potra esercitarsi ad esaminare il com-
portamento in altri casi, quali ad esempio f(x) = —x — 2?2 oppure f(x) =
—z(1— |z]).
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(@) (b)

(©) (d)

Figura 1.11. La dinamica nell’intorno di un punto fisso zo nei quat-

tro casi (a) f'(zo) > 1 (repulsore), (b) 0 < f'(zo) < 1 (attrattore),
(c) =1 < f'(wo) < 0 (attrattore), (d) f'(xo) < —1 (repulsore).

1.3.5 Il caso superstabile

Nell’analisi della stabilita dei punti fissi il caso in cui si annulli la derivata
nel punto fisso presenta un comportamento singolare. In effetti, si pensi ad
esempio a mappe come f(z) = —x? oppure f(z) = 3, cui grafico qualitativo
e rappresentato rispettivamente nei riquadri (a) e (b) di figura 1.13.

In generale se il punto iniziale soddisfa |x — xg| < §, dove z( € il punto
fisso attrattivo, il punto iterato soddisfa |f(x) — z¢| < Alz — 20| con una
costante positiva A < 1; la convergenza delle iterate verso il punto fisso e
dunque dominata da una progressione geometrica.

Nel caso di derivata nulla invece la convergenza e piu rapida di qualunque
prograssione geometrica. Ad esempio, supponendo ancora che il punto ini-
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(a) (b)

(©) ()\

Figura 1.12. La dinamica nell’intorno del punto fisso zo = 0 nel caso
degenere f'(z0) = +1. (a) f(z) = z—2® (attrattore), (b) f(z) = 2423
(repulsore), f(x) = = + 2 (attrattore a sinistra e repulsore a destra),
(d) f(z) = —x + x* (attrattore, seppur molto lento).

ziale soddisfi |z — x| < 4, allora il suo iterato soddisfa | f(z) — zo| < 6% nel
caso della mappa f(z) = —2?, o addirittura | f(z) — zo| < 6* nel caso della
mappa f(x) = 2. La convergenza pill che geometrica ¢ comunque garantita
in generale se la mappa ¢ differenziabile. Si parla in questo caso di attrattore
superstabile, o di superconvergenza verso 1’attrattore.

1.3.6 Studio analitico della mappa di Poincaré
Torniamo ora a considerare ’equazione (1.9), che riscriviamo
= f(zx,t), fla+T)=f(x)VT.

Come abbiamo gia osservato, risolvere esplicitamente con metodi analitici
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(@) (b)

=

A 4:

Figura 1.13. 1l caso superstabile di derivata nulla nel punto fisso.
La convergenza delle iterate verso il punto fisso € piu che geometrica,
e dunque molto piu rapida rispetto al caso di derivata non nulla.

un’equazione di questo tipo non ¢ agevole: ¢ giocoforza ricorrere a metodi
qualitativi. In questo paragrafo ricaviamo alcune formule che possono essere
d’aiuto per uno studio analitico.

Ricorriamo alla notazione ¢! per indicare il flusso al tempo t generato
dal campo f(x,t), e denotiamo con ¢'z 'evoluto al tempo ¢ del punto che
al tempo t = 0 si trova in z. Dunque, ¢'z risulta essere una funzione
delle due variabili x (il dato iniziale) e ¢ (il tempo). Affermare che @'z ¢
soluzione dell’equazione (1.9) significa che ¢ identicamente soddisfatta in ¢
I’equaglianza

(1.10) oot = f(6'a,1)

che puo vedersi come una riscrittura dell’equazione. Integrando ambo i mem-
bri tra 0 e T' (il periodo) otteniamo la mappa di Poincaré

T
(1.11) gZ)T:L':/ fl@Tx,7)dr .
0

Il lettore osservera immediatamente che ricavare tale mappa mediante il
calcolo dell’integrale e impresa ardua, perché la funzione incognita compare
sotto il segno di integrale: in effetti questa formula e di scarsa utilita per il
calcolo esplicito, ma risulta utile per considerazioni analitiche.

Vogliamo ora calcolare la derivata 8%¢T:c. A tal fine facciamo uso della
cosiddetta equazione alle variazioni, che passiamo ad illustrare. Supponiamo
di conoscere il flusso ¢"x per 0 < 7 < t per un dato iniziale x assegnato.
Consideriamo un dato iniziale = + &, di poco spostato rispetto ad x, e scri-
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viamone 1’evoluto al tempo t nella forma

(1.12) S+ 80) = 6+ G0 dtn = da &

con una funzione del tempo &; da determinarsi. Ponendo quest’espressione
nella (1.10) calcoliamo
of

%qf)t(m + SO) = %¢t$ + ét = f(¢tx + Sbt) = f(¢tx7t> + %(qbtx?t) St .

Consideriamo il secondo e I'ultimo termine di queste eguaglianze. Tenuto
conto della (1.10), abbiamo che la funzione &; deve soddisfare I’equazione

1.13 = 2 (¢'x, )&
(1.13) & =75 x(¢> )&t
dove possiamo considerare %((btx,t) come funzione nota del tempo, dal
momento che abbiamo supposto di conoscere ¢tz per un z fissato. Come
ben si vede, si tratta di un’equazione a variabili separabili che possiamo

facilmente ricondurre alle quadrature, scrivendo

étdf_ taf .
/50 ?— . %((ZSCC,T)CZT.

Calcolando I’integrale a sinistra concludiamo che

to
§ = &oexp (/0 6—£(¢>7x,7) dT) .

Confrontando quest’ultima espressione con la (1.12) e sostituendo a ¢ il pe-
riodo T otteniamo ’espressione cercata per la derivata, ossia

T
%(ﬁTx = exp (/0 %(qﬁﬂ%m) dT) :
Il membro di destra di questa espressione e chiaramente una quantita posi-
tiva. Ne segue che ¢’ x ¢ funzione monotona crescente di z, e quindi inver-
tibile.

Per avere ulteriori informazioni qualitative sul grafico di ¢” z dovremmo
calcolare la derivata seconda 88—22¢Tx. A tal fine, osserviamo che se g(z) =
exp((z)) allora la sua derivata & ¢'(z) = exp(¢(2))¢/(z) = g(2)¥'(z), e

calcoliamo

D2 d Tro D2
(1.15) 922 Tr = <%¢>Tx) -/0 <%¢>Tm) 6—;;(¢Tx,r) dr .

Questa e la formula generale per la derivata seconda.
Se f(z,t) ¢ una funzione del tutto arbitraria la formula non sembra
essere molto utile. C’e pero almeno un caso in cui si puo trarre qualche con-

(1.14)

2
clusione, e precisamente quello in cui % ha un segno definito. Ad esempio,
x



20 Capitolo 1

2
in un modello simile a quello logistico possiamo supporre che valga % <0
almeno in un intervallo Z sufficientemente ampio, che sia quello che ci in-
teressa effettivamente. In tal caso, tenuto conto della (1.14), si ha anche

88—;2<;5Tx < 0, e dunque la concavita della mappa di Poincaré ¢ sempre rivolta
verso il basso. Da qui segue subito che la mappa puo avere al piu due punti
fissi, e precisamente un repulsore ed un attrattore. Naturalmente puo ben
accadere che i due punti fissi coincidano, o che semplicemente non esistano,
riproponendo sostanzialmente lo scenario descritto nel paragrafo 1.2.3.

1.3.7 Cenno allo studio con metodi numerici

La discussione del paragrafo precedente mostra come lo studio analitico della
mappa di Poincaré associata ad una certa equazione differenziale si presenti
spesso come impresa disperata. Proprio per questo, nel caso in cui si voglia
studiare un modello ben definito, e pili conveniente ricorrere a metodi nu-
merici. In questo paragrafo diamo qualche cenno sui procedimenti che si
possono seguire, senza nessuna pretesa di esaurire I’argomento.

Il calcolo esplicito della mappa ¢? = pud eseguirsi mediante integrazione
numerica diretta dell’equazione. A tale scopo sono disponibili diversi metodi,
discussi nei testi di analisi numerica. Il pitt comune e il metodo di Runge-
Kutta, che su un intervallo di integrazione limitato come quello di un pe-
riodo puo gia dare buoni risultati. Il tracciamento del grafico della mappa
di Poincaré ¢”'z richiederd l'integrazione di un numero sufficiente di dati
iniziali.

Il calcolo della derivata %(ﬁTa: si presenta a prima vista piu ostico,
osservando la formula (1.14). In realta si tratta di un calcolo che non pone
problemi sostanziali. Basta considerare il sistema di due equazioni

ab:f(a:,t), é:g_($vt>§a

ossia 1’equazione in istudio accostata all’equazione alle variazioni corrispon-
dente. Occorre solo integrare contemporaneamente due equazioni anziché
una: l'integrazione della prima equazione fornisce ¢!z, che si introduce nel
termine noto della seconda.

Il calcolo dei punti fissi si riconduce in sostanza alla ricerca degli zeri
della funzione ¢”x — x. Basta a tal fine applicare uno dei metodi numerici
disponibili per la determinazione degli zeri di una funzione, ad esempio
il metodo comune di bisezione di un intervallo che contenga uno zero. Il
fatto che la funzione si debba calcolare mediante un procedimento di inte-
grazione numerica puo richiedere tempi lunghi, ma non introduce difficolta
concettuali. Il fatto che si sappia calcolare anche la derivata %¢Tl‘, sia pure
a prezzo di una doppia integrazione, puo rivelarsi ben utile nel caso in cui si
sappia a priori che la derivata seconda 88—;2¢Ta: non si annulla nell’intervallo
dei valori di z considerati nel calcolo. In questo caso, puo essere molto utile
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Figura 1.14. A sinistra, alcune orbite dell’equazione & = Az(1—x)+
~v(1 —sint) calcolate su un periodo. A destra il grafico della mappa di
Poincaré corrispondente. I parametri sono A = 0.4, v = 0.2.

calcolare i punti fissi mediante il metodo di Newton, la cui convergenza molto
rapida puo abbreviare sensibilmente i tempi di calcolo.

Si puo osservare anche che se si cercano gli attrattori della mappa si
puo far ricorso alla semplice iterazione: pur di iterare la mappa un numero
di volte sufficiente si puo arrivare arbitrariamente vicino all’attrattore. Per
i repulsori, basta considerare la mappa inversa, che si calcola semplicemente
cambiando il segno del tempo t nell’equazione. Questo metodo cade pero
in difetto nei punti di biforcazione, ed in particolare diventa alquanto lento
quando la derivata nel punto fisso si avvicina sensibilmente a +1. In tal caso
il ricorso ad altri metodi diventa ineludibile.

Infine, se il sistema dipende da un parametro (che indichiamo qui con
A) si puo essere interessati al calcolo dei valori di biforcazione. A tal fine
si deve considerare la posizione del punto fisso xg come funzione di A, e la
valutazione numerica di questa funzione zy(\) & ben possibile, sia pure a
prezzo di calcoli pitt 0 meno lunghi. Grazie alla proposizione 1.4, sappiamo
che i valori di A per cui puo verificarsi una biforcazione sono quelli in cui
vale f’ (930()\)) = +1. Ci si riconduce quindi, ancora una volta, alla ricerca
degli zeri di una funzione.

1.3.8 1l modello logistico con termine periodico

Torniamo ora all’equazione logistica alla quale aggiungiamo un termine
dipendente periodicamente dal tempo, ossia

(1.16) z=Xx(l—x)+ f(t), [f@t+T)=f(t)Vt

Utilizzando le formule ricavate nel paragrafo 1.3.6 concludiamo subito che
2

la derivata seconda %QZDTQZ della mappa di Poincaré e sempre negativa, e

questa e proprio la situazione discussa alla fine di quel paragrafo.
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Un esempio di calcolo numerico della mappa e riportato in figura 1.14.
[’equazione considerata e

(1.17) T =Ax(l —x)+y(1 —sint)

con un parametro v > 0. Dal grafico dell’evoluzione temporale (a sinistra) si
vedono e oscillazioni indotte dal temine forzante, sovrapposte ad una varia-
zione sistematica che fa evolvere le orbite verso un attrattore, o all’infinito.
La mappa di Poincaré e rappresentata nella figura di destra. Come si vede, il
comportamento qualitativo delle orbite e simile a quello del caso non forzato.



