
3
EQUILIBRI E STABILITÀ

In questo capitolo iniziamo a considerare l’evoluzione continua di diversi
parametri interagenti, descritta da un sistema di equazioni differenziali.

Discutiamo anzitutto la dinamica nell’intorno di soluzioni di equili-
brio. Questo studio viene svolto in due tempi. Dapprima si semplificano
le equazioni nell’intorno dell’equilibrio riconducendosi allo studio di un si-
stema lineare. Questa semplificazione permette di trattare il problema in
modo esauriente, ed in particolare di classificare in modo completo il caso di
sistemi di dimensione 2. In un secondo tempo si passa a considerare il sistema
non lineare, sempre concentrando l’attenzione sulla dinamica nell’intorno di
un equilibrio nel caso di sistemi a due dimensioni. Si possono cos̀ı identificare
i casi in cui l’approssimazione lineare fornisce già una descrizione sufficien-
temente corretta della dinamica del sistema non lineare.

Il secondo punto da discutere è la stabilità degli equilibri. Si tratta di
un argomento assai vasto, che tratteremo in breve introducendo i concetti
essenziali della teoria di Lyapounov e discutendone l’applicazione sia al caso
di equazioni lineari che a quello di equazioni non lineari.

3.1 La linearizzazione nell’intorno di un equilibrio

Consideriamo un insieme di n parametri x1, . . . , xn che possano variare in
uno spazio delle fasi G, un aperto di R

n o una varietà differenziabile. Re-
stando nell’ambito dei sistemi autonomi, supponiamo che la dinamica sia
retta da un sistema di equazioni differenziali

(3.1)

ẋ1 = f1(x1, . . . , xn) ,

. . .

ẋn = fn(x1, . . . , xn) ,
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o, in forma più sintetica,

(3.2) ẋ = f(x)

dove f(x) è una funzione a valori vettoriali, o campo vettoriale. Supporremo
che le funzioni f1, . . . , fn siano regolari, tipicamente funzioni differenziabili,
o almeno che soddisfino le ipotesi del teorema di esistenza ed unicità.

3.1.1 Soluzioni di equilibrio

Come nel caso delle equazioni in una sola variabile, diremo che x è un punto
di equilibrio se f(x) = 0. Diremo poi che x(t) = x è una soluzione stazionaria
o soluzione di equilibrio se soddisfa l’equazione (3.2). Vale ancora il risultato
della proposizione 1.1: le soluzioni stazionarie sono tutti e soli i punti di
equilibrio. La ricerca dei punti di equilibrio si riconduce dunque alla ricerca
degli zeri di un campo vettoriale. In generale, questa è la prima operazione
da farsi quando si affronta lo studio di un sistema di equazioni differenziali.

Supponiamo che i secondi membri del sistema di equazioni (3.1) siano
funzioni differenziabili, e che il sistema ammetta un punto di equilibrio.
Potremo supporre che tale equilibrio sia nel punto x = 0, ricorrendo eventual-
mente ad una traslazione di coordinate. Lo studio della dinamica nell’intorno
dell’equilibrio non è questione semplice, in generale. Si procede quindi ad
un’approssimazione che consiste nel considerare solo i termini lineari nello
sviluppo di Taylor. Si ottiene cos̀ı il sistema

(3.3)

ẋ1 =
∂f1
∂x1

(0)x1 + . . .+
∂f1
∂xn

(0)xn

. . .

ẋn =
∂fn
∂x1

(0)x1 + . . .+
∂fn
∂xn

(0)xn

o, più brevemente,

(3.4) ẋj =

n
∑

k=1

∂fj
∂xk

(0)xk , j = 1, . . . , n .

Si osservi che le derivate devono essere calcolate nel punto di equilibrio,
sicché ci troviamo in presenza di un sistema di equazioni lineari.

3.1.2 I sistemi lineari

Veniamo dunque allo studio del sistema lineare

(3.5) ẋj =

n
∑

j=1

Ajkxk , j = 1, . . . , n

o, in forma più sintetica,

(3.6) ẋ = Ax ,
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dove x ∈ R
n e A è una matrice n× n ad elementi reali.1

Ciò che caratterizza un sistema lineare è la possibilità di costruire
soluzioni mediante sovrapposizione di altre soluzioni note. Precisamente, val-
gono le proprietà

(i) se x(t) è soluzione allora anche αx(t) lo è, per qualunque α ∈ R ;
(ii) se x(t) e x′(t) sono soluzioni, allora anche x(t)+x′(t) è una soluzione.

Lasciamo al lettore la facile verifica di queste proprietà, e passiamo senz’altro
a discutere i metodi di soluzione delle equazioni lineari.

Ci poniamo l’obiettivo di risolvere il problema di Cauchy, ossia di
trovare la soluzione soddisfacente la condizione iniziale x(0) = x0, dove
x0 = (x0,1, . . . , x0,n) è un qualunque punto di R

n.

3.1.3 Il metodo della separazione delle variabili

Riprendiamo l’equazione (3.6), e cerchiamo delle soluzioni fattorizzate come
x(t) = T (t)w, dove w è un vettore fissato e T (t) è una funzione del tempo
da determinarsi. Il nome separazione delle variabili deriva proprio dal fatto
di aver scritto la soluzione come prodotto di una componente spaziale con
una temporale. Si tratta di un metodo interessante perché ci consente di
arrivare rapidamente alla scrittura delle soluzioni nei casi più semplici — e
più comuni. Inoltre lo stesso metodo viene applicato anche per la soluzione
di equazioni differenziali alle derivate parziali, ed è quindi utile conoscerlo.
Apparentemente il metodo è in grado di fornire solo soluzioni di forma spe-
ciale, ma la linearità delle equazioni ci permetterà di costruire la soluzione
generale mediante combinazioni lineari di quelle note.

Procediamo dunque sostituendo nell’equazione una soluzione della
forma che stiamo cercando. Per la linearità dell’operatore di derivata vale
d
dt (T (t)w) = Ṫ (t)w, e per la linearità dell’operatore A vale A(T (t)w) =
T (t)Aw. Ricaviamo dunque l’equazione

(3.7) Ṫ (t)w = T (t)Aw .

Dividendo per T (t) (che non deve essere identicamente nullo, perché se lo

fosse ci darebbe semplicemente il punto di equilibrio) abbiamo Ṫ (t)
T (t)w = Aw,

e poiché il termine di destra è indipendente dal tempo desumiamo che il rap-
porto Ṫ /T deve essere anch’esso una costante indipendente dal tempo, che
indicheremo con λ. Possiamo dunque spezzare l’equazione (3.7) nel sistema

(3.8) Aw = λw , Ṫ = λT .

La prima equazione è detta equazione agli autovalori. Le soluzioni λ e w
vengono dette rispettivamente autovalori ed autovettori di A. Naturalmente
siamo interessati a soluzioni non banali, ossia con w 6= 0, mentre potrà essere
λ = 0. Sulla soluzione di questa equazione torneremo tra poco.

1 Per evitare fraintendimenti useremo la notazione in carattere grassetto per i
vettori di R

n.
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Passiamo alla seconda equazione, ove dobbiamo sostituire il valore λ
ricavato dalla prima. La soluzione è semplice:

(3.9) T (t) = T0e
λt ,

dove T0 è una costante arbitraria. Nel caso λ = 0 la soluzione è semplicemente
una costante.

Abbiamo dunque uno schema risolutivo ben definito.
(i) Si trovano tutte le soluzioni possibili dell’equazione agli autovalori;

si avranno dunque delle coppie λj , wj, (j = 1, ..., m) di autovalori a
ciascuno dei quali è associato un autovettore. Se si cercano autovettori
ed autovalori reali, in generale sarà m ≤ n. Per ciascuna coppia si ha
una soluzione particolare della forma wj e

λjt .
(ii) Si costruisce una soluzione più generale combinando linearmente le

soluzioni trovate con coefficienti arbitrari α1, . . . , αm, ossia

x(t) = α1w1 e
λ1t + . . .+ αmwm e

λmt .

(iii) Si determinano i coefficienti α1, . . . , αm in modo che sia soddisfatta la
condizione iniziale x(0) = x0, con x0 assegnato arbitrariamente.

I punti (ii) e (iii) sono particolarmente critici: occorre conoscere un numero
sufficiente di soluzioni particolari. Lo si vede bene introducendo una base, ad
esempio la base canonica di R

n, sicché gli autovettori saranno rappresentati
come wj = (wj,1, . . . , wj,n), ed analogamente si avrà x0 = (x0,1, . . . , x0,n).
Allora l’equazione che determina le costanti α1, . . . , αm sarà

w1,1α1 + . . .+w1,nαn = x0,1

. . .

wm,1α1+ . . .+wm,nαn= x0,n ,

ovvero un sistema di m equazioni in n incognite. Dunque, perché la combi-
nazione lineare delle soluzioni note ci permetta di risolvere il problema di
Cauchy in corrispondenza ad un qualunque dato iniziale occorre che siano
verificate due condizioni, e precisamente che sia m = n, e che i vettori
w1, . . . ,wn siano linearmente indipendenti. Ciò ci costringerà inevitabil-
mente ad estendere la nostra ricerca di autovalori ed autovettori al campo
complesso.

Rimandiamo però di un momento la discussione, perché è interessante
anche vedere un secondo modo di affrontare il problema.

3.1.4 La riduzione a forma normale

Il suggerimento è sfruttare le trasformazioni di coordinate al fine di ridurre
il problema alla sua forma più semplice, che viene appunto detta forma
normale, o talvolta anche canonica.2 Per il problema che stiamo considerando

2 Dei termine forma normale o forma canonica si fa ampio uso in matematica.
L’elemento comune a tutte le situazioni in cui si usano questi termini sta



Equilibri e stabilità 73

dobbiamo far ricorso ai metodi della geometria.

Riprendiamo l’equazione (3.6), ed eseguiamo una trasformazione di co-
ordinate

(3.10) x = Mx
dove M è una matrice non degenere. Ciò corrisponde ad introdurre in R

n

una nuova base u1, . . . ,un, diversa da quella canonica usata per scrivere
l’equazione (3.6). Avremoẋ = M

−1x = M
−1

Ax = M
−1

AMx .
Ossia, nelle nuove coordinate x = (ξ1, . . . , ξn) il sistema si scrive nella formaẋ = Lx , L = M

−1
AM .

Il nostro obiettivo sarà scegliere la nuova base u1, . . . ,un in modo che la
matrice L abbia la forma più semplice possibile, ed in questo senso avremo
ridotto un sistema alla sua forma normale.

Supponiamo per un momento di aver raggiunto questo obiettivo, e
dunque di conoscere i vettori u1, . . . ,un. Supponiamo anche di saper ri-
solvere il problema di Cauchy per il sistema in forma normale, sicché per
ciascuna scelta del dato iniziale x0 = (ξ0,1, . . . , ξ0,n) sappiamo scrivere la
soluzione sotto forma di n funzioni ξ1(t), . . . , ξn(t). Allora per risolvere in
modo completo il problema di Cauchy per il sistema originario dovremo:

(i) calcolare le coordinate del punto iniziale x0 = ξ1u1 + . . .+ ξnun sulla
base della forma normale;

(ii) scrivere la soluzione ξ1(t), . . . , ξn(t) corrispondente;

(iii) scrivere le soluzioni x1(t), . . . , xn(t) tornando alle coordinate origi-
narie.

Le trasformazioni richieste sono da effettuarsi mediante una matrice M co-
struita accostando in colonna le componenti dei vettori u1, . . . ,un sulla base
canonica, e la sua inversa.

Veniamo dunque alla determinazione della forma normale. Il primo ten-
tativo, magari ingenuo, è praticamente obbligato: cerchiamo una matrice di
trasformazione M tale che L abbia la forma diagonale. In altre parole, i vettori
u1, . . . ,un della nuova base devono essere scelti in modo che l’operatore line-

proprio nel concentrare l’attenzione non tanto sulla ricerca della soluzione di
un problema, quanto sulla possibilità di aggirare le difficoltà riconducendone
la soluzione ad un problema più semplice, o talvolta addirittura banale. Si
tratta di un procedimento che si rivela spesso molto utile, soprattutto perché
permette di classificare immediatamente una classe vasta di problemi in pochi
schemi che mettono in evidenza gli aspetti essenziali. Il caso che stiamo di-
scutendo è un ottimo esempio.
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are A agisca su di essi mantenendone invariata la direzione.3 Perché questo
sia possibile occorre che esistano soluzioni non banali dell’equazione

Aw = λw ,

che è ancora l’equazione agli autovalori. È dunque tempo di discuterne in
dettaglio.

3.1.5 L’equazione agli autovalori

Riscriviamo l’equazione nella forma più comoda

(3.11) (A − λI)w = 0 ,

dove I è l’operatore identità, Ix = x ∀x. Perché esistano soluzioni non banali
dev’essere

(3.12) det(A − λI) = 0 .

Scrivendo esplicitamente l’espressione del determinante ci si riconduce
ad un’equazione algebrica della forma

Pn(λ) = pnλ
n + pn−1λ

n−1 + . . .+ p0 = 0 ,

con coefficienti p0, . . . , pn reali. Il polinomio Pn(λ) viene detto polinomio
caratteristico, ed all’equazione (3.12) viene dato il nome di equazione carat-
teristica o equazione secolare.4

Il teorema fondamentale dell’algebra assicura che l’equazione seco-
lare ammette sempre n soluzioni nel campo complesso, ove si tenga conto
dell’eventuale molteplicità. Questo ci obbliga ad ampliare il problema am-
mettendo che sia gli autovalori che gli autovettori possano essere complessi.
C’è però una limitazione: dal momento che stiamo trattando un problema in
R
n, i coefficienti del polinomio caratteristico sono reali. Dunque le eventuali

soluzioni complesse appariranno in coppie di autovalori complessi coniugati.
Se ignoriamo per un momento il caso di radici di molteplicità superiore a 2 è
naturale ricondursi ad esaminare il caso semplice n = 2, ed è ciò che faremo
immediatamente.

3 In modo gelidamente formale: moltiplicando a sinistra per M la relazione L =
M

−1
AM si trova AM = ML. Scrivendo esplicitamente questa relazione per le

colonne della matrice M, ed assumendo L diagonale, si ricava subito che le
colonne devono obbedire all’equazione agli autovalori.

4 L’aggettivo secolare, che suona un po’ bizzarro, trova la sua origine nell’am-
biente della Meccanica Celeste. In effetti, il procedimento di linearizzazione
delle equazioni viene ampiamente usato per calcolare le piccole variazioni
dei cosiddetti elementi orbitali (semiassi maggiori, eccentricità ed inclinazioni
delle ellissi che descrivono le orbite planetarie nel modello Kepleriano, oltre
alle direzioni dei nodi e dei periel̂ı). L’equazione del tipo che stiamo discu-
tendo consente di calcolare l’evoluzione lenta di queste quantità, con effetti
osservabili solo sull’arco di più secoli.
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3.2 Classificazione dei punti di equilibrio nel piano

Consideriamo dunque l’equazione ẋ = Ax con x ∈ R
2. Per evitare la prolife-

razione di indici indicheremo con x, y le coordinate del vettore x sulla base
canonica di R

2. Scriveremo inoltre le equazioni per le coordinate x, y nella
forma

(3.13) ẋ = ax+ by , ẏ = cx+ dy ,

dove a, b, c, d sono gli elementi della matrice che rappresenta l’operatore A

sulla base canonica.
L’equazione secolare si scrive nella forma particolarmente elegante

(3.14) λ2 − λTrA + det A = 0 ,

dove TrA = a + d è la somma degli elementi diagonali della matrice, e
det A = ad − bc è il determinante.5 Trattandosi di un’equazione di secondo
grado sappiamo bene che occorre tener conto del segno del discriminante

(3.15) ∆ = (TrA)2 − 4 detA

Dovremo dunque discutere separatamente i tre casi
(i) ∆ > 0 : due radici reali e distinte;

(iii) ∆ < 0 : due radici complesse coniugate;
(ii) ∆ = 0 : il caso degenere di due radici reali e coincidenti;

3.2.1 I punti di nodo e di sella

Supponiamo anzitutto che si abbia ∆ > 0, sicché gli autovalori sono reali e
distinti, e precisamente

(3.16) λ1 =
Tr A +

√
∆

2
, λ2 =

TrA −
√

∆

2
.

Possiamo determinare due autovettori, che indicheremo con u, v, corrispon-
denti rispettivamente agli autovalori λ1, λ2. Si noti che gli autovettori sono
determinati a meno di un fattore moltiplicativo, dato che devono essere ele-
menti del nucleo dell’operatore (A−λI) con λ che assume uno dei due valori
λ1, λ2. La proprietà rilevante è che gli autovettori, essendo associati ad au-
tovalori distinti, sono indipendenti.6

5 È noto dalla geometria che la traccia ed il determinante sono indipendenti
dalla rappresentazione, e dunque sono quantità che dobbiamo pensare asso-
ciate all’operatore, e non alla matrice che lo rappresenta.

6 Supponiamo che siano dipendenti; allora sarà inevitabilmente u−αv = 0 con
α 6= 0, e quindi anche A(u + αv) = λ1u − λ2αv = (λ1 − λ2)u = 0. Poiché
u 6= 0, segue che deve essere λ1 = λ2, e questo contraddice l’ipotesi che gli
autovalori siano distinti. Si osservi che l’argomento si applica anche al caso in
cui uno dei due autovalori si annulli.
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L’espressione esplicita degli autovettori si ricava facilmente in termini
degli elementi di matrice della (3.13). Infatti l’equazione agli autovalori si
spezza nelle due equazioni

(a− λ)wx + bwy = 0 , cwx + (d− λ)wy = 0 ,

che non sono indipendenti se al posto di λ si sostituisce uno dei due auto-
valori λ1, λ2 che abbiamo determinato. Come soluzioni possiamo scegliere,
ad esempio, tra7

wx = b , wy = λ− a per b 6= 0 ;

wx = λ− d , wy = c per c 6= 0 .

Il caso b = c = 0 è del tutto banale, perché la matrice che vorremmo diago-
nalizzare è già in forma diagonale.

La soluzione generale del sistema ẋ = Ax si scrive

x(t) = αw1 e
λ1t + βw2 e

λ2t

con coefficienti α, β arbitrari. Il problema di Cauchy si risolve imponendo la
condizione iniziale x(t) = x0, ovvero risolvendo l’equazione

αw1 + βw2 = x0 .

Introducendo le componenti dei vettori sulla base canonica otteniamo
l’equazione matriciale

(

ux vx
uy vy

) (

α
β

)

=

(

x0

y0

)

,

che ammette certamente una soluzione unica. Vediamo dunque che il pro-
blema di Cauchy è completamente risolto.8

Archiviata cos̀ı la soluzione analitica del problema, passiamo a discu-
tere l’andamento qualitativo delle orbite, che è anche più interessante della
soluzione esplicita. Ricordiamo che sulla base w1, w2 la matrice L assume

7 Naturalmente gli autovettori cos̀ı determinati differiscono tra loro solo per un
fattore moltiplicativo reale. La scelta è del tutto arbitraria, salvo nel caso in
cui si abbia b = 0 o c = 0. Se cos̀ı fosse infatti sarebbe necessariamente nulla
anche una delle espressioni λ−a e λ−d, e dunque una delle soluzioni proposte
potrebbe essere nulla, e come tale inutile.

8 Il lettore avrà certamente notato che questa operazione altro non è che la
ricerca delle componenti del vettore iniziale x0 sulla base w1, w2 degli au-
tovettori. Il ritorno alle coordinate iniziali è implicito nel fatto che gli au-
tovettori sono già scritti mediante le loro componenti sulla base canonica. Di
fatto, il procedimento geometrico di normalizzazione e quello più immediato di
separazione delle variabili conducono a risolvere le stesse equazioni algebriche.
Il che, del resto, era da aspettarsi.
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la forma diagonale.

(3.17) L =

(

λ1 0
0 λ2

)

.

Dunque, denotando con ξ, η le coordinate abbiamo le semplici equazioni

(3.18) ξ̇ = λ1ξ , η̇ = λ2η .

con le soluzioni, che ormai ben conosciamo,

(3.19) ξ(t) = ξ0 e
λ1t , η(t) = η0 e

λ2t .

Rappresentiamo le orbite riferendoci ad assi cartesiani ortogonali sui quali
riportiamo le coordinate ξ, η. Si osserva subito che gli assi sono invarianti
per il movimento. In effetti, ciò è banale conseguenza del fatto che le due
equazioni sono separate, e ciascuna di esse ammette lo zero come equilibrio.
È forse meno banale osservare che i due assi rappresentano in realtà cinque
orbite distinte: una è l’origine, che essendo un punto stazionario è anche
un’orbita, e le altre quattro sono i due semiassi positivi ed i due negativi.
Ciò è consistente col teorema di unicità delle soluzioni: le orbite che hanno
inizio in punti diversi dall’origine possono solo tendervi asintoticamente per
t→ +∞ in caso di autovalore negativo, o per t→ −∞ in caso di autovalore
positivo.

Questo è già sufficiente per stabilire che nessun’altra orbita potrà in-
tersecare gli assi. Se ciò accadesse infatti si avrebbe un punto dal quale si
dipartono più soluzioni, in contrasto col teorema di unicità delle soluzioni
delle equazioni differenziali.

Per studiare in modo più completo l’andamento delle orbite in tutto il
piano dobbiamo distinguere i casi di autovalori con lo stesso segno, con segni
opposti, e quello in cui uno dei due autovalori si annulli.

(i) Autovalori con lo stesso segno. Per studiare l’andamento delle orbite
indipendentemente dal tempo possiamo cercare una funzione η(ξ) che rap-
presenti direttamente le curve, almeno localmente. A tal fine eliminiamo il
tempo dalle soluzioni (3.19), e per la curva che passa per il punto (ξ0, η0)
otteniamo l’equazione

(3.20)
η

η0
=

(

ξ

ξ0

)λ2/λ1

Osserviamo che sia la base che l’esponente del termine di destra sono positivi
(le orbite non possono attraversare gli assi). Non è difficile rappresentare le
orbite sul piano di fase ed ottenere i grafici (a) e (c) della figura 3.1. Il caso (a)
si verifica se gli autovalori soddisfano λ1 < λ2 < 0. Il caso (c) si verifica se
0 < λ1 < λ2. È interessante notare che tutte le orbite entrano nell’origine
avendo come tangente uno degli assi, con la sola eccezione dell’altro asse. Ciò
perché l’autovalore maggiore in valore assoluto tende a schiacciare l’orbita
più rapidamente dell’altro.
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(a) λ1 < λ2 < 0 (Nodo stabile) (b) λ1 < 0 < λ2 (Sella)

(c) 0 < λ1 < λ2 (Nodo instabile) (d) λ1 < 0 , λ2 = 0

Figura 3.1. Il diagramma di fase nel caso di autovalori reali.

L’andamento delle orbite dipende dal segno degli autovalori. Nel caso

di autovalori con lo stesso segno l’equilibrio è un nodo stabile (a) o

instabile (b). Nel caso di autovalori di segno opposto si ha un punto di

sella (c). Il caso di un autovalore nullo è rappresentato in (d).

Per un punto di equilibrio di questo genere Poincaré ha usato il
nome noeud, comunemente tradotto in nodo, rispettivamente stabile ed
instabile.[21]

(ii) Autovalori con segni opposti. La formula (3.20) resta ancora valida, ed
è facile tracciare il quadro (b) della figura 3.1. Le frecce mettono in evidenza
l’andamento del flusso nel caso λ1 < 0 < λ2. Si osserverà che questa volta
l’origine ha un comportamento singolare: ad eccezione delle orbite che giac-
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ciono sugli assi, tutte le altre provengono dall’infinito nella direzione dell’asse
ξ (orizzontale) e tornano all’infinito nella direzione dell’asse η (verticale). È
interessante notare, guardando la figura, che punti molto vicini tra loro ma
giacenti da lati opposti rispetto all’asse ξ vengono separati rapidamente dalla
dinamica quando arrivano in vicinanza dell’origine, ed inviati all’infinito in
direzioni opposte. Invertendo la direzione del tempo (e quindi la direzione
delle frecce nella figura) lo stesso accade a punti vicini all’asse η.

Per un punto di equilibrio di questo genere Poincaré ha usato il nome
col, tradotto solitamente in sella o talvolta anche colle. Noi faremo uso del
termine sella.

(iii) Il caso di un autovalore nullo. Questo caso è ancora più semplice dei
precedenti. Assumendo che sia λ2 = 0 il sistema in forma normale si scrive

(3.21) ξ̇ = λ1ξ , η̇ = 0 ,

e le soluzioni sono

(3.22) ξ(t) = ξ0 e
λ1t , η(t) = η0 .

Il diagramma di fase per il caso λ < 0 è riportato nel riquadro (d) della
figura 3.1. Tutti i punti dell’asse ξ sono soluzioni stazionarie. Tutte le altre
orbite sono semirette parallele all’asse η che incontrano l’asse ξ in un punto
stazionario. Il flusso su ciascuna orbita tende esponenzialmente al punto
stazionario per t → +∞ se λ1 < 0 o per t → −∞ se λ1 > 0. È un caso
degenere al quale non sono stati riservati nomi particolari.

3.2.2 I punti di fuoco e centro

Passiamo ora a discutere il caso ∆ < 0, in cui si hanno due autovalori
complessi coniugati che scriveremo come

(3.23) λ = µ+ iω , λ∗ = µ− iω , µ =
Tr A

2
, ω =

√
−∆

2
.

Per la ricerca degli autovettori dobbiamo momentaneamente accettare di
considerare vettori complessi, che scriveremo nella forma w = u + iv, con
u, v vettori reali. L’osservazione utile è che se w è l’autovettore associato
all’autovalore λ, allora u∗ è l’autovettore associato all’autovalore λ∗. Ciò
si dimostra semplicemente coniugando l’equazione Aw = λw; infatti, ricor-
dando che A è reale, si ha (Aw)∗ = Aw∗, ed anche (λw)∗ = λ∗w∗.

Anche qui è facile ricavare la forma esplicita degli autovettori facendo
di nuovo ricorso ad una delle equazioni (non indipendenti)

(a− λ)wx + bwy = 0 , cwx + (d− λ)wy = 0 ,

dove però dovremo sostituire le espressioni complesse wx = ux + ivx e wy =
uy+ivy , oltre a λ = µ+iω. Separando la parte reale dell’equazione da quella
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immaginaria ricaviamo la soluzione in una delle due forme9

ux = b , uy = µ− a , vx = 0 , vy = ω ; oppure

ux = µ− d , uy = c , vx = ω , vy = 0 .

Mostriamo ora come si possa costruire una base reale ed una forma
normale, rinunciando però alla forma diagonale della matrice. Allo stesso
tempo ricaveremo la soluzione generale. Separiamo la parte reale u e la
parte immaginaria v degli autovettori, ponendo

u =
w + w∗

2
, v =

w − w∗

2i
,

e ricordando la (3.23) calcoliamo

Au =
λw + λ∗w∗

2
= µ

w + w∗

2
+ iω

w −w∗

2
= µu − ωv ,

Av =
λw − λ∗w∗

2i
= µ

w −w∗

2i
+ iω

w + w∗

2i
= ωu + µv .

Il fatto interessante è che u,v sono linearmente indipendenti10 sicché pos-
sono essere utilizzati come base. Osserviamo che i vettori u e v sono reali.
Inoltre, per quanto abbiamo appena visto, sulla base u, v l’operatore A è
rappresentato dalla matrice

(3.24) L =

(

µ ω
−ω µ

)

.

Questa è la forma normale del sistema, che coinvolge soltanto quantità reali.
Per risolvere completamente il problema continuiamo, ancora per un mo-

mento, ad utilizzare quantità complesse. Possiamo ancora combinare linear-
mente le soluzioni w eλt, w∗ eλ

∗t, ma dovremo farlo con coefficienti complessi
α, β arbitrari, ossia

(3.25) x(t) = αw eλt + βw∗ eλ
∗t .

9 La soluzione non è unica, perché è determinata a meno di un fattore molti-
plicativo arbitrario, anche complesso. Ad esempio, moltiplicando sia wx che wy

per eiγ si ottiene la famiglia di vettori ux = b cos γ , uy = (µ−a) cos γ−ω sin γ ,
vx = b sin γ , vy = (µ−a) sin γ+ω cos γ. Le due soluzioni suggerite differiscono
per un fattore di questo tipo, oltre che per un fattore di scala. Si noti che b, c

sono necessariamente non nulli; infatti, se uno dei due fosse zero avremmo a
che fare con una matrice triangolare, che avrebbe autovalori reali.

10 Osserviamo anzitutto che i vettori complessi sono linearmente indipendenti
sui numeri complessi, perché gli autovalori λ, λ∗ sono distinti (si applica
l’argomento già visto per i reali). Per assurdo, supponiamo che sia u = αv con
α reale e non nullo. Allora si avrebbe w = u+ iv = (α+ i)v, ed analogamente
w

∗ = (α − i)v, sicché sarebbe w = α+i

α−i
w

∗, in contrasto con l’indipendenza

lineare degli autovalori complessi.
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(a) Fuoco stabile (b) Fuoco instabile

Figura 3.2. L’andamento delle orbite nel piano di fase nel caso di

autovalori complessi coniugati con parte reale non nulla. Si dice che si

ha un fuoco.

Si osserverà che l’arbitrarietà dei coefficienti sembra eccessiva, perché si
avrebbero quattro quantità da determinarsi. Dobbiamo però ricordare che
siamo alla ricerca di soluzioni reali, il che implica che le costanti α, β deb-
bano essere complesse coniugate. È conveniente passare alla notazione espo-
nenziale dei numeri complessi, scrivendo α = ̺

2 e
iϕ, β = ̺

2 e
−iϕ, sicché le

quantità da determinare sono ora ̺, ϕ. Scriveremo dunque la forma generale
della soluzione come

(3.26)

x(t) =
̺

2
w e(µ+iω+iϕ)t +

̺

2
w∗e(µ−iω−iϕ)t

= ̺ eµt cos(ωt+ ϕ)
w + w∗

2
+ i̺ eµt sin(ωt+ ϕ)

w − w∗

2

= ̺ eµt
(

u cos(ωt+ ϕ) − v sin(ωt+ ϕ)
)

,

dove abbiamo denotato rispettivamente con u e v la parte reale ed immagi-
naria dell’autovettore complesso w.

Per risolvere il problema di Cauchy facciamo riferimento alla forma
complessa della soluzione generale, come espressa dalla formula (3.25) con
β = α∗, e scriviamo la condizione iniziale (per t = 0) come equazione per la
parte reale ed immaginaria di α

x0 = αw + α∗w∗ = 2 Reαu − 2 Imαv .

In coordinate l’equazione assume la forma più esplicita
(

ux vx
uy vy

) (

Reα
− Imα

)

=

(

x0

y0

)

.

Basta ora determinare α da queste equazioni e calcolarne il modulo ̺ e
l’argomento ϕ da sostituire nella (3.26). Si trova cos̀ı la soluzione completa
del problema di Cauchy.
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Figura 3.3. L’andamento delle orbite nel piano di fase nel caso di

autovalori puramente immaginari. Si dice che si ha un centro.

Veniamo ora allo studio dell’andamento qualitativo delle orbite. Il si-
stema in forma normale si scrive

(3.27) ξ̇ = µξ + ωη , η̇ = −ωξ + µη .

Le soluzioni sono semplicemente le componenti della soluzione gene-
rale (3.26) sulla base u, v, ossia

(3.28) ξ(t) = ̺ eµt cos(ωt+ ϕ) , η(t) = −̺ eµt sin(ωt+ ϕ) .

Dobbiamo discutere separatamente due casi, e precisamente µ 6= 0 e µ = 0.

Nel caso µ 6= 0 il flusso è una rotazione con velocità angolare ω intorno
all’origine, ma l’ampiezza della rotazione è modulata dalla funzione espo-
nenziale eµt. Si ha dunque un’ampiezza che decresce asintoticamente a zero
per t→ +∞ se µ < 0, e per t→ −∞ se µ > 0. L’andamento delle orbite nel
piano di fase è rappresentato in figura 3.2.

Per un punto di equilibrio di questo genere Poincaré ha usato il nome
foyer, solitamente tradotto con fuoco, rispettivamente stabile ed instabile.

Nel caso µ = 0 l’ampiezza della rotazione resta costante, e le orbite nel
piano di fase sono delle circonferenze. come illustrato in figura 3.3. Questo
caso è particolarmente interessante per i sistemi conservativi. Per un punto
di equilibrio di questo genere Poincaré ha usato il nome centre, solitamente
tradotto con centro.

Nello studio delle orbite è comodo anche ricorrere a coordinate polari,
mediante la trasformazione

ξ = r cosϑ , η = r sinϑ .

Qui dobbiamo scrivere le equazioni per le nuove coordinate. Derivando
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rispetto al tempo abbiamo
(

ξ̇
η̇

)

=

(

cosϑ −r sinϑ
sinϑ r cosϑ

) (

ṙ
ϑ̇

)

.

Invertendo la matrice e sostituendo tutte le espressioni trovate nella (3.27)
otteniamo il sistema

ṙ = µr , ϑ̇ = −ω .

Le soluzioni si trovano immediatamente:

r = r0 e
µt , ϑ = ϑ0 − ωt ,

dove r0 e ϑ0 sono i dati iniziali. Da qui è particolarmente evidente che il movi-
mento è una rotazione con velocità angolare ω costante, composta con una
variazione esponenziale del raggio. Eliminando il tempo tra le due equazioni
si trova l’espressione dell’orbita

r = r0 e
−µ(ϑ−ϑ0)/ω .

Nel caso µ 6= 0 questa curva è detta spirale logaritmica.

3.2.3 I casi di degenerazione degli autovalori

Veniamo infine a discutere il caso ∆ = 0, in cui si ha un solo autovalore di
molteplicità 2

(3.29) λ =
TrA

2
.

Questo caso è più infido, perché la soluzione dipende dalla dimensione del
nucleo dell’operatore A − λI.

Sbarazziamoci anzitutto del caso in cui il nucleo abbia dimensione 2,
ovvero sia tutto lo spazio. Si tratta di un caso totalmente banale, perché
si ha (A − λI)w = 0 qualunque sia w. Dunque, ogni vettore del piano è
autovettore dell’operatore A, e la matrice A ha già una forma diagonale su
qualunque base. In altre parole, la matrice ha già la forma normaleL =

(

λ 0
0 λ

)

.

La discussione delle soluzioni diventa quindi una ripetizione di quanto è stato
detto nel paragrafo 3.2.1, salvo il fatto che non vi sono trasformazioni di
coordinate da eseguire. Il solo cambiamento sta nell’andamento delle orbite
sul piano di fase, che diventa quello rappresentato in figura 3.4

Il caso in cui il nucleo abbia dimensione uno richiede un po’ più di
attenzione. L’operatore A ha un solo autovettore u, che possiamo ben deter-
minare. Scegliamo arbitrariamente un secondo vettore w che sia linearmente
indipendente da u, sicché la coppia u, w è una base nel piano. Allora avremo

Au = λu , Aw = αu + µw ,
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(a) Nodo a stella stabile (b) Nodo a stella instabile

Figura 3.4. L’andamento delle orbite nel piano di fase nel caso di au-

tovalori reali e coincidenti con degenerazione degli autovettori a tutto

il piano. Si dice che si ha un nodo a stella.

con qualche coppia di coefficienti α, µ; ciò è vero, perché u è autovettore di
A, e d’altra parte è certamente possibile scomporre il vettore Aw sulla base
u, w. Dunque, sulla base u, w l’operatore A ammette la rappresentazione

(

λ α
0 µ

)

.

Poiché la matrice ha una forma triangolare, gli autovalori sono gli elementi
della diagonale, e dunque deve essere µ = λ. Inoltre, sostituendo il vettore w
con v = w/α si ottiene Av = u + λv, ossia si forza α = 1 . Ne concludiamo
che esiste una base su cui la matrice L assume la forma

(3.30) L =

(

λ 1
0 λ

)

.

Questa è la forma normale.

Se vogliamo determinare esplicitamente i vettori della base dobbiamo
anzitutto risolvere l’equazione

(a− λ)ux + buy = 0 , cux + (d− λ)uy = 0 .

Osserviamo che b e c non possono essere contemporaneamente nulli (il si-
stema sarebbe già in forma diagonale). La soluzione quindi è quella che
abbiamo già visto nel caso di autovalori reali, e che riscriviamo:

ux = b , uy = λ− a per b 6= 0 ;

ux = λ− d , uy = c per c 6= 0 .
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Per determinare il secondo vettore v dobbiamo risolvere l’equazione non
omogenea (A − λI)v = u , e troviamo facilmente la soluzione particolare

vx = 0 , vy = 1 per b 6= 0 ;

vx = 1 , vy = 0 per c 6= 0 .

Ovviamente, possiamo sempre sommare a questa soluzione un multiplo ar-
bitrario di u.

Veniamo ora alla costruzione esplicita delle soluzioni delle equazioni, che
qui è di poco più elaborata. Assumiamo anzitutto λ 6= 0. Il sistema in forma
normale si scrive

ξ̇ = λξ + η , η̇ = λη .

Conosciamo già la soluzione generale della seconda equazione, η(t) = η0 e
λt,

dove η0 è il dato iniziale. Possiamo dunque riscrivere la prima equazione
come

ξ̇ = λξ + η0 e
λt ,

che è un’equazione non omogenea. Sappiamo che la soluzione generale di
questa equazione è somma di una qualsiasi soluzione dell’equazione omo-
genea con la soluzione generale dell’equazione omogenea associata. Per la
ricerca della soluzione dell’equazione completa possiamo far uso del metodo
di Lagrange di variazione delle costanti. Cerchiamo cioè una soluzione della
forma ξ(t) = ψ(t) eλt, sostituendo la costante arbitraria che compare nella
soluzione dell’equazione omogenea con un funzione incognita del tempo ψ(t).
Per sostituzione nell’equazione ricaviamo ψ̇ eλt + λψ eλt = λψ eλt + η0 e

λt,
e dunque ψ(t) deve soddisfare ψ̇ = η0. Abbiamo dunque ψ(t) = η0t (basta
una soluzione), e concludiamo che la soluzione generale del sistema avrà la
forma

(3.31) ξ(t) = ξ0 e
λt + η0t e

λt , η(t) = η0 e
λt .

Le costanti arbitrarie ξ0, η0 sono le coordinate del punto iniziale sulla base
u, v, che ormai sappiamo bene come determinare; dunque il problema di
Cauchy è completamente risolto.

Veniamo infine alla rappresentazione delle orbite sul piano di fase, che
facciamo ancora riferendoci alle coordinate ξ, η della forma normale. Anzi-
tutto, si osserva subito che solo uno degli assi è invariante, e precisamente
l’asse ξ (orizzontale). Per trovare le orbite corrispondenti agli altri punti del
piano procediamo come per il caso di autovalori reali e distinti, cercando
ancora di trovare un’equazione per le curve che non contenga il tempo. Eli-
minando il tempo dalle (3.31) otteniamo la relazione

ξ

ξ0
=

η

η0

(

1 +
η0
λξ0

log
η

η0

)

,

che ci dà ξ come funzione di η . Il grafico è riportato in figura 3.5, e si deve
confrontare con quello del nodo, in figura 3.1. La differenza evidente sta
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(a) Nodo degenere stabile (b) Nodo degenere instabile

Figura 3.5. L’andamento delle orbite nel piano di fase nel caso di

autovalori coincidenti, con un solo autovettore. Si dice che si ha un

nodo degenere.

nel fatto che è sparita la direzione eccezionale: tutte le orbite sono tangenti
nell’origine all’asse ξ. In effetti, questo corrisponde al fatto che quando gli
autovalori tendono ad uno stesso limite cos̀ı fanno anche gli autovettori. Ciò
giustifica il nome di nodo degenere che viene riservato a questo caso.

Resta, come ultimo caso da discutere, quello di due autovalori nulli.
Escludendo il caso in cui l’operatore A sia l’operatore nullo, dobbiamo con-
siderare la matrice L che abbia la forma normale

(3.32) L =

(

0 1
0 0

)

.

Il sistema in forma normale si scriverà dunque

(3.33) ξ̇ = η , η̇ = 0 ,

con soluzioni

(3.34) ξ(t) = η0t+ ξ0 , η(t) = η0 .

Qui, l’asse ξ degenera in punti di equilibrio, e le orbite nel piano di fase sono
tutte rette parallele all’asse ξ e percorse con velocità η.

3.2.4 Il diagramma di biforcazione

Torniamo a rileggere l’equazione secolare (3.14) che riscriviamo assieme
all’espressione del discriminante

λ2 − λTrA + det A = 0 , ∆ = (TrA)2 − 4 det A .

Osserviamo che tutta la classificazione dei punti di equilibrio che abbiamo
illustrato in questo lungo paragrafo dipende solo dalle quantità che abbiamo
appena riscritto.
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Figura 3.6. Il diagramma di biforcazione per un sistema di equazioni

differenziali lineari nel piano.

È utile riassumere tutti i risultati in un solo grafico ponendo in ascisse
la traccia TrA dell’operatore A, ed in ordinate il suo determinante, come
abbiamo fatto in figura 3.6. Il piano risulta diviso in diverse regioni dalla
retta det A = 0, dalla parabola ∆ = 0 e dalla semiretta TrA = 0, det A > 0.
Ognuna delle regioni aperte corrisponde ad un comportamento qualitativo
ben preciso; le curve di separazione corrispondono ai casi singolari.

Il grafico diventa particolarmente utile quando si consideri un problema
in cui l’operatore A dipenda da un parametro. Facendo variare il parametro
in maniera continua si percorre una curva nel piano, e può accadere che
per certi valori critici la curva attraversi una delle rette o la parabola di
separazione tra le regioni aperte. In tal caso il comportamento del sistema
nell’intorno dell’equilibrio cambierebbe repentinamente. Ad esempio, le ca-
ratteristiche di stabilità del sistema stesso potrebbero modificarsi brusca-
mente. Alla luce di quanto abbiamo discusso nel caso di modelli ad una
dimensione, questo giustifica il nome diagramma di biforcazione dato alla
figura 3.6.
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3.2.5 Il caso di dimensione generica

A chiusura di questo paragrafo vogliamo includere un cenno al caso di un
sistema lineare in dimensione n > 2. Come abbiamo visto nei paragrafi 3.1.3
e 3.1.4, il metodo di separazione delle variabili e quello della forma normale
si applicano, esattamente come per il caso n = 2. In particolare, le radici
complesse dell’equazione secolare compaiono sempre in coppie di autovalori
complessi coniugati.

Il caso più semplice, che è anche quello generico, è quello in cui tutti
gli autovalori siano distinti e non nulli. Allora gli autovettori corrispondenti
agli autovalori reali e le parti reali ed immaginarie degli autovettori cor-
rispondenti agli autovalori complessi coniugati formano ancora una base, e
le tecniche di soluzione che abbiamo illustrato nel caso n = 2 si estendono
in modo diretto. Ecco uno schema possibile di classificazione. Supponiamo
che l’equazione secolare abbia m+ autovalori reali e positivi, m− autovalori
reali e negativi, e 2mc autovalori complessi, che compaiono a coppie; natu-
ralmente, dalle ipotesi che abbiamo fatto segue m+ +m− +2mc = n. Allora
possiamo rappresentarci lo spazio R

n come prodotto diretto di sottospazi.

(i) Un sottospazio di dimensione m+, invariante per il flusso, generato
dagli autovettori con autovalore reale positivo. Su questo sottospazio
il comportamento delle orbite è quello di un nodo instabile: tutte le
orbite sono asintotiche all’origine per t → −∞ e tendono all’infinito
per t→ +∞.

(ii) Un sottospazio di dimensione m−, anch’esso invariante per il flusso,
generato dagli autovettori con autovalore reale negativo. Su questo
sottospazio il comportamento delle orbite è quello di un nodo stabile:
tutte le orbite provengono dall’infinito per t→ −∞ e sono asintotiche
all’origine per t→ +∞.

(iii) Un sottospazio costituito dal prodotto di mc piani ciascuno dei quali
corrisponde ad una coppia di autovalori complessi coniugati. Su cias-
cuno dei quali le orbite hanno il comportamento di un fuoco o di un
centro.

Per tutte le orbite che hanno punto iniziale al di fuori di questi sottospazi
la dinamica si ricostruisce combinando vettorialmente il moto su ciascuno
dei sottospazi che abbiamo classificato. Lasciamo al lettore il compito di
immaginare l’andamento delle orbite, ad esempio nel caso di dimensione tre.

Questa descrizione copre la maggioranza dei casi significativi escludendo
solo quelli di autovalori reali di molteplicità superiore a due, o di autovalori-
complessi coincidenti. In tutti questi casi si può ancora ricorrere alla forma
normale, cercando una base sulla quale la matrice del sistema lineare assuma
la cosiddetta forma canonica di Jordan. Per una discussione approfondita ri-
mandiamo ai testi di Geometria, oppure al testo di Hirsch–Smale.[13]
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3.3 Esempi di equilibri non lineari

La stabilità dei punti di equilibrio dei sistemi non lineari è problema più
delicato. Prima di passare a risultati generali, discutiamo alcuni esempi che
ci potranno servire come paradigma per illustrare le situazioni possibili.

3.3.1 Un esempio di punto di sella non lineare

Consideriamo il sistema di equazioni non lineari

(3.35) ẋ = −x , ẏ = y + x2 ,

e facciamone uso al fine di illustrare alcuni metodi generali di analisi quali-
tativa della orbite.

Cerchiamo anzitutto di stabilire al direzione del campo vettoriale in ogni
punto. A tal fine azzeriamo i secondi membri delle equazioni

−x = 0 , y + x2 = 0 .

Da qui vediamo che il campo vettoriale ha direzione verticale sulla retta
x = 0 ove si annulla la componente ẋ, ed ha direzione orizzontale sulla
parabola y = −x2 ove si annulla la componente ẏ. Le curve x = 0 e y = −x2

separano il piano in quattro regioni distinte, caratterizzate dai segni di ẋ e ẏ.
L’intersezione tra le due curve, in questo caso la sola origine, è un punto in
cui si annullano ambedue le componenti del campo vettoriale, ed è dunque
un equilibrio.

Il sistema linearizzato nell’equilibrio è

ẋ = −x , ẏ = y ;

si tratta dunque di un punto di sella, per il quale già conosciamo l’andamento
delle orbite.

Passiamo a determinare la direzione del campo fuori dall’equilibrio. La
situazione è riassunta schematicamente nella figura 3.7. La componente x
del campo è positiva nel semipiano x < 0 e negativa nel semipiano x > 0. La
componente y è positiva nella regione sopra la parabola y = −x2, e negativa
sotto la parabola. Le frecce rappresentate in figura indicano la direzione
approssimata del campo nelle quattro regioni ed in particolare la direzione
sulla retta e sulla parabola che le separano.11

La conoscenza della direzione del flusso ci dà già un’idea sommaria
dell’andamento delle curve. Tuttavia, almeno in questo caso particolarmente
semplice, ci può essere utile cercare informazioni anche sulla concavità. A
tal fine eliminiamo il tempo nelle (3.35), ed otteniamo

(3.36) y′ =
dy

dx
= −y

x
− x .

11 Nei testi si ricorre spesso ad un’immagine geografica, curiosa ma efficace,
parlando di campo vettoriale rivolto verso nord–est, nord–ovest, sud–est o
sud–ovest.
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Figura 3.7. Le direzioni del campo vettoriale e la concavità delle

curve invarianti nel caso del sistema di equazioni (3.35).

Questo ci dà la derivata della funzione y(x) che rappresenta le orbite, ma fin
qui non aggiunge nulla di nuovo a quanto sappiamo, perché conosciamo già
la direzione del campo. Possiamo però calcolare la derivata seconda

y′′ = −y
′

x
+

y

x2
− 1 = − 1

x

(

−y
x
− x

)

+
y

x2
− 1 =

2y

x2
.

Nello svolgere il calcolo conviene sostituire a y′ l’espressione esplicita della
derivata prima come funzione di (x, y). Lo studio del segno di questa fun-
zione non presenta nessuna difficoltà: la concavità è rivolta verso il basso nel
semipiano y < 0 e verso l’alto nel semipiano y > 0. La retta y = 0 è il luogo
dei punti ove la derivata seconda si annulla e cambia segno al variare di y,
sicché ivi si hanno punti di flesso. Questa informazione è rappresentata con
dei piccoli archi in figura 3.7.

Possiamo ora procedere al tracciamento delle orbite, ottenendo la
figura 3.8. Nel riquadro di sinistra è rappresentato il diagramma di fase
del sistema linearizzato. In tal caso gli assi x e y sono invarianti per il flusso,
e svolgono il ruolo di separatrici tra le regioni caratterizzate da comporta-
menti qualitativi diversi per le orbite. Il riquadro di destra rappresenta il
diagramma di fase per il sistema non lineare. Dall’esame della figura si vede
che l’asse y è rimasto invariante per il flusso, come nel caso lineare. Questo
del resto lo si deduce immediatamente osservando che se si considerano dati
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(a) Sistema linearizzato (b) Sistema non lineare

Figura 3.8. L’andamento delle orbite nel piano di fase per un punto

di sella non lineare. (a) il flusso del sistema linearizzato; (b) il flusso del

sistema non lineare. Si osservi la deformazione di una delle separatrici

dovuta alla non linearità.

iniziali (0, y0) con y0 6= 0 si ricava subito la soluzione esplicita x(t) = 0
per la prima equazione; sostituendola nella seconda si ottiene ẏ = y, e si
risolve anche quest’ultima equazione trovando y(t) = y0e

t. Non cos̀ı accade
per l’asse x, ed occorre un’analisi più dettagliata per rendersi conto che la
retta separatrice è stata sostituita da una curva a forma di parabola, messa
in evidenza in figura con un tratto più marcato. L’esistenza di tale curva è
garantita dal teorema della varietà stabile, che discuteremo più avanti, nel
paragrafo 3.5.1.

La discussione qualitativa si ferma qui, ed in generale non è agevole
aggiungere ulteriori informazioni. In questo caso però possiamo permetterci
di andare più avanti, fino a scrivere le soluzioni in forma esplicita.

Anzitutto osserviamo che l’equazione (3.36) per le orbite può risolversi
esplicitamente come

y(x) =
a

x
− x2

3
,

dove a è una costante arbitraria. Questa equazione fornisce tutte le curve
invarianti con la sola eccezione dell’asse y, ove si ha x = 0. In particolare,
per a = 0 si ottiene l’equazione della separatrice che ha sostituito l’asse x
del caso lineare, e precisamente y = −x2/3. Vediamo dunque che la non
linearità ha deformato l’andamento delle orbite nel piano di fase, ma non ha
modificato la natura del punto di equilibrio.

Veniamo alla soluzione esplicita delle equazioni. La soluzione con dato
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iniziale nel punto (x0, y0) si scrive

(3.37) x(t) = x0e
−t , y(t) =

(

y0 +
x2

0

3

)

et − x2
0

3
e−2t .

Per verificarlo procediamo come segue. Osserviamo che la prima equazione è
indipendente dalla seconda, e risolviamola separatamente come x(t) = x0e

−t,
ove x0 è il dato iniziale. Sostituendo questa soluzione nella seconda equazione
troviamo

ẏ = y + x2
0e

−2t ,

che è un’equazione lineare non omogenea la cui soluzione è somma della
soluzione dell’equazione omogenea, y(t) = Cet dove C è una costante da de-
terminarsi, e di una soluzione particolare dell’equazione non omogenea. Cer-
chiamo questa seconda soluzione provando con y(t) = ae−2t. Per sostituzione
troviamo −2ae−2t = ae−2t + x2

0e
−2t, che effettivamente è una soluzione se

imponiamo a = x2
0/3. Abbiamo cos̀ı la soluzione completa

y(t) = Cet − x2
0

3
e−2t .

Imponendo la condizione iniziale y(0) = y0 ricaviamo infine

C = y0 +
x2

0

3
,

ovvero la soluzione (3.37).

3.3.2 Un esempio di punto di nodo non lineare

Consideriamo il sistema di equazioni

(3.38) ẋ = −x , ẏ = −y
2

+ x2 ,

e procediamo allo studio qualitativo sulla falsariga del paragrafo precedente.
Il piano viene separato in quattro regioni distinte dalla retta x = 0, sulla

quale il campo è diretto verticalmente, e dalla parabola y = 2x2, sulla quale
il campo ha direzione orizzontale. Le due curve si intersecano nell’origine, che
è punto di equilibrio per le equazioni. La direzione del campo nelle quattro
regioni è rappresentata con delle frecce in figura 3.9.

Se vogliamo informazioni sulla concavità delle curve dobbiamo procedere
all’eliminazione del tempo nelle equazioni (3.38). Otteniamo cos̀ı

(3.39) y′ =
y

2x
− x ,

che è un’equazione per le curve invarianti come funzioni y(x). Calcolando
anche la derivata seconda otteniamo

y′′ =
1

2x

( y

2x
− x

)

− y

2x2
− 1 = − y

4x2
− 3

2
.
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Figura 3.9. Le direzioni del campo vettoriale e la concavità delle

curve invarianti nel caso del sistema di equazioni (3.38).

Da qui ricaviamo che la parabola y = −6x2 è il luogo dei punti di flesso, e
la concavità delle curve è quella rappresentata in figura con degli archetti.

La retta x = 0, invariante per il sistema lineare, è rimasta tale anche
per il sistema non lineare. Ciò si comprende osservando che imponendo nelle
equazioni la condizione iniziale x(0) = 0 si ricava subito x(t) = 0 come
soluzione. In tal caso la seconda equazione si riduce a ẏ = −y, con soluzione
y(t) = y0e

−t, dove y0 è il dato iniziale. Non altrettanto facile è comprendere
quale sia il destino dell’altra curva invariante, che nel caso lineare coincide
con l’asse y = 0.

Il diagramma di fase è riportato in figura 3.10. Si vede qui che la retta
invariante y = 0 è stata sostituita da una curva con andamento a parabola,
la cui esistenza ed eventuale unicità però non sono evidenti sulla sola base
delle indicazioni che abbiamo già ricavato. Anche qui occorre dimostrare un
teorema generale che garantisce che la retta si deforma in una curva unica.

Fin qui l’analisi qualitativa. Per dire di più occorre risolvere in modo
esplicito le equazioni, il che è facile in questo caso, ma in generale non è
affatto agevole.

Mostriamo che la soluzione generale del sistema (3.38) è

(3.40) x(t) = x0e
−t , y(t) =

(

y0 +
2

3
x2

0

)

,
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(a) Sistema linearizzato (b) Sistema non lineare

Figura 3.10. L’andamento delle orbite nel piano di fase per il punto

di nodo non lineare del sistema (3.38). (a) il flusso del sistema linea-

rizzato; (b) il flusso del sistema non lineare. Si osservi la deformazione

di una delle separatrici dovuta alla non linearità.

dove (x0, y0 è il dato iniziale. A tal fine si inizia col risolvere la prima
equazione, che è separata dalla seconda, trovando x(t) = x0e

−t. Sostituendo
nella seconda equazione si trova

ẏ = −y
2

+ x2
0e

−2t .

Cercando una soluzione della forma y(t) = ae−2t si trova a = −2x2
0/3, e

dunque la soluzione generale

y(t) = Ce−t/2 − 2

3
x0e

−2t .

Infine, imponendo la condizione iniziale y(0) = y0 si ricava C = y0 + 2x2
0/3 ,

il che conferma che la soluzione generale del sistema (3.38) è la (3.40).
Eliminando il tempo nella (3.40) possiamo determinare anche la

soluzione dell’equazione (3.39) per le curve invarianti, che possiamo scrivere
nella forma generale

y = ±a
√
x− 2

3
x2 ,

con una costante a arbitraria. Questa espressione fornisce tutte le curve, con
la sola eccezione della retta x = 0. Ponendo in particolare a = 0 troviamo
la parabola invariante che rappresenta la soluzione eccezionale che entra
nell’origine con tangente orizzontale.

Anche in questo caso si vede come la non linearità abbia modificato il
diagramma di fase deformando tutte le orbite, ma senza influire sulla natura
del punto di equilibrio.
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3.3.3 Un esempio di punto di fuoco e di ciclo limite

Consideriamo il sistema

(3.41) ẋ = −y + µx(1 − x2 − y2) , ẏ = x+ µy(1 − x2 − y2) ,

dove µ è un parametro reale che assumiamo non nullo. Azzerando i secondi
membri vediamo subito che l’origine è un punto di equilibrio. Calcolando poi
il sistema linearizzato nell’origine troviamo

ẋ = µx− y , ẏ = x+ µy ,

che è un sistema della forma standard (3.27) di un punto di fuoco. Propo-
niamoci anche qui di studiare il comportamento del sistema non lineare.

Il procedimento che abbiamo seguito fin qui si rivela poco efficace: il
lettore lo potrà verificare direttamente. È più utile passare a coordinate
polari

x = r cosϑ , y = r sinϑ .

Mostriamo che il sistema (3.41) si trasforma in

(3.42) ṙ = µr(1 − r2) , ϑ̇ = 1 .

Per ricavare le equazioni si può procedere come segue. Osserviamo anzitutto
che dalla trasformazione a coordinate polari seguono le relazioni

r2 = x2 + y2 , y sinϑ− x cosϑ = 0 .

Derivando rispetto al tempo abbiamo

rṙ = xẋ+ yẏ , ẏ sinϑ− ẋ cosϑ− ϑ̇(ẋ cosϑ+ ẏ sinϑ) = 0 ,

e sostituendo le coordinate polari per x, y otteniamo

ṙ = ẋ cosϑ+ ẏ sinϑ , ϑ̇ =
1

r

(

ẏ cosϑ− ẋ sinϑ
)

.

Non resta ora che sostituire a ẋ, ẏ i secondi membri delle equazioni (3.41),
avendo cura di sostituire anche in quelli la trasformazione a coordinate polari,
ossia

ẋ = −r sinϑ+ µr(1 − r2) cosϑ , ẏ = r cosϑ+ µr(1 − r2) sinϑ .

Si ricavano cos̀ı le equazioni (3.42). Naturalmente, la semplicità del risultato
è frutto della scelta iniziale del sistema: in generale ci si dovranno aspettare
equazioni di forma più complessa.

La forma alquanto semplice delle equazioni rende agevole la discussione
qualitativa della dinamica. L’angolo ϑ non fa che ruotare uniformemente.
Il raggio r obbedisce ad un’equazione in una dimensione, del tutto simile a
quelle che abbiamo ampiamente discusso nel paragrafo 1.2.2. Vi sono due
punti di equilibrio in r = 0 e r = 1. Per µ > 0 l’origine è un repulsore,
coerentemente col fatto che il sistema lineare è un fuoco instabile, mentre
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(a) µ = 0.2 (b) µ = −0.2

Figura 3.11. L’andamento delle orbite nel piano di fase per il punto

di fuoco non lineare del sistema (3.41). (a) fuoco instabile; (b) fuoco

stabile. In ambedue i casi su è formata un’orbita periodica stazionaria,

o ciclo limite, stabile nel caso (a) ed instabile nel caso (b).

r = 1 è un attrattore. Per µ < 0 si verifica il caso opposto: r = 0 è un
attrattore e r = 1 è un repulsore.

L’equilibrio r = 1 diventa interessante quando si consideri che l’orbita
nel piano x, y diventa una circonferenza. Il movimento in questo caso non
può che essere periodico. Del resto ciò risulta evidente se si considera che la
soluzione in quel caso è evidentemente r(t) = 1 , ϑ(t) = t, e si ricorda che
ϑ è un angolo. Abbiamo dunque una soluzione periodica stazionaria, detta
anche un ciclo limite. Si tratta di un tipo di soluzione che riveste un notevole
interesse dal punto di vista applicativo: ne discuteremo in modo più ampio
più avanti, nel capitolo 5.

Il tracciamento del diagramma di flusso è ora immediato. Il risultato è
rappresentato in figura 3.11. Nel riquadro (a) si vede con evidenza il ciclo
limite stabile, che diventa un attrattore per tutte le soluzioni con la sola
eccezione dell’origine. Nel riquadro (b) il ciclo limite è diventato un repul-
sore, e separa la regione interna, ove tutte le orbite cadono asintoticamente
sull’origine, da quella esterna, ove tutte le orbite fuggono spiraleggiando
verso l’infinito. Si vede qui come la non linearità abbia indotto modifiche
sostanziali rispetto al sistema lineare. Per confronto, si riveda la figura 3.2.

3.3.4 Due esempi di centro non lineare

Come primo esempio consideriamo il sistema di equazioni

(3.43) ẋ = −y + µx(x2 + y2) , ẏ = x+ µy(x2 + y2) ,

dove µ è un parametro reale che assumeremo non nullo. Il lettore osserverà
subito che si tratta di una variante del sistema (3.41), ove è stato soppresso il
termine lineare con fattore µ. Il sistema linearizzato nell’origine è diventato
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(a) µ = 0.2 (b) µ = −0.2

Figura 3.12. L’andamento delle orbite nel piano di fase per il punto

di centro non lineare del sistema (3.43). (a) il centro è diventato

un repulsore; (b) il centro è diventato un attrattore. Si osservi che

l’avvicinamento all’origine, per t → −∞ nel caso (a) e per t → −∞

nel caso (b) è estremamente lento, al punto da non essere praticamente

tracciabile senza disegnare semplicemente una grossa macchia nera.

un centro.
Per tracciare il diagramma di fase, riportato in figura 3.12, conviene

senz’altro riscrivere il sistema in coordinate polari. Con un calcolo analogo
a quello già svolto nel paragrafo precedente otteniamo le equazioni

(3.44) ṙ = µr3 , ϑ̇ = 1 .

L’angolo ϑ evolve uniformemente nel tempo con frequenza angolare 1, come
per il sistema linearizzato. La novità è che il raggio r non resta più costante:
per µ > 0 l’orbita è asintotica all’equilibrio nell’origine per t→ −∞, ma se ne
allontana spiraleggiando prima con una lentezza estrema, perché la velocità
radiale è molto piccola essendo dell’ordine di r3, e poi in modo sempre più
deciso finché la fuga in direzione radiale prevale nettamente sulla rotazione.
Ciò è conseguenza della crescita rapidissima della velocità radiale al crescere
di r. In effetti l’equazione ṙ = µr3 è uno degli esempi tipici che danno origine
a soluzioni non prolungabili per tutti i tempi, perché sfuggono all’infinito in
tempo finito. Il caso µ < 0 è del tutto analogo, salvo l’inversione temporale.

Ne concludiamo che l’aggiunta del termine non lineare ha modificato in
modo sostanziale la natura del punto di equilibrio: non è più stabile per tutti
i tempi, ma è diventato un repulsore per µ > 0 ed un attrattore per µ < 0.

Naturalmente non è difficile modificare la non linearità in modo che
compaia anche un ciclo limite aggiungendo un termine opportuno. Lasciamo
questo compito al lettore per esercizio.

È spontaneo chiedersi se esistano dei casi in cui la nonlinearità mantiene
la caratteristica di centro dell’equilibrio. Un esempio in cui ciò accade è dato
dal sistema

(3.45) ẋ = −y
[

1 + µx(x2 + y2)
]

, ẏ = x
[

1 + µy(x2 + y2)
]

,
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Passando alle coordinate polari nel modo che ormai conosciamo si ottiene il
sistema

(3.46) ṙ = 0 , ϑ̇ = 1 − µr2 .

Il tracciamento del diagramma di fase è banale: si tratta semplicemente di
cerchi. Il lettore osservi però che la non linearità, pur non avendo cam-
biato la natura di centro dell’equilibrio, ha modificato la frequenza angolare
dell’angolo ϑ, introducendo una dipendenza dall’ampiezza che non esiste
nell’approssimazione lineare.12

3.3.5 I casi degeneri

Il caso di un equilibrio degenere in cui uno degli autovalori dell’equazione
lineare si annulli mostra come la non linearità possa avere effetti ancor più
rilevanti che nel caso del centro. Consideriamo a tal fine il sistema

(3.47) ẋ = −x , ẏ = y2 .

Il lettore osserverà che si tratta di un caso del tutto elementare, essendo le
equazioni addirittura separate, ma tanto basta ai fini della discussione. Il
sistema linearizzato nell’origine

ẋ = −x , ẏ = 0

si discute in modo del tutto elementare. Per riferimento, il diagramma di fase
è rappresentato nel riquadro di sinistra della figura 3.13. L’asse y è formato
da punti di equilibrio, e tutte le orbite sono semirette orizzontali, percorse
con un moto che tende asintoticamente a x = 0 per t→ ∞ .

Nel caso non lineare il diagramma di fase si modifica in modo con-
sistente. Il riquadro di destra della figura 3.13 ne rappresenta una regione
intorno all’origine. Il solo punto di equilibrio è l’origine, mentre l’asse y è
percorso da orbite che vanno sempre in direzione positiva e per y < 0 en-
trano asintoticamente nell’equilibrio, mentre ne escono per y > 0. L’asse x
è rimasto invariante, e viene percorso come nel caso lineare. Tutte le altre
orbite si sono modificate, assumendo l’andamento di una sella nel semipiano
superiore e quello di un nodo stabile nel semipiano inferiore.

Il lettore che avesse la pazienza di studiare le orbite in modo dettagliato
potrebbe scoprire qualche altra particolarità. Ad esempio, eliminando il

12 Nello studio delle oscillazioni non lineari che svolgeremo più avanti vedremo
che la persistenza di oscillazioni periodiche, ma con frequenza dipendente
dall’ampiezza, è tipica dei modelli conservativi per i quali lo spazio delle
fasi abbia dimensione 2. Tali sono, ad esempio, alcuni modelli considerati
in Meccanica, quando non si tenga conto dell’influenza dell’attrito. Nel caso
di dimensione superiore a 2 la dinamica può diventare alquanto complessa.
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(a) µ = 0.2 (b) µ = −0.2

Figura 3.13. L’andamento delle orbite nel piano di fase per il si-

stema (3.47). (a) il sistema linearizzato con un retta di equilibri; (b) il

sistema non lineare con un solo equilibrio che mescola le caratteristiche

di una sella con quelle di un nodo.

tempo tra le (3.47) si ottiene l’equazione a variabili separabili

dy

dx
= −y

2

x
,

che si può risolvere direttamente calcolando gli integrali
∫ y

y0

dη

η2
= −

∫ x

x0

dξ

ξ
,

ove x0, y0 sono i dati iniziali. La soluzione si scrive

1

y
− 1

y0
= ln

x

x0
.

È comodo risolvere l’equazione rispetto a y e ridurre ad una sola le costanti
ponendo y0 = −∞; si ottiene cos̀ı

y(x) =
1

ln(x/x0)
,

che rappresenta tutte le orbite ad eccezione dell’asse y. Lo studio qualitativo
del grafico di questa funzione rivela che per ogni valore x0 si hanno due rami,
rispettivamente nel semipiano inferiore e superiore, con asintoto verticale per
x→ x0. Il ramo superiore per x→ ∞ tende asintoticamente a zero, mentre
il ramo inferiore tende a zero per x→ 0, con tangente verticale. Questi det-
tagli non sono apprezzabili nel grafico della figura 3.13 che, essendo tracciata
al calcolatore per una regione prossima all’origine, non rappresenta ciò che
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accade per valori alti di y, dove il campo vettoriale diventa praticamente ver-
ticale. Si tratta tuttavia di dettagli che non rivestono grande importanza se si
intende solo analizzare come la non linearità possa modificare l’andamento
delle orbite in prossimità di un equilibrio, ed in particolare distruggere la
degenerazione in una retta di equilibri.

Nel caso di due autovalori nulli l’azione della non linearità diventa ancora
più rilevante, ed il diagramma di fase viene modificato in modo consistente.
La ragione è semplice: la mancanza dei termini lineari esalta il contributo
della non linearità al campo vettoriale. In figura 3.14 sono riportati i dia-
grammi di fase per i cinque sistemi di equazioni

(3.48)

(a) : ẋ = y , ẏ = −x2 ,

(b) : ẋ = y , ẏ = x3 ,

(c) : ẋ = y , ẏ = −x3 ,

(d) : ẋ = y − µx3 , ẏ = −x3 ,

(e) : ẋ = y − µx3 , ẏ = −µy3 ,

dove µ è un parametro reale positivo. Tutti questi modelli ammettono come
approssimazione lineare il sistema ẋ = y , ẏ = 0. Ambedue gli autovalori
sono nulli. Il riquadro (f) della figura riporta il diagramma di flusso del
sistema lineare, che ammette un’intera retta di equilibri. In tutti i casi non
lineari sopravvive il solo equilibrio nell’origine, ma le figure mostrano con
evidenza come l’andamento delle orbite possa assumere forme ben diverse,
che nulla hanno a che vedere col sistema linearizzato. Lo studio qualitativo
dei diagrammi di fase può svolgersi facendo uso dei metodi già applicati in
tutto il presente paragrafo. Lo studio dettagliato è lasciato al lettore come
esercizio.13

3.4 Variabili dinamiche ed integrali primi

Prima di affrontare lo stdudio generale della dinamica nell’intorno degli equi-
libri non lineari conviene introdurre il concetto di variabile dinamica, che si
rivela uno strumento alquanto utile ai fini dello studio qualitativo delle or-
bite. In questo contesto assumono particolare importanza gli integrali primi,
perché consentono di individuare rapidamente delle varietà invarianti sulle
quali giacciono le orbite.

Supponiamo di aver assegnato un campo vettoriale f(x) sullo spazio
delle fasi F ⊂ R

n, che anche qui potremo pensare come un aperto. Chiame-

13 In casi di questo genere il ricorso a metodi numerici può fornire un utile
supporto allo studio analitico. In effetti, i diagrammi riportati in figura 3.14,
come del resto buona parte di quelli delle figure precedenti, sono stati tracciati
con metodi numerici.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 3.14. L’andamento delle orbite nel piano di fase per i modelli

descritti dalle equazioni (3.48). Il riquadro (f) riporta il diagramma di

fase del sistema linearizzato.
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remo variabile dinamica una funzione Φ(x) : F → R definita sullo spazio
delle fasi ed a valori reali. Assumeremo che Φ(x) sia almeno di classe C1.

L’aggettivo dinamica si riferisce al fatto che una tale funzione genera
in modo automatico una funzione Φ̃(t) del tempo, ove si tenga conto della
dinamica del sistema stesso.14 Si considera infatti il flusso indotto dal campo
vettoriale f(x), che trasporta un dato punto x, preso come punto iniziale al
tempo t = 0, nel punto φtx al tempo t. Si definisce poi la funzione del tempo
Φ̃(t) = Φ(φtx) assegnandole al tempo t il valore di Φ(x) nel punto φtx,
ovvero

Φ̃(t) = Φ(φtx) .

3.4.1 Derivata di Lie

Se il movimento φtx è funzione differenziabile del tempo, e Φ(x) è funzione
anch’essa differenziabile, allora la funzione composta Φ̃(t) è a sua volta dif-

ferenziabile, ed ha senso calcolarne la derivata temporale dΦ̃
dt . Il fatto inter-

essante è che con questo si definisce un operatore lineare Lf che associa alla
funzione Φ la sua derivata temporale al tempo t = 0 lungo il flusso indotto
dal campo vettoriale f , ossia

(3.49) LfΦ(x) =
d

dt
Φ(φtx)

∣

∣

∣

∣

t=0

.

All’operatore Lf si dà il nome di derivata di Lie. Se sono state introdotte
delle coordinate (x1, . . . , xn) sullo spazio delle fasi allora la derivata di Lie
si scrive

(3.50) Lf =
n

∑

j=1

fj
∂

∂xj
.

In effetti, si tratta semplicemente della derivata di una funzione composta:
se Φ(x1, . . . , xn) dipende dalle coordinate, che a loro volta dipendono dal
tempo in virtù del flusso generato dalle equazioni ẋj = fj(x), allora

dΦ

dt
=

n
∑

j=1

∂Φ

∂xj
ẋj =

n
∑

j=1

fj
∂Φ

∂xj
.

14 Il termine un po’ asettico variabile dinamica trova riscontro nel linguaggio
della Fisica quando si pensa alle cosiddette osservabili, ossia grandezze che si
possono misurare. Esempi di questo tipo sono l’energia cinetica e/o potenziale,
la quantità di moto, il momento della quantità di moto, &c. Tutte queste
grandezze vengono espresse come funzioni dello stato del sistema, ossia della
posizione e velocità di tutti i componenti il sistema stesso.



Equilibri e stabilità 103

3.4.2 Integrali primi

Un integrale primo è una variabile dinamica il cui valore resta costante sulle
orbite generate da un campo vettoriale. Formalmente, diamo la

Definizione 3.1: Una variabile dinamica Φ(x) è un integrale primo se vale
Φ(φtx) = Φ(x) per tutti i punti iniziali x e per tutti i t per cui il flusso φt è
definito.

In altre parole, vogliamo che Φ̃(t) = Φ(φtx) sia una funzione costante. La
definizione, per quanto naturale, non è molto agevole da verificare, in quanto
presuppone la conoscenza del flusso. Questa apparente difficoltà viene supe-
rata dalla

Proposizione 3.2: Una variabile dinamica Φ(x) differenziabile è un inte-
grale primo se e solo se la sua derivata di Lie lungo il campo f(x) è nulla in
ogni punto: LfΦ(x) = 0.

Dimostrazione. Se Φ(x) è differenziabile, allora lo è anche la funzione
Φ̃(t) = Φ(φtx). Inoltre Φ̃(t) è costante se e solo se si annulla la sua derivata
temporale. Ma la derivata temporale in qualunque punto x è proprio la
derivata di Lie LfΦ, che dunque deve necessariamente essere nulla. Q.E.D.

Grazie alla proposizione che abbiamo dimostrato possiamo affermare che
l’equazione LfΦ = 0, ove Φ(x) è da considerarsi incognita, ci permette, ove
risolta, di conoscere eventuali integrali primi di un sistema di equazioni dif-
ferenziali. Ciò non sembra essere di grande utilità, in quanto riconduce il pro-
blema di trovare le soluzioni di un sistema di equazioni alle derivate ordinarie
a quello di risolvere un’equazione alle derivate parziali, tipicamente più dif-
ficile. Tuttavia questo modo di procedere si rivela alquanto utile nella teoria
delle perturbazioni, quando si conoscano degli integrali primi approssimati
e si cerchino degli integrali primi esatti con un metodo di approssimazioni
successive. Non entriamo qui in questa discussione.

Risulta invece di utilità più immediata l’osservazione che la propo-
sizione 3.2 mette a disposizione un criterio di facile applicazione per veri-
ficare se una determinata funzione, costruita con qualche criterio più o meno
spontaneo, sia o no un integrale primo: basta infatti eseguire delle derivate
e delle operazioni algebriche.

3.4.3 Varietà invarianti

Illustriamo qui l’utilità degli integrali primi ai fini dello studio della dinamica.
Supponendo noto un integrale primo Φ(x) definiamo l’insieme

Σx0
= {x ∈ F : Φ(x) = Φ(x0)} ,

dove x0 è un punto arbitrario, ma fissato.
La definizione stessa implica che l’orbita passante per x0, che esiste in

virtù del teorema di esistenza, deve essere contenuta in Σx0
: diremo che

l’insieme Σ0 è invariante sotto il flusso.
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Se x0 è un punto non singolare del campo vettoriale, ossia un punto in
cui non si annulli il determinante Jacobiano,

det







∂f1
∂x1

. . . ∂f1∂xn

...
. . .

...
∂fn

∂x1

. . . ∂fn

∂xn






6= 0 ,

il teorema delle funzioni implicite assicura che, almeno localmente, Σx0
è

una superficie di dimensione n− 1. In tal caso dunque l’orbita deve giacere
su tale superficie.

L’argomento che abbiamo illustrato diventa particolarmente utile qua-
lora si conoscano più integrali primi indipendenti. Si intende con questo che
siano note m < n variabili dinamiche Φ1(x), . . . ,Φm(x) che oltre ad essere
integrali primi soddisfino la condizione che il loro Jacobiano abbia rango
massimo, ossia

rango







∂Φ1

∂x1

. . . ∂Φ1

∂xn

...
. . .

...
∂Φm

∂x1

. . . ∂Φm

∂xn






= m .

In tal caso ciascuna di queste funzioni determina nell’intorno di un punto x0

una superficie invariante di dimensione n−1, e l’orbita giace sull’intersezione
di queste superfici, che in virtù dell’indipendenza delle funzioni è a sua volta
una superficie di dimensione n−m . Il caso più fortunato è quello in cui si
conoscano m = n−1 integrali primi indipendenti, perché allora l’orbita giace
su una superficie di dimensione 1, il che la determina completamente.15

3.5 La dinamica nell’intorno di equilibri non lineari

I numerosi esempi illustrati nel paragrafo precedente rendono plausibile
l’idea che il comportamento del sistema non linearizzato si trasporti an-
che al sistema non lineare nei casi dei punti di nodo, sella o fuoco. Non cos̀ı
avviene per i punti di centro e per i casi degeneri: gli esempi che abbiamo
discusso bastano a mostrarlo.

In questo paragrafo svolgiamo uno studio generale della dinamica
nell’intorno dei punti di nodo, sella e fuoco non lineari. Mostreremo che
in tutti questi casi, ad eccezione del nodo a stella, il diagramma di fase è
sostanzialmente una deformazione di quello lineare.

Per quanto riguarda i punti di sella discuteremo un risultato notevole: la
persistenza delle separatrici dell’equilibrio, che, come si è visto nell’esempio

15 L’argomento che abbiamo illustrato dà ragione del termine integrali primi.
In effetti, se si pensa alla soluzione di un sistema di equazioni differenziali
come ad un processo di integrazioni successive, la conoscenza di una funzione
che resti invariante sotto il flusso corrisponde ad aver già eseguito una delle
integrazioni necessarie.
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del paragrafo 3.3.1, vengono deformate ma non distrutte dalla non linearità.
Per quest’ultimo risultato diamo la versione locale, che è la parte realmente
impegnativa della dimostrazione.

3.5.1 Il teorema della curva stabile locale

Iniziamo la discussione studiando la dinamica nell’intorno di un punto di sella
non lineare. Questo paragrafo sarà dedicato alla dimostrazione del teorema
della curva stabile locale.16

Supponiamo di aver già ricondotto a forma normale il sistema lineariz-
zato nell’intorno dell’equilibrio, e consideriamo le equazioni

(3.51) ẋ = −λx+ f(x, y) , ẏ = µy + g(x, y) ,

dove λ e µ sono parametri reali che assumeremo positivi, e le funzioni
f(x, y), g(x, y) rappresentano termini di ordine superiore, nel senso che sod-
disfano le proprietà

(i) f(0, 0) = 0 e g(0, 0) = 0 ;
(ii) f(x, y) e g(x, y) sono di classe C1, e le loro derivate si annullano

nell’origine, ossia

(3.52)
∂f

∂x
(0, 0) =

∂f

∂y
(0, 0) =

∂g

∂x
(0, 0) =

∂g

∂y
(0, 0) = 0 ;

(iii) vale

(3.53)
f(x, y)

r
−→
r→0

0 ,
g(x, y)

r
−→
r→0

0 ,

con r =
√

x2 + y2 .
Queste proprietà sono abbastanza naturali se si pensa al processo di linea-
rizzazione delle equazioni nell’intorno degli equilibri, che richiede la differen-
ziabilità e separa la parte lineare delle funzioni.

Proposizione 3.3: Consideriamo il sistema (3.51) con f(x, y), g(x, y)
soddisfacenti le proprietà (i)–(iii) . Allora esiste ̺ > 0 tale che in un disco
B̺ con centro nell’origine valgono le seguenti affermazioni:

(i) esiste un’unica curva differenziabile y = u(x), invariante per il flusso,
soddisfacente u(0) = 0 e tangente all’asse x nell’origine; la curva è
composta dal punto di equilibrio nell’origine e da due orbite che en-
trano asintoticamente nell’origine per t → +∞ rispettivamente da
sinistra e da destra.

(i) esiste un’unica curva differenziabile x = v(y), invariante per il flusso,
soddisfacente v(0) = 0 e tangente all’asse y nell’origine; la curva è
composta dal punto di equilibrio nell’origine e da due orbite che escono

16 Si tratta della versione adattata al caso in discussione di un risultato più
generale, noto come teorema della varietà stabile locale, che si applica al caso
di flussi continui o di mappe in più dimensioni.
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Figura 3.15. Le regioni triangolari del piano intorno alla direzione

entrante del sistema lineare, e la direzione del campo vettoriale

all’interno e sul bordo dei triangoli.

asintoticamente dall’origine per t → −∞ rispettivamente da sopra e
da sotto.

Le curve y = u(x) e x = v(y) vengono dette rispettivamente curva o varietà
stabile e curva o varietà instabile. Di fatto basta mostrare l’esistenza della
curva stabile, perché invertendo la direzione del tempo si scambiano i ruoli
delle due curve, e questo è quanto faremo.

Premettiamo alla dimostrazione lo studio della direzione del campo vet-
toriale intorno all’asse x ed in prossimità dell’origine. A tal fine, scegliamo
due numeri positivi α ed ε, e consideriamo le due rette y = ±αx e le due rette
verticali x = ±ε . Costruiamo l’intersezione tra la striscia verticale |x| ≤ ε
con i due settori del piano definiti da |y| ≤ ε|x|; otteniamo cos̀ı i due triangoli
ABO e CDO riportati nella figura 3.15. Dimostriamo il seguente

Lemma 3.4: Per ogni α > 0 esiste ε tale che il campo vettoriale sui lati
obliqui dei triangoli ABO e CDO di figura 3.15 è diretto verso l’esterno.
La componente orizzontale del campo vettoriale sulla base ed all’interno dei
triangoli ha segno opposto ad x, e vale

(3.54)
−3λ

2
x < ẋ< −λ

2
x nel triangolo ABO ,

−λ
2
x < ẋ< −3λ

2
x nel triangolo CDO .

L’enunciato del teorema è illustrato dalle frecce tracciate sulla figura 3.15.
Osserviamo che il campo vettoriale si annulla solo nell’origine.

Dimostrazione. Consideriamo anzitutto la funzione W (x) = y − αx, e
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calcoliamone la derivata di Lie sulla retta W (x, y) = 0. Abbiamo

LW (x, y) =
[

αλx+ µy − αf(x, y) + g(x, y)
]

∣

∣

∣

y=αx

= α(λ+ µ)x− αf(x, αx) + g(x, αx)

= α(λ+ µ)x− x
√

1 + α2 · 1

r

[

αf(x, αx)− g(x, αx)
]

,

dove abbiamo usato il fatto che r = x
√

1 + α2 sulla retta y = αx. Osserviamo
che α(λ+ µ) > 0. Per l’ipotesi (3.53), imponendo r < ε abbastanza piccolo,
possiamo fare in modo che valga

√
1 + α2

r

∣

∣αf(x, αx)− g(x, αx)
∣

∣ <
α(λ+ µ)

2
,

sicché sui segmenti CO ed OB abbiamo che LW (x, y) ha lo stesso segno
di x, e si annulla solo nell’origine. Dunque il flusso fa crescere la funzione
W (x, y) sul segmento OB e la fa decrescere sul segmento CO, il che accade
solo se il flusso è diretto verso l’esterno dei triangoli. Prendendo la funzione
W (x, y) = y+αx si mostra, con un ragionamento analogo, che sul segmento
DO la funzione cresce e sul segmento OA decresce, restando costante solo
nell’origine. Anche qui ciò è possibile solo se il flusso è diretto verso l’esterno
dei triangoli.

Mostriamo ora che sul segmento AB ed all’interno del triangolo ABO,
ove x > 0, abbiamo ẋ < 0 . Riscriviamo la prima delle equazioni (3.51) come

ẋ = −λx+ r · f(x, y)

r
, r =

√

x2 + y2 .

D’altra parte, essendo |y| ≤ αx abbiamo

r ≤ |x|
√

1 + α2 ,

e da qui segue che

r ·
∣

∣f(x, y)
∣

∣

r
≤ |x|

√

1 + α2

∣

∣f(x, y)
∣

∣

r
.

Avendo fissato α > 0, possiamo sempre scegliere ε abbastanza piccolo perché
valga

√

1 + α2

∣

∣f(x, y)
∣

∣

r
<
λ

2
,

sicché sul segmento AB ed all’interno del triangolo ABO vale la prima delle
diseguaglianze (3.54). Con un ragionamento analogo, cambiando opportuna-
mente i segni, si mostra che vale anche la seconda diseguaglianza. Q.E.D.

Dimostrazione della proposizione 3.3. Per dimostrare l’esistenza della
curva stabile consideriamo il triangolo ABO della figura 3.16 e procediamo
in quattro passi: (a) dimostriamo che esiste un’orbita asintotica all’origine
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Figura 3.16. Ad illustrazione dell’esistenza di (almeno) un’orbita

che tende asintoticamente all’origine nel futuro.

da destra; (b) dimostriamo che l’orbita percorre una curva y = u(x) definita
per 0 < x ≤ ε, dove u(x) è una funzione differenziabile ed univoca; (c) dimo-
striamo che la curva y = u(x) è tangente all’asse x in x = 0; (d) dimostriamo
infine che la curva y = u(x) è unica, nel senso che esiste una sola orbita asin-
totica all’origine da destra.

Supponendo per un momento di aver dimostrato tutte le affermazioni
precedenti, si possono applicare gli stessi argomenti, con le dovute modi-
fiche, al triangolo di sinistra CDO. Se ne conclude che esiste un’unica orbita
asintotica all’origine da sinistra, giacente su una curva y = u(x) differen-
ziabile definita per −ε ≤ x < 0, tangente nell’origine all’asse x. Possiamo
dunque definire la curva y = u(x) su tutto l’intervallo −ε ≤ x ≤ ε facendo
l’unione delle due curve cos̀ı costruite e ponendo u(0) = 0. La differenzia-
bilità in x = 0 è garantita dal fatto che ambedue le curve hanno l’asse x
come tangente comune, che è quanto affermato. Basta dunque dimostrare le
affermazioni (a)–(d) fatte sopra.

(a) Consideriamo il flusso φ−t all’indietro nel tempo generato dal campo
vettoriale delle equazioni (3.51); ciò corrisponde a rovesciare tutte le frecce
della figura 3.15. Osserviamo subito che le orbite passanti per qualunque
punto interno al triangolo ABO (dunque escludendo l’origine O) devono
necessariamente intersecare il segmento aperto AB. Infatti, poiché il flusso
φ−t sui lati OA ed OB è diretto verso l’interno, le orbite non possono uscire
dal triangolo attraverso i lati obliqui, ma solo attraverso al base AB, e nes-
suna di esse può passare per gli estremi A, B perchè la direzione del campo
vettoriale implica che le orbite passanti per A, B non possano entrare nel
triangolo. D’altra parte, in virtù del lemma 3.4 la coordinata x di ciascuna di
queste orbite deve essere strettamente crescente quando l’orbita viene per-
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corsa all’indietro, almeno fin che l’orbita non esce dal triangolo, e quindi
l’orbita deve raggiungere il segmento AB in un tempo finito.

Consideriamo ora il segmento verticale A′B′, corrispondente a x = ε′ < ε,
disposto come in figura 3.16. Per ogni punto C del segmento chiuso A′B′

l’intersezione con il segmento AB dovuta al flusso a tempo invertito; tale
intersezione, come abbiamo visto, deve esistere. Ad esempio, nel caso della
figura l’orbita passante per C e percorsa all’indietro interseca il segmento
AB nel punto P ′. Con un termine introdotto da Poincaré diciamo che P ′ è
l’antecedente del punto C sul segmento AB. In tal modo abbiamo definito
una mappa dal segmento A′B′ al segmento AB. Mostriamo che l’immagine
del segmento A′B′ tramite questa mappa è un segmento chiuso Q′P ′ stret-
tamente contenuto in nel segmento AB, e che tale mappa è continua ed
invertibile. Poiché il flusso sui lati OA ed OB è diretto verso l’interno del
triangolo, devono esistere gli antecedenti Q′ 6= A e P ′ 6= B di A′ e B′; ciò
è conseguenza del fatto che nel flusso all’indietro le orbite passanti per A′

e B′ devono entrare all’interno del triangolo. Per il teorema di esistenza ed
unicità, gli antecedenti di ogni punto interno al segmento A′B′ devono ap-
partenere al segmento Q′P ′, e la mappa deve essere univoca perché orbite
uscenti da punti distinti non possono intersecarsi; infine la mappa deve essere
suriettiva per la continuità del flusso rispetto ai dati iniziali. Ne concludiamo
che l’antecedente del segmento A′B′ è un segmento chiuso Q′P ′ strettamente
interno al segmento AB.

Consideriamo ora una successione strettamente decrescente ε0, ε1, . . . con
ε0 = ε e εk → 0 per k → +∞; ad esempio, possiamo prendere εk = ε/2k.
Consideriamo poi la successione di segmenti segmenti AkBk che formano
l’intersezione della retta x = εk con il triangolo ABO. Per quanto ab-
biamo detto, l’antecedente di ogni segmento AkBk sul segmento AB è un
segmento chiuso QkPk strettamente interno ad AB. Con qualche conside-
razione aggiuntiva che lasciamo al lettore si vede anche che il segmento
QkPk è strettamente contenuto in Qk−1Pk−1 , ossia che i segmenti QkPk
formano una successione di segmenti chiusi annidati. Consideriamo l’insieme
Q∞P∞ =

⋂

k>0QkPk; tale insieme non è vuoto, e dunque contiene almeno
un punto R che giace sul segmento AB. Mostriamo che l’orbita uscente da
R è asintotica all’origine per t→ +∞. Infatti, per come è stata costruita la
successione QkPk, l’orbita uscente da R nella sua evoluzione nel futuro inter-
seca tutti i segmenti AkBk, generando una successione di punti R1, R2, . . .
che vengono effettivamente raggiunti a tempi t1, t2, . . . strettamente cres-
centi, con tk → +∞; ciò è conseguenza del lemma 3.4, che assicura che
la coordinata x(t) deve essere strettamente decrescente nel tempo, poten-
dosi annullare la sua derivata solo nell’origine. Poiché, per costruzione, vale
Ak → O e Bk → O per k → ∞ si ha anche Rk → O, e quindi l’orbita per R
cade asintoticamente sull’origine.

(b) Mostriamo ora che l’orbita uscente da R è rappresentata da una curva
differenziabile y = u(x) definita sull’intervallo 0 ≤ x ≤ ε. Siano (x0, y0)
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le coordinate del punto R, e siano
(

x(t), y(t)
)

le coordinate del punto φtR
per t > 0. In virtù del lemma 3.4 x(t) è funzione monotòna strettamente
decrescente per t > 0, ed inoltre è funzione di classe C1 (perché tale e
il campo vettoriale). Dunque x(t) è anche invertibile con inversa di classe
C1; denotiamo con t = w(x) tale inversa. Consideriamo allora la funzione
u(x) = y(t)

∣

∣

t=w(x)
. Tale funzione è di classe C1, essendo composizione delle

funzioni y(t) che essendo soluzione delle equazioni (3.51) è di classe C1, e
di w(x), ed è funzione univoca di x perché y(t) e t = w(x) sono funzioni
univoche. Poiché φtR → O per t → +∞, segue che x(t) → 0 con valori
positivi, e che y(t) → 0; dunque abbiamo u(x) → 0+ per x→ 0+.
(c) Mostriamo ora che la derivata y′ = u′(x) soddisfa y′(x) → 0 per x→ 0+.
Ciò equivale a mostrare che

(3.55) lim
t→+∞

y(t)

x(t)
= 0 .

Ricordiamo che l’argomento sviluppato al punto (a) si applica a qualunque
α > 0, a patto di scegliere ε abbastanza piccolo. È immediato osservare
che al decrescere di α si conclude che l’orbita, per t abbastanza grande, deve
entrare in un triangolo i cui lati obliqui hanno una pendenza arbitrariamente
piccola. In altre parole, il punto

(

x(t), y(t)
)

deve appartenere al triangolo
formato dall’intersezione del settore |y| ≤ α|x| con la striscia 0 ≤ x ≤ 0 con
α > 0 arbitrario. Quindi per t abbastanza grande vale |y(t)| ≤ αx(t) con α
arbitrariamente piccolo. Da qui segue la (3.55), come asserito.
(d) Veniamo infine all’unicità dell’orbita, e quindi della curva y = u(x). A
tal fine, eseguiamo un cambiamento di coordinate introducendo z = y−u(x)
al posto di y, ovvero l’ascissa misurata relativamente alla curva y = u(x). Il
sistema di equazioni (3.51) si trasforma in

(3.56) ẋ = −λx+ f
(

x, z + u(x)
)

, ż = G(x, z)

con

G(x, z) = µz + µu(x) + g
(

x, u(x) + z
)

+ λxu′(x) − u′(x)f
(

x, z + u(x)
)

.

Ciò si ricava calcolando ż = ẏ − d
dt
u(x) = ẏ − u′(x)ẋ, e sostituendovi la

prima equazione. Per le ipotesi ammesse sulle funzioni f(x, y) e g(x, y) e per
le proprietà della funzione u(x) abbiamo che G(x, z) è funzione di classe C1.
Inoltre vale G(x, 0) = 0 su tutto l’intervallo 0 < x < ε, e anche ∂G

∂z (0, 0) = µ.
Infatti, nelle coordinate x, z la curva y = u(x) si trasforma in z = 0, che è
invariante per il flusso, e da qui segue G(x, 0) = 0 perché sull’asse z = 0 deve
valere ż = 0. L’affermazione sulla derivata invece si verifica con un calcolo
diretto.
Mostriamo ora che vale G(x, z) = zH(x, z) dove H(x, z) è funzione continua
in un intorno di z = 0 e soddisfa H(0, 0) = µ. A tal fine definiamo

H(x, z) =
G(x, z)

z
per z 6= 0 , H(x, 0) =

∂G

∂z
(x, 0) per z = 0 .
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Per z 6= 0 la funzione H(x, z) è continua per costruzione; per dimostrarne
la continuità in z = 0 osserviamo che, grazie al fatto che G(x, 0) = 0 e che
G(x, z) è di classe C1, vale

G(x, z) = G(x, z) −G(x, 0) = z
∂G

∂z
(x, ϑz) , 0 ≤ ϑ ≤ 1 .

Facendo i limiti x→ x0 e z → 0 con x0 arbitrario abbiamo

G(x, z)

z
=
∂G

∂z
(x, ϑz) → ∂G

∂z
(x0, 0) .

Inoltre da ∂G
∂z (0, 0) = µ, abbiamo H(0, 0) = µ, come affermato.

Riscriviamo ora la seconda delle equazioni (3.56) come

ż = zH(x, z) .

Essendo H(0, 0) = µ, per continuità ż non si annullain un intorno
dell’origine, ed ha lo stesso segno di z, sicché z = 0 è l’unica orbita che
entra asintoticamente nell’origine. Ciò dimostra l’unicità della curva invari-
ante y = u(x) per 0 < x < ε .
Questo conclude la dimostrazione della proposizione. Q.E.D.

È spontaneo chiedersi cosa accada alle curve stabili o instabili quando
ci si allontani dall’equilibrio. Senza entrare in dettagli, accenniamo solo al
fatto che la curva instabile locale può prolungarsi semplicemente seguendo
il flusso. La regolarità del flusso assicura la prolungabilità della curva, che
mantiene la proprietà di differenziabilità — essendo soluzione di un sistema
di equazioni differenziali con secondi membri regolari — e non può autointer-
secarsi — altrimenti cadrebbe l’unicità della soluzione passante per un punto
assegnato. Quale sia il destino di questa curva non è possibile dirlo a priori:
potrebbe, ad esempio, finire asintoticamente su un altro punto di nodo o
fuoco stabile, o diventare la curva stabile di un altro punto di sella, o andare
all’infinito, o finire su un ciclo limite: il comportamento effettivo dipende
dal sistema in istudio, e non può decidersi a priori. Considerazioni analoghe
valgono per la curva stabile locale: invertendo la direzione del tempo essa
diventa curva instabile, e si applicano tutte le osservazioni già fatte.

3.5.2 La dinamica nell’intorno di un punto di nodo

Cerchiamo ora di rappresentare il diagramma di fase nell’intorno di un punto
di nodo. Ci occuperemo del solo caso del nodo stabile, perché per il nodo
instabile basta invertire la direzione del tempo.

Un metodo di per sé interessante consiste nel far uso delle coordinate
polari. Consideriamo le equazioni, simili alle (3.51),

(3.57) ẋ = −λx+ f(x, y) , ẏ = −µy + g(x, y) ,

dove assumiamo 0 < µ < λ, e che le funzioni f(x, y) soddisfano le stesse
proprietà che abbiamo messo in evidenza per la (3.51) e che richiamiamo:
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(i) f(0, 0) = 0 e g(0, 0) = 0 ;
(ii) f(x, y) e g(x, y) sono di classe C1, e le loro derivate si annullano

nell’origine, ossia

(3.58)
∂f

∂x
(0, 0) =

∂f

∂y
(0, 0) =

∂g

∂x
(0, 0) =

∂g

∂y
(0, 0) = 0 ;

(iii) vale

(3.59)
f(x, y)

r
−→
r→0

0 ,
g(x, y)

r
−→
r→0

0 ,

con r =
√

x2 + y2 .
Passiamo a coordinate polari seguendo il procedimento già esposto nel

paragrafo 3.3.3. Ricordiamo a tal fine che le equazioni assumono la forma

ṙ = ẋ cosϑ+ ẏ sinϑ , ϑ̇ =
1

r

(

ẏ cosϑ− ẋ sinϑ
)

,

dove dobbiamo sostituire le equazioni (3.57) e la trasformazione a coordinate
polari. Otteniamo cos̀ı il sistema

(3.60) ṙ = r(−λ cos2 ϑ−µ sin2 ϑ)+rϕ(r, ϑ) , ϑ̇ =
1

2
(λ−µ) sin 2ϑ+ψ(r, ϑ) ,

dove λ− µ > 0 in virtù delle ipotesi fatte sopra, e

(3.61)
ϕ(r, ϑ) =

1

r

(

f(r cosϑ, r sinϑ) cosϑ+ g(r cosϑ, r sinϑ) sinϑ
)

ψ(r, ϑ) =
1

r

(

g(r cosϑ, r sinϑ) cosϑ− f(r cosϑ, r sinϑ) sinϑ
)

;

qui f(r cosϑ, r sinϑ) e g(r cosϑ, r sinϑ) sono le funzioni che compaiono
nella (3.57), riscritte come funzioni delle coordinate polari r, ϑ . Tenuto conto
delle proprietà delle funzioni f(x, y) e g(x, y), possiamo verificare rapida-
mente che:

(i) ϕ(r, ϑ) → 0 e ψ(0, ϑ) → 0 per r → 0, uniformemente rispetto a ϑ;
(ii) ϕ(r, ϑ) e ψ(r, ϑ) sono funzioni continue;
(iii) ∂ϕ

∂ϑ (r, ϑ) e ∂ψ
∂ϑ (r, ϑ) sono funzioni continue che si annullano per r = 0.

Il sistema(3.60) non è completamente equivalente al (3.57), perché per r = 0
la trasformazione a coordinate polari presenta una singolarità che la rende
non biunivoca in ϑ: qualunque sia ϑ, il punto (0, ϑ) viene mappato sull’origine
del piano x, y . Tuttavia lo studio delle orbite nel piano r, ϑ è comunque utile
al fine di comprendere il comportamento qualitativo del flusso nel piano
x, y . Procediamo dunque a questo studio, tenendo ben presente che ϑ è un
angolo, e quindi tutti i valori di ϑ che differiscono di 2π sono da considerarsi
equivalenti, ma trascurando momentaneamente la singolarità in r = 0 .

La prima osservazione è che l’asse ϑ, corrispondente a r = 0, è invariante
per il flusso: ciò si vede immediatamente osservando che per r = 0 il secondo
membro dell’equazione per ṙ si annulla, sicché r(t) = 0 è una soluzione della
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O
ϑ

Figura 3.17. La dinamica del sistema (3.60) sull’asse r = 0.

prima equazione. La dinamica sull’asse r = 0 viene dunque descritta dalla
seconda equazione ristretta a quell’asse, ossia

ϑ̇ =
1

2
(λ+ µ) sin 2ϑ .

Questa è un’equazione in una sola variabile che si studia facilmente. I punti
ϑ = kπ per k intero qualsiasi sono punti di equilibrio repulsivi, ed i punti
ϑ = k+1

2 π sono punti di equilibrio attrattivi. Se però ricordiamo che ϑ è un
angolo possiamo ricondurci a considerare i soli punti di equilibrio repulsivi
ϑ = 0, π ed i punti attrattivi ϑ = π

2 ,
3π
2 ; questo è illustrato in figura 3.17,

ove si ignora il fatto che r = 0 è in realtà un punto. Se poi consideriamo
la dinamica nel piano ϑ, r e scriviamo l’approssimazione lineare nell’intorno
degli equilibri troviamo che i punti r = 0 , ϑ = 0, π sono selle, mentre
r = 0 , ϑ = π

2 ,
3π
2 sono dei nodi stabili.

Passiamo ora a studiare il sistema completo, e determiniamo la direzione
del flusso al variare di ϑ, r. La descrizione che ci accingiamo ad esporre è rap-
presentata simbolicamente in figura 3.18. Dalla prima delle (3.60) vediamo
che se consideriamo la dinamica in una striscia 0 < r ≤ ̺, scegliendo ̺ suf-
ficientemente piccolo, allora la componente verticale del campo vettoriale è
negativa. Infatti abbiamo che

λ cos2 ϑ+ µ sin2 ϑ ≥ µ

(ricordiamo che abbiamo ammesso 0 < µ < λ), e poiché ϕ(r, ϑ) → 0 per
r → 0 possiamo sempre scegliere ̺ abbastanza piccolo perché per 0 ≤ r ≤ ̺
valga

∣

∣ϕ(r, ϑ)
∣

∣ <
µ

2
,

sicché abbiamo ṙ < −µ/2. Considerando poi la seconda equazione, dal mo-
mento che ψ(r, ϑ) → 0 per r → 0 possiamo sempre rideterminare ̺, in modo
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π
2

3π
2

π 2π

ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε
ρ

r

ϑ
0

Figura 3.18. Le direzioni del campo vettoriale delle equazioni (3.60)

in una striscia di altezza ̺.

che valga anche la diseguaglianza

∣

∣ψ(r, ϑ)
∣

∣ <
λ− µ

4
sin 2ε ,

dove ε > 0 è fissato. Ne segue che (considerando il solo intervallo 0 ≤ ϑ < 2π)

ϑ̇ > 0 per ε ≤ ϑ ≤π
2
− ε e π + ε ≤ ϑ ≤3π

2
− ε ,

ϑ̇ < 0 per
π

2
+ ε ≤ ϑ ≤π − ε e

3π

2
ε ≤ ϑ ≤2π − ε .

Nulla invece possiamo dire per la componente orizzontale del campo nelle
strisce di larghezza ε intorno agli equilibri: sappiamo solo che la componente
verticale del campo è certamente negativa, il che è rappresentato in figura
con delle frecce tratteggiate.

Per inciso, nel caso del nodo a stella, in cui λ = µ, nulla possiamo
affermare a priori sulla componente orizzontale del campo, perchè la seconda
delle equazioni (3.60) si riduce a ϑ̇ = ψ(r, ϑ), e tutto è affidato alla parte
non lineare del campo vettoriale, sicché il diagramma del sistema non lineare
può modificarsi consistentemente rispetto a quello del caso lineare.

Tornando al caso che stiamo discutendo, possiamo dire che tutte le orbite
che escono dalle strisce |ϑ| < ε e |ϑ−π| < ε (intorno ai punti di sella) devono
inevitabilmente entrare in una delle strisce

∣

∣ϑ− π
2

∣

∣ < ε o
∣

∣ϑ− 3π
2

∣

∣ < ε.
Infatti non possono uscire dal bordo superiore, perché ṙ è negativo; non
possono attraversare l’asse r = 0 perché è invariante per il flusso; non possono
fermarsi o ritornare nella striscia di partenza perché ϑ̇ ha segno costante e
non si annulla. Una volta entrate in una delle strisce intorno ai punti di nodo,
∣

∣ϑ− π
2

∣

∣ < ε o
∣

∣ϑ− 3π
2

∣

∣ < ε, non ne possono uscire, perché il campo vettoriale
ai bordi è diretto verso l’interno. Devono dunque entrare asintoticamente,
per t → +∞, nel punto di equilibrio (π/2, 0) o (3π/2, 0) che si trova entro
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3π/2

π/2

0π

Figura 3.19. Un tipico diagramma di fase nell’intorno di un punto

di nodo non lineare.

la striscia. In effetti, essendo la derivata ṙ strettamente negativa deve essere
necessariamente r(t) → 0 per t → +∞. D’altra parte sull’asse r = 0 i soli
punti di equilibrio entro le strisce sono, rispettivamente, ϑ = π/2 e ϑ = 3π/2,
ed il teorema di esistenza ed unicità assicura che ϑ(t) non può tendere a valori
diversi da quello di equilibrio.

Per stabilire cosa accada all’interno delle strisce |ϑ| < ε e |ϑ − π| < ε
possiamo rifarci a quello che conosciamo riguardo ai punti di sella. Seguendo
la falsariga della discussione che abbiamo svolto nel paragrafo 3.5.1 possiamo
stabilire che esiste un’orbita che non esce dalla striscia di larghezza ε, ma
tende asintoticamente all’equilibrio. Con un’analisi più accurata, simile a
quella già svolta, possiamo poi concludere che tale orbita è unica. Non ci
addentriamo in questa discussione, che lasciamo al lettore.

Completata cos̀ı la discussione della dinamica nel piano ϑ, r possiamo
tornare a considerare il diagramma di fase nel piano x, y. Le strisce di
larghezza ε intorno agli equilibri nel piano ϑ, r corrispondono a dei settori
intorno alle direzioni degli assi, rappresentati in figura 3.19 con dei settori
bianchi. I settori intorno all’asse orizzontale contengono la sola orbita asin-
totica all’equilibrio in direzione orizzontale (caratterizzata nel nostro caso
dall’autovalore della parte lineare minore in valore assoluto); tutte le altre
orbite che entrano in questi settori dovranno prima o poi uscirne per entrare
in uno dei settori rappresentati in grigio. Questi ultimi corrispondono alle
strisce che le orbite possono percorrere solo per entrare in uno dei settori in-
torno alla direzione verticale (caratterizzata nel nostro caso dall’autovalore
della parte lineare maggiore in valore assoluto). Infine, tutte le orbite che
entrano in uno dei settori verticali cadono asintoticamente sull’equilibrio,
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con ϑ→ π/2 o con ϑ→ 3π/2, e quindi tangenti all’asse verticale.
Lasciamo al lettore la verifica che anche nel caso di nodo degenere il

diagramma di fase del sistema non lineare è una deformazione di quello
lineare. Il sistema da considerare in questo caso è

(3.62) ẋ = −λx+ y + f(x, y) , ẏ = −λx .

3.5.3 La dinamica nell’intorno di un punto di fuoco

Veniamo infine al caso del punto di fuoco. Ci proponiamo di mostrare che
anche in questo caso il diagramma di fase nell’intorno dell’equilibrio è solo
una deformazione di quello del caso lineare: le orbite entrano (o escono)
asintoticamente dall’equilibrio mantenendo una forma di spirale.

Procedendo come nei paragrafi precedenti, consideriamo un sistema con
la parte lineare in forma normale

(3.63) ẋ = −µx+ ωy + f(x, y) , ẏ = −ωx− µy + g(x, y) ,

dove µ è un parametro che assumeremo positivo in modo che la parte lineare
sia un fuoco stabile. Il caso instabile, al solito, si riconduce a quello stabile in-
vertendo la direzione del tempo. Per le funzioni f(x, y) e g(x, y) assumeremo
ancora le proprietà (i)–(iii) che abbiamo enunciato per il sistema (3.57).

Il questo caso il ricorso alle coordinate polari è praticamente obbligato.
Le equazioni assumono la forma

(3.64) ṙ = −µr + rϕ(r, ϑ) , ϑ̇ = ω + ψ(r, ϑ) ,

dove le funzioni ϕ(r, ϑ) e ψ(r, ϑ) hanno ancora la forma e le proprietà
delle (3.61), ed in particolare si annullano con continuità per r = 0.

Consideriamo ora un disco B̺ di raggio ̺ con centro nell’origine. Pren-
dendo ̺ sufficientemente piccolo possiamo certamente avere

∣

∣ϕ(r, ϑ)
∣

∣ <
µ

2
,

∣

∣ψ(r, ϑ)
∣

∣ <
ω

2
.

Dunque nel disco B̺ abbiamo

−3µ

2
r < ṙ < −µ

2
r ,

ω

2
< ϑ̇ <

3ω

2
.

Ne segue che ϑ(t) deve essere funzione monotòna crescente del tempo. A sua
volta, r(t) deve essere funzione monotòna decrescente del tempo, essendo ṙ
negativo, e deve anche soddisfare

r(t) > Ke−3µt/2 ,

con K costante positiva, sicché non può tendere a zero più rapidamente di
un esponenziale. Ne segue che l’orbita non può avere che la forma di una
spirale.

Per inciso, le disuguaglianze che abbiamo ricavato per ṙ mostrano che
nel caso del centro nulla si può dire sul comportamento dell’orbita. In effetti,
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U

c
V

Figura 3.20. La definizione di stabilità per un punto di equilibrio.

per µ = 0 la prima delle (3.64) si riduce a ṙ = rϕ(r, ϑ), sicché il segno di ṙ
dipende dal comportamento del temine non lineare ϕ(r, ϑ) .

3.6 La stabilità degli equilibri

La conoscenza delle soluzioni di equilibrio diventa interessante dal punto
di vista dinamico quando si sappiano trarre conclusioni sulla loro stabilità.
Detto in termini molto rozzi, ci si chiede se le orbite con dato iniziale prossimo
ad un equilibrio vi restino indefinitamente vicine, o se possano sfuggirne via.
Questo comportamento si formalizza mediante la nozione di stabilità alla
Lyapounov.

3.6.1 Diverse definizioni di stabilità

Conviene dir subito che il concetto di stabilità non è definito in modo uni-
voco: già nel caso di un punto di equilibrio si possono dare definizioni diverse,
che tengono conto di situazioni od obiettivi diversi. La prima definizione, in
un certo senso la più spontanea, è illustrata in figura 3.20: si tratta sem-
plicemente di dare una veste formale precisa all’espressione “si rimane vicini
quanto si vuole, a patto di partire abbastanza vicini”.

Definizione 3.5: Un punto di equilibrio x dell’equazione differenziale ẋ =
f(x) si dice stabile se per ogni intorno U di x esiste un secondo intorno V
tale che ogni movimento con dato iniziale in V resta in U per tutti i tempi.

Si parla in questo caso di stabilità perpetua. Alla definizione che abbiamo
appena dato si associa la

Definizione 3.6: Un punto di equilibrio si dice instabile se non è stabile.

Si osservi bene che, per quanto quest’ultima definizione possa apparire ovvia,
essa non comporta che tutte le orbite sfuggano dal punto di equilibrio: basta
che ne sfugga anche una sola.

La definizione di stabilità data sopra risulta immediatamente troppo
restrittiva. In effetti, anche considerando un sistema lineare nel piano — che



118 Capitolo 3

abbiamo discusso in tutti i dettagli — si vede bene che il solo caso che rientra
nella definizione è quello del centro. Come dire, un caso del tutto singolare.

Una definizione meno restrittiva è quella di stabilità nel passato o nel
futuro:

Definizione 3.7: Un punto di equilibrio x si dice stabile nel futuro
(risp. nel passato) se per ogni intorno U di x esiste un secondo intorno
V tale che ogni movimento con dato iniziale in V resta in U per tutti i tempi
positivi (risp. negativi).

Nel caso delle equazioni lineari nel piano questa definizione risulta es-
sere significativa, in quanto esclude in pratica solo i punti di sella, oltre a
qualche caso degenere. Non è però esente da difetti: si ignora completamente
il comportamento asintotico del movimento. A ciò si rimedia introducendo
il concetto di stabilità asintotica :

Definizione 3.8: Un punto di equilibrio x si dice asintoticamente stabile
nel futuro (risp. nel passato) se

(i) è stabile nel futuro (risp. nel passato), e

(ii) esiste un intorno V ∗ tale che per ogni dato iniziale in V ∗ il movimento
tende a x per t→ +∞ (risp. t→ −∞).

Si riconosce in questa definizione il comportamento asintotico dei punti di
nodo e di fuoco. Un punto asintoticamente stabile nel futuro è un attrattore;
un punto asintoticamente stabile nel passato è un repulsore.

3.6.2 Il teorema di Lyapounov

Lyapounov ha fatto un uso elegante delle variabili dinamiche a fine di deter-
minare la stabilità di un equilibrio[18]. A tal proposito, si ha la

Proposizione 3.9: Sia x un punto di equilibrio per un sistema di equazioni
differenziali ẋ = f(x). Condizione sufficiente perché x sia stabile nel futuro
è che esista una variabile dinamica W (x) di classe C1 che in un intorno U0

di x soddisfi alle seguenti condizioni:

(i) ha un minimo stretto in x, ossia W (x) > W (x) ∀x ∈ U0 , x 6= x ;

(ii) la derivata di Lie di W in U0 sia non positiva, ossia
(

LfW
)

(x) ≤
0 ∀x ∈ U0 .

Condizione sufficiente perché x sia asintoticamente stabile nel futuro è che
W soddisfi (i) e la condizione

(iii)
(

LfW
)

(x) < 0 ∀x ∈ U0 , x 6= x .

Invertendo le diseguaglianze nelle condizioni (ii) e (iii) si ottiene un enun-
ciato analogo per la stabilità nel passato. Per la stabilità perpetua occorre
invece una condizione molto forte:

Corollario 3.10: Condizione sufficiente perché il punto di equilibrio x sia
stabile per tutti i tempi è che la variabile dinamica W (x) abbia un minimo
stretto in x, e che nell’intorno U0 valga LfW = 0 .
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Dimostrazione della proposizione 3.9. Cominciamo col dimostrare la
stabilità nel futuro sotto le ipotesi (i) e (ii). Dato un intorno arbitrario U di
x, esiste una sfera aperta B ⊂ U0 ∩ U e centro x; ciò perché l’intersezione
degli aperti U0 ed U è un aperto. La frontiera ∂B di B è una superficie
sferica, chiusa e limitata, e dunque W (x) ha un minimo su di essa, che
denoteremo m = infx∈∂BW (x) ; per le ipotesi fatte vale m > W (x). Sia ora
V = {x ∈ B : W (x) < m} ; questo è un intorno aperto di x . Sia x0 ∈ V
arbitrario, e xt il suo evoluto ad un tempo arbitrario t > 0. Per l’ipotesi
(ii) la funzione W̃ (t) = W (xt) è monotòna non crescente, e dunque non può
essere xt ∈ ∂B. Segue che xt ∈ B ⊂ U ∀t > 0 , e dunque x è stabile nel
futuro.

Veniamo ora alla stabilità asintotica nel futuro, assumendo che valga
anche la condizione (iii). Consideriamo ancora il movimento xt che ha come
punto iniziale x0 ∈ V arbitrario. Osserviamo ancora che W̃ (t) è funzione
monotòna non crescente ed anche inferiormente limitata da W (x), perché
ivi ha un minimo. Dunque esiste il limite λ = limt→+∞ W̃ (t) , ed è anche

(3.65) W̃ (t) > λ ≥W (x) ∀t > T .

Mostriamo che è necessariamente λ = W (x) . Supponiamo che ciò non
sia vero, ossia che valga λ > W (x) . Allora fissato ε > 0 arbitrario
esiste T tale che λ ≤ W̃ (t) ≤ λ + ε ∀t ≥ T . Detto allora Ṽ =
{x ∈ V : λ ≤W (x) ≤ λ+ ε}, per la condizione (iii) esiste α > 0 tale che
(

LfW
)

(x) ≤ −α < 0 ∀x ∈ Ṽ , ossia la derivata di Lie diW (x) è strettamente

negativa in Ṽ . Ciò perché per l’ipotesi (iii) la derivata LfW può annullarsi

solo nel punto x, che per costruzione non appartiene a Ṽ . Ne segue che
W̃ (t) < −α(t−T ) per t > T , e dunque per t > T+ε/α vale anche W̃ (t) < λ .
Questo contraddice la (3.65), e dunque deve essere λ = W (x) . Stabilito
questo, per la continuità di W (x) segue anche limt→+∞ xt = x . Q.E.D.

3.6.3 La stabilità dei sistemi lineari

Applichiamo il teorema di Lyapounov allo studio della stabilità dei sistemi
lineari. Per semplicità, facciamo riferimento al caso piano, e supponiamo di
aver già ricondotto il sistema ad una delle forme normali che abbiamo messo
in evidenza nei vari casi.

(i) I punti di nodo. Abbiamo visto che in questo caso il sistema lineare assume
la forma standard (3.18), che riscriviamo come

(3.66) ẋ = λx , ẏ = µy ,

dove assumiamo che λ e µ siano ambedue non nulli ed abbiano lo stesso
segno. Includiamo qui anche i casi degeneri in cui sia λ = µ (nodo degenere
e nodo a stella). La derivata di Lie rispetto al campo vettoriale (λx, µy)
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assume la forma

L = λx
∂

∂x
+ µy

∂

∂y
.

Come funzione di Lyapounov utilizziamo

W (x, y) =
1

2

(

x2

|λ| +
y2

|µ|

)

.

Tale funzione soddisfa l’ipotesi (i) della proposizione 3.9, avendo un minimo
stretto nell’equilibrio x = y = 0. Calcoliamone la derivata lungo il flusso

Ẇ = LW = λx
∂W

∂x
+ µy

∂W

∂y
=

λ

|λ|x
2 +

µ

|µ|y
2 .

Se ora prendiamo un qualunque intorno U vediamo subito che per λ, µ nega-
tivi anche la derivata è negativa in U , con la sola eccezione dell’equilibrio. È
dunque soddisfatta la condizione (iii) della proposizione 3.9, sicché il punto
di equilibrio è asintoticamente stabile nel futuro. Per λ, µ positivi la derivata
è positiva; dobbiamo allora far scorrere il tempo all’indietro, cambiando il
segno alle equazioni. Si ricade cos̀ı nel caso di derivata di Lie negativa, e si
conclude che l’equilibrio è asintoticamente stabile nel passato.

(ii) I punti di sella. In questo caso l’equazione in forma normale assume
ancora la forma (3.66), dove però dobbiamo assumere che λ e µ abbiano segni
opposti; supponiamo, senza perdere generalità, che sia λ > 0 e µ < 0. La
funzione W (x, y) che abbiamo utilizzato nel caso del punto di nodo non ha un
minimo nell’origine, ed è inutilizzabile. Del resto, non è difficile rendersi conto
che cercare una buona funzione di Lyapounov è impresa senza speranza.
Infatti, dato un qualunque intorno U dell’origine, questo contiene certamente
un punto di coordinate (x0, 0), con x0 6= 0, che viene trasportato dal flusso
all’infinito per t → +∞, sicché l’equilibrio è instabile nel futuro. D’altra
parte nello stesso intorno esiste anche un punto di coordinate (0, y0), con
y0 6= 0, che viene trasportato dal flusso all’infinito per t → −∞, sicché
l’equilibrio è instabile nel passato. Ne concludiamo che un punto di sella è
un equilibrio instabile.

(iii) I punti di fuoco e centro. Riscriviamo anche qui la forma normale del
sistema lineare servendoci della matrice normalizzata (3.24):

(3.67) ẋ = µx+ ωy , ẏ = −ωx+ µy .

La derivata di Lie assume la forma

L = (µx+ ωy)
∂

∂x
− (ωx− µy)

∂

∂y
.

Una buona funzione di Lyapounov è

W (x, y) =
1

2
(x2 + y2) ,
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che ha un minimo stretto nell’origine. Calcoliamone la derivata lungo il flusso

Ẇ = LW = µ(x2 + y2) ,

che in qualunque intorno U dell’origine ha il segno di µ, ed in particolare si
annulla, in tutto l’intorno, oltre che nell’equilibrio, per µ = 0.

Nel caso µ < 0 è soddisfatta l’ipotesi (iii) della proposizione 3.9, sicché
l’equilibrio è asintoticamente stabile nel futuro. Per µ > 0 occorre ancora
considerare il flusso all’indietro nel tempo, e si conclude che l’equilibrio è
stabile nel passato. Nel caso µ = 0 invece abbiamo LW = 0 in U ; dunque
è soddisfatta la condizione (ii) della proposizione 3.9, sia per il flusso nel
futuro che nel passato. Ne concludiamo che l’equilibrio è stabile.

Nel caso generale di un sistema lineare in dimensione n > 2 vale la
seguente

Proposizione 3.11: Sia data l’equazione lineare ẋ = Ax in R
n. L’origine

è un punto di equilibrio asintoticamente stabile nel futuro se e solo se tutti gli
autovalori di A hanno parte reale negativa. Se anche uno solo degli autovalori
ha parte reale positiva il punto è instabile nel futuro.

In modo analogo si dà una condizione per la stabilità asintotica nel passato:
tutti gli autovalori devono avere parte reale positiva. Se anche uno solo degli
autovalori ha parte reale negativa il sistema è instabile.

La dimostrazione, almeno nel caso di autovalori distinti, è una estensione
diretta degli argomenti usati per il caso n = 2, ed è lasciata al lettore.

3.6.4 La stabilità dei punti di nodo e fuoco

Supponendo di aver posto in forma normale le equazioni linearizzate, consi-
deriamo il sistema non lineare

(3.68) ẋ = −λx+ f(x, y) , ẏ = −µy + g(x, y) ,

dove λ e µ sono parametri reali che assumeremo positivi, e f(x, y), g(x, y)
funzioni continue che rappresentano termini di ordine superiore, nel senso
che

f(x, y)

r
−→
r→0

0 ,
g(x, y)

r
−→
r→0

0 ,

con r =
√

x2 + y2 . L’origine resta un punto di equilibrio, che in approssi-
mazione lineare è un fuoco stabile. Per il sistema non lineare vale la

Proposizione 3.12: Il sistema (3.68) con λ e µ positivi è asintoticamente
stabile nel futuro.

Il caso del nodo instabile si tratta semplicemente invertendo la direzione
del tempo, sicché vale la stabilità asintotica nel passato.
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Dimostrazione. Facciamo uso del teorema di Lyapounov. A tal fine de-
finiamo la funzione

W (x, y) =
1

2

(

x2

λ
+
y2

µ

)

,

che soddisfa l’ipotesi (i) della proposizione 3.9 Calcoliamone la derivata di
Lie lungo il flusso

LW (x, y) = −(x2 + y2) +
x

λ
f(x, y) +

y

µ
g(x, y) .

Preso ora un disco di raggio r intorno all’origine, in virtù delle ipotesi che
abbiamo posto su f(x, y) e g(x, y) abbiamo

LW (x, y)

r2
= −1 +

x

λr
· f(x, y)

r
+

y

µr
· g(x, y)

r
.−→
r→0

−1 .

Per continuità, la derivata LW (x, y) deve restare negativa in un intorno
dell’origine, e quindi la funzione W (x, y) soddisfa l’ipotesi (iii) della propo-
sizione 3.9. Dunque l’origine è asintoticamente stabile nel futuro. Q.E.D.

Nel caso di un punto di fuoco si usa un argomento analogo. Consideriamo
il sistema

(3.69) ẋ = −µx− ωy + f(x, y) , ẏ = ωx− µy + g(x, y) ,

dove µ > 0 e ω 6= 0 . Assumiamo inoltre per f(x, y) e g(x, y) le stesse ipotesi
ammesse sopra per il caso del nodo. Vale allora la

Proposizione 3.13: Il sistema (3.69) con µ positivo è asintoticamente
stabile nel futuro.

Dimostrazione. Seguendo la falsariga della dimostrazione della propo-
sizione 3.12, consideriamo la funzione W (x, y) = 1

2
(x2 + y2), e calcoliamone

la derivata di Lie

LW (x, y) = −µ(x2 + y2) + x f(x, y) + y g(x, y) .

Dividendo per r2 e facendo il limite per r → 0 si vede ancora che LW (x, y)
è negativa in un intorno dell’origine. Per la proposizione 3.9 l’origine è asin-
toticamente stabile nel futuro. Q.E.D.


