
4
MODELLI BIDIMENSIONALI

In questo capitolo discutiamo alcuni aspetti del comportamento globale di
un sistema di equazioni differenziali nel piano.

In un primo tempo introdurremo due strumenti tecnici, ambedue dovuti
a Poincaré: l’indice di una curva, che di fatto si riduce all’indice di un punto
singolare, e la sezione locale.

Passeremo poi a discutere i concetti di insiemi α–limite ed ω–limite, la
cui funzione è quella di individuare gli attrattori delle orbite, sia nel passato
che nel futuro. Questo ci permetterà di classificare i comportamenti possibili
delle orbite per sistemi in dimensione due, almeno nel caso di sistemi cosid-
detti dissipativi, per i quali è possibile identificare in qualche senso delle
orbite che diventano rilevanti su tempi lunghi.

Infine illustreremo almeno i casi più semplici di biforcazione che possono
presentarsi in sistemi bidimensionali.

4.1 L’indice di Poincaré

L’esistenza di punti di equilibrio di un campo vettoriale influenza il campo
stesso anche in regioni distanti dagli equilibri. Questo fatto viene messo in
evidenza dalla teoria dell’indice di Poincaré, sviluppata nella memoria [21].
Si tratta di una quantità che in qualche modo assoggetta i punti di equilibrio
a regole piuttosto strette, e che si dimostra utile ai fini della discussione del
comportamento generale delle orbite.

4.1.1 Alcune definizioni ed un lemma preliminari

Premettiamo alcune definizioni che hanno per lo più lo scopo di fissare il
linguaggio. Enunceremo inoltre un lemma di carattere generale di cui faremo
uso nel resto del capitolo.

Riferendoci al campo vettoriale, diremo che un punto è punto ordinario
se il campo vettoriale ivi non si annulla; in caso contrario accanto al termine



124 Capitolo 4

equilibrio che abbiamo usato fin qui useremo anche l’aggettivo singolare, a
sottolineare la singolarità del comportamento delle orbite in quel punto.

Dobbiamo poi dare una definizione formale di orbita periodica, termine
che in precedenza abbiamo usato liberamente attribuendogli un significato
intuitivo.

Definizione 4.1: Un punto x si dice periodico di periodo T se vale φTx =
x. L’orbita

⋃

t φ
Tx si dice un’orbita periodica.

La seconda parte della definizione contiene l’affermazione implicita che la
periodicità è un attributo non tanto del singolo punto, quanto dell’intera
orbita. In effetti, si verifica facilmente che se x è un punto periodico allora
ogni punto dell’orbita uscente da x è periodico con lo stesso periodo T .
Infatti, se y è un punto dell’orbita diverso da x esiste τ tale che y = φτx.
Allora vale anche φT y = φTφτx = φτφTx = φτx = y. Come nel caso di
una mappa, anche qui c’è un’ambiguità dovuta al fatto che se T è il periodo
dell’orbita anche un multiplo intero di T lo è.

La terza definizione serve a caratterizzare gli insiemi invarianti, rendendo
anche qui preciso un termine che abbiamo utilizzato nei capitoli precedenti
in senso intuitivo.

Definizione 4.2: Diremo che il sottinsieme X dello spazio delle fasi è
invariante nel futuro se per ogni x ∈ X vale φtx ∈ X per ogni t > 0. Diremo
che X è invariante nel passato se φtx ∈ X per ogni t < 0 . Diremo infine che
X è invariante se lo è sia nel futuro che nel passato.

Nel seguito faremo uso di un risultato generale che riguarda la prolunga-
bilità delle orbite con dato iniziale in un compatto.

Lemma 4.3: Sia X ⊂ F compatto; consideriamo l’orbita che ha come
punto iniziale x ∈ X . Allora si verifica uno dei tre casi seguenti:

(i) esiste un tempo di fuga τ tale che φtx ∈ X per 0 ≤ t < τ e φτx ∈ ∂X ;
(ii) esiste un punto di equilibrio (o singolare) x0 ∈ X , e φtx −→

t→+∞

x0;

(iii) l’orbita è prolungabile indefinitamente in t, e φtx ∈ X per ogni t ≥ 0.

In breve, l’orbita può uscire dal dominio X (il che non esclude che vi possa
poi rientrare), o cadere asintoticamente su un equilibrio, o vagare indefini-
tamente in X senza tendere ad un equilibrio. Un risultato analogo vale per
l’evoluzione nel passato: basta, al solito, invertire la direzione del tempo.

Tralasciamo la dimostrazione, che consideriamo argomento noto dalla
teoria delle equazioni differenziali, ma vogliamo sottolineare il fatto che se
l’orbita termina in un punto del dominio, allora quel punto deve essere di
equilibrio.

Infine, una precisazione sulle notazioni. In gran parte di questo capitolo
useremo genericamente la notazione x per indicare un punto dello spazio
delle fasi F , senza far riferimento al sistema di coordinate. La notazione
può creare qualche conflitto con quella che abbiamo usato fin qui, indicando
con (x, y) le coordinate di un punto. Confidiamo comunque che il contesto
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faccia da guida al lettore nel comprendere correttamente il significato delle
notazioni.

4.1.2 La variazione del campo vettoriale lungo una curva chiusa

Consideriamo un sistema generico di equazioni differenziali nel piano (o in
un aperto del piano)

(4.1) ẋ = f(x, y) , ẏ = g(x, y) ,

Consideriamo una curva chiusa nel piano senza punti di autointersezione e
che non passi per nessun punto di equilibrio; beninteso, la curva non deve
necessariamente essere invariante per il flusso. Chiameremo questa curva
un ciclo. In ogni punto del ciclo è definito il vettore

(

f(x, y), g(x, y)
)

, e
dunque anche l’angolo ϑ che il vettore forma con una direzione fissata, che
supporremo essere l’asse x. L’angolo può calcolarsi tramite le relazioni

cosϑ =
f

√

f2 + g2
, sinϑ =

g
√

f2 + g2
.

L’angolo ϑ è determinato a meno di multipli di 2π, ma noi siamo interessati
non tanto al suo valore assoluto quanto alla sua variazione lungo un ciclo,
o più in generale lungo una curva. In effetti, se descriviamo una curva γ
parametrizzandola come

(

x(s), y(s)
)

con s ∈ [s0, s1] possiamo calcolare

(4.2) ϑ(s) − ϑ(s0) =

∫ s

s0

d arctan(g/f) =

∫ s

s0

f dg − g df

f2 + g2
,

dove dobbiamo sostituire f = f
(

x(s), y(s)
)

e g = g
(

x(s), y(s)
)

. Ponendo
s = s1 nella formula precedente abbiamo la variazione di ϑ lungo la curva,
e se supponiamo che la curva sia un ciclo senza autointersezioni, e dunque
soddisfi in particolare x(s1) = x(s0), y(s1) = y(s0), abbiamo la variazione
di ϑ lungo il ciclo.

Definizione 4.4: L’indice di Poincaré di un ciclo γ è il numero intero

(4.3) j(γ) =
1

2π

∮

γ

f dg − g df

f2 + g2

calcolato percorrendo il ciclo in senso antiorario.

Un attimo di riflessione basta a rendersi conto che j(γ) è effettivamente
un numero intero. Infatti, dopo aver percorso l’intero ciclo l’angolo ϑ deve
essere tornato al valore iniziale a meno di un multiplo di 2π, ovvero deve
aver compiuto un numero intero di giri. Ciò ci dà modo di valutare l’indice
di Poincaré senza ricorrere a calcoli complessi. In effetti, l’indice è il numero
di giri compiuti dal vettore

(

f(x, y), g(x, y)
)

al muoversi di un punto che
percorre con continuità l’intero ciclo in senso antiorario, contati come positivi
se compiuti in senso antiorario e come negativi se compiuti in senso orario.
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Figura 4.1. L’indice di Poincaré del ciclo ABCDA è la somma degli

indici dei cicli ABCEA e AECDA.

4.1.3 Le proprietà dell’indice di Poincaré

Dalla definizione seguono direttamente alcune proprietà notevoli.
(i) Se si decompone un ciclo ABCDA, come in figura 4.1, in due cicli

ABCEA e AEBDA allora l’indice del ciclo ABCDA è la somma
degli indici dei due cicli ABCEA e AECDA. In effetti, si vede imme-
diatamente dalla figura che l’arco AEC viene percorso due volte in
due sensi opposti, e quindi il suo contributo si annulla.

(ii) Se si deforma con continuità un ciclo senza che questo venga attraver-
sato da punti singolari del campo allora l’indice non varia. In effetti
con una variazione continua del percorso l’indice dovrebbe variare
anch’esso con continuità, e dunque, essendo un numero intero, deve
restare costante.

(iii) Se si fa variare con continuità il campo vettoriale senza che una singo-
larità attraversi il ciclo allora l’indice non varia. Anche in questo caso
infatti la variazione dovrebbe essere continua, e quindi è nulla perché
l’indice deve restare intero.

La proprietà (ii) diventa particolarmente significativa se la si applica ad un
ciclo che contenga al suo interno un solo punto di equilibrio. In effetti, me-
diante una deformazione continua si può ridurre il ciclo ad un cerchio piccolo
quanto si vuole intorno all’equilibrio. Dunque, possiamo considerare l’indice
come una quantità che dipende in modo essenziale dalle sole caratteristiche
dell’equilibrio che esso racchiude.

Vi sono altre conseguenze notevoli delle proprietà enunciate. Le rias-
sumiamo nella

Proposizione 4.5: L’indice di Poincaré ha le seguenti proprietà:
(i) L’indice di una curva che non racchiude punti di equilibrio è nullo.
(ii) L’indice di una curva che racchiude più punti di equilibrio è la somma

degli indici dei singoli punti.
(iii) L’indice di un’orbita chiusa è +1.
(iv) Se il campo vettoriale è diretto verso l’interno (o, rispettivamente,



Modelli bidimensionali 127

γ

Figura 4.2. L’indice di Poincaré di una curva che non racchiude

nessun punto di equilibrio è nullo. Muovendosi con continuità lungo la

curva fino ad aver completato un intero giro la direzione del vettore

che rappresenta il campo è tornata ad essere quella di partenza, senza

che il vettore abbia compiuto una rotazione completa.

verso l’esterno) di tutti i punti di una curva chiusa, allora l’indice
della curva è +1.

(v) Se al variare con continuità del campo vettoriale appaiono nuovi punti
singolari all’interno del ciclo, in modo che nessuno di questi attraversi
il ciclo stesso, allora l’indice del ciclo non cambia.

Le prime due proprietà dicono che l’indice di un ciclo non dipende dalla sua
forma, ma solo dalle singolarità che esso racchiude. L’ultima proprietà ha la
notevole conseguenza che le variazioni del campo possono creare o cancellare
singolarità solo rispettando regole molto strette: ne vedremo l’applicazione
nel discutere i fenomeni di biforcazione.

Dimostrazione. (i) Il lettore non avrà difficoltà a convincersene aiutan-
dosi con la figura 4.2. Al completamento di un intero giro sulla curva la
direzione del campo vettoriale torna a quella iniziale senza aver compiuto
nessun giro. Un modo più elegante consiste nell’osservare che il ciclo può de-
formarsi con continuità senza che venga attraversato da punti singolari (dato
che al suo interno non ce ne sono) fino a ridursi ad un cerchietto infinitesimo
sul quale il campo ha valore praticamente costante, e quindi l’integrale (4.3)
deve annullarsi.
(ii) Se il ciclo racchiude due o più punti singolari è sempre possibile separarlo
in cicli distinti, procedendo come nell’esempio della figura 4.1, ciascuno dei
quali racchiude un solo punto singolare.
(iii) Il campo vettoriale è sempre tangente all’orbita, e dunque deve compiere
un giro completo in senso antiorario.
(iv) Per ipotesi, il campo vettoriale non è tangente alla curva in nessun
punto, e dunque deve compiere lo stesso numero di giri del vettore tangente.
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γ γ

(a): nodo (b): sella

Figura 4.3. L’indice di Poincaré di un nodo è +1; quello di un punto

di sella è −1.

(v) Se i punti singolari non attraversano il ciclo allora l’integrale (4.3) deve
variare con continuità al variare del campo, e dovendo essere un intero non
può che restare costante. Q.E.D.

4.1.4 L’indice di Poincaré nei casi più comuni

Alla luce delle proprietà che abbiamo enunciato diventa facile calco-
lare l’indice di Poincaré per tutti i punti di equilibrio che ammettono
un’approssimazione lineare non degenere. In effetti, sulla falsariga della lunga
discussione che abbiamo svolto nel paragrafo 3.5 possiamo affermare che
tranne nel caso di autovalori nulli il campo vettoriale nell’intorno di un punto
di equilibrio può considerarsi come una piccola deformazione del campo li-
nearizzato. In questi casi dunque il calcolo dell’indice si riconduce al caso
lineare.

Lemma 4.6: L’indice di Poincaré dei punti di nodo, fuoco o centro è +1;
quello dei punti di sella è −1.

Il lettore non avrà difficoltà a dimostrare direttamente il lemma
seguendo la rotazione del vettore mentre si percorre il ciclo. I casi del nodo
e della sella sono rappresentati in figura 4.3.

È appena il caso di sottolineare che dal punto di vista dell’indice di
Poincaré i punti di nodo (inclusi i casi del nodo degenere e del nodo a stella),
di fuoco e di centro sono del tutto equivalenti tra loro.

4.2 La sezione di Poincaré locale

Un secondo strumento che si rivela prezioso per lo studio globale del com-
portamento delle orbite è la sezione di Poincaré, introdotta nella memoria
[21] sotto il mome significativo di Théorie des conséquents, ormai caduto
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x0
φtx0

F

Figura 4.4. La sezione locale in un punto dello spazio delle fasi

in disuso ma ben indicativo del contenuto. Ne abbiamo già fatto uso nello
studio di sistemi in dimensione uno con dipendenza dal tempo. La differenza
sta nel fatto che mentre in quel caso la dipendenza periodica dal tempo ci
ha dato modo di definire la sezione in modo naturale qui dobbiamo ricor-
rere necessariamente ad una costruzione locale, considerando delle curve che
siano trasversali rispetto al flusso.

4.2.1 Sezioni di Poincaré locali

Sia x0 ∈ F un punto ordinario del campo vettoriale (nel senso che non si
tratta di un punto singolare, o di equilibrio). Tracciamo una curva differen-
ziabile trasversale al campo, nel senso che il vettore tangente alla curva ed
il campo non sono paralleli (figura 4.4). Per continuità, e scegliendo op-
portunamente la curva di sezione, accadrà che la curva ed il campo restino
trasversali in un intorno del punto x0. Consideriamo un tratto di curva S
che abbia la proprietà di trasversalità: lo chiameremo sezione locale.

Trattandosi di una curva, potremo parametrizzarla mediante una coordi-
nata reale s variabile in un intervallo (aperto o chiuso, secondo la necessità)
s0 ≤ s ≤ s1, ed assegnando una funzione x(s) che assuma il valore x0 in
qualche punto interno all’intervallo.

La prima proprietà che mettiamo in evidenza è che la sezione locale ed il
flusso dovuto al campo vettoriale introducono un sistema di coordinate na-
turale — o carta — in un intorno del punto x0. In questa carta le orbite sono
rappresentate da segmenti paralleli all’asse delle ascisse. Per comprendere la
definizione il lettore potrà far riferimento alla figura 4.5.

Procediamo nel modo seguente. Scegliamo un intervallo (s0, s1) che con-
tenga l’origine, e parametrizziamo la sezione S nel punto x0 mediante una
funzione x(s) che assumiamo differenziabile. Dato il punto x(s), seguiamone
l’orbita fino al tempo t ∈ (t0, t1), ossia fino al punto φtx(s). Abbiamo cos̀ı
costruito un intorno V = (t0, t1)× (s0, s1) dell’origine di R

2 ed una funzione
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Figura 4.5. Il sistema locale di coordinate generato dalla sezione

locale e dal flusso. La carta in R descrive un intorno del punto x0 sulla

superficie.

ψ : V → U , dove U = ψ(V ) è un intorno di x0, che associa alla coppia
(t, s) il punto ψ(t, s) = φtx(s). Con una scelta opportuna degli intervalli
(s0, s1) e (t0, t1) la funzione ψ stabilisce un diffeomorfismo tra V ed U : ciò
è conseguenza delle proprietà di continuità e differenziabilità del flusso. È
indispensabile, in particolare, che l’intorno U non contenga punti singolari,
il che si riflette semplicemente nella buona scelta di V , perché x0 è un punto
ordinario e quindi il campo, per continuità, non si annulla in un intorno di
x0. Per costruzione, le orbite nella carta V (o, più precisamente, i tratti di
orbita contenuti in U) sono rappresentati da segmenti paralleli all’asse delle
ascisse.

Una conseguenza ovvia, ma utile, è espressa dal seguente

Lemma 4.7: Sia x ∈ U . Allora esiste τ ∈ (t0, t1) tale che φτx ∈ S.

In breve, dato un qualunque punto x ∈ U l’orbita uscente da x interseca la
sezione locale. La facile verifica è lasciata al lettore.

4.2.2 La mappa dell’intervallo indotta dalla sezione locale

Consideriamo ora l’orbita uscente da x0, prendendo in considerazione la sua
evoluzione nel futuro. Può ben accadere, anche se non è garantito a priori,
che l’orbita intersechi nuovamente la sezione locale S. Ammettiamo che ciò
accada, e supponiamo che t1 > 0 sia l’istante della prima intersezione, e
denotiamo x1 = φt1x0 ∈ S. Per continuità, anche le orbite uscenti da un
intorno di x0 intersecheranno la sezione locale S. Ricorriamo ancora alla
parametrizzazione di S mediante una coordinata s ∈ (s0, s1); abbiamo allora
una mappa M : (s0, s1) → (s0, s1) che associa ad s la coordinata M(s) della
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Figura 4.6. La costruzione della mappa M(s) definita dalla (4.4)

mediante il flusso.

prima intersezione dell’orbita uscente da x(s), beninteso se questa esiste.
Formalmente: definiamo ψ0(s) = ψ(0, s), e supponiamo che ts sia l’istante
della prima intersezione; allora la mappa M si definisce come

(4.4) M = ψ−1
0 ◦ φts ◦ ψ0 .

In dettaglio, facendo riferimento alla figura 4.6: si determina il punto x =
ψ0(s), lo si fa evolvere fino alla prima intersezione φtsx, e si determina la
coordinata M(s) del punto di intersezione.

La costruzione che abbiamo descritto ci riconduce a considerare una
mappa dell’intervallo.

Lemma 4.8: La mappa M data dalla (4.4), ove definita, è continua,
monotòna crescente e differenziabile.

Dimostrazione. La continuità e la differenziabilità sono conseguenza
della continuità e differenziabilità di ψ, ψ−1 e del flusso φt. La dimostrazione
che la mappa è monotòna crescente richiede un momento di riflessione, con
l’aiuto della figura 4.6. Le immagini dei due punti s′ < s′′ devono essere ordi-
nate allo stesso modo, ossia M(s′) < M(s′′), perché uno scambio dell’ordine
è possibile solo intersecando le orbite, il che non è consentito dal teorema di
esistenza ed unicità. Q.E.D.

Ora, supponendo che esista un’intersezione dell’orbita con S, può ve-
rificarsi una delle tre possibilità seguenti, illustrate schematicamente in
figura 4.7:

(i) la mappa M non ha punti fissi, come nel riquadro (a) della figura;
(ii) la mappa M ammette uno o più punti fissi, ma non solo, come nei

riquadri (b) e (c);
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Figura 4.7. Alcune forme possibili della mappa dell’intervallo gene-

rata dall’intersezione di un’orbita con una sezione locale.

(iii) la mappa M è l’identità, ossia ha solo punti fissi, come nel ri-
quadro (d).

Procediamo ora all’iterazione della mappa M , il che corrisponde a trovare la
successione delle intersezioni successive dell’orbita uscente da un dato punto
x0 con la sezione locale, se esistono. Possiamo descrivere questo processo
o pensando ad una successione di punti x0, x1, x2 . . . ciascuno dei quali è
la prima intersezione dell’orbita uscente dal precedente con la sezione lo-
cale S, oppure alla successione s0, s1, s2, . . . ottenuta direttamente mediante
l’iterazione della mappa M .

Osservando la figura 4.7 possiamo individuare dei comportamenti tipici.
Nel caso del riquadro (a) si vede subito che dopo qualche iterazione l’orbita



Modelli bidimensionali 133

non interseca più la sezione locale. Questo non significa affatto che si tratti
di un caso inutile: ne ridiscuteremo tra poco. I casi dei riquadri (b) e (c)
prevedono che la mappa abbia un punto fisso isolato, che alla luce del cri-
terio di stabilità che abbiamo visto nel paragrafo 1.3.4 risulta essere attrat-
tivo nel primo caso e repulsivo nel secondo. Il punto fisso è periodico, e
dà dunque origine ad un’orbita periodica. Le orbite vicine tendono asinto-
ticamente all’orbita periodica: è il caso del ciclo limite, che discuteremo in
dettaglio più avanti. Il caso del riquadro (d) prevede che tutti i punti della
sezione siano punti fissi della mappa. In tal caso tutte le orbite che passano
per la sezione sono periodiche. Questo comportamento si riscontra per le
orbite di un sistema lineare nel caso del centro o, più in generale, nei sistemi
conservativi.

C’è una proprietà della mappa iterata che merita attenzione.

Lemma 4.9: La successione s0, s1, . . . generata dalle intersezioni succes-
sive dell’orbita con la sezione locale è monotòna.

Dimostrazione. È una conseguenza del lemma 4.8, ed in particolare del
fatto che la mappa M è monotòna crescente. Il lettore se ne potrà convincere
semplicemente costruendo graficamente le iterate. Per una dimostrazione
formale si può procedere come segue. Supponiamo che valga M(s) < s e
anche M2(s) > M(s); allora sull’intervallo [M(s), s] la mappa M deve avere
almeno un tratto decrescente, il che è in contrasto col lemma 4.8. Vice-
versa, supponiamo che valga M(s) > s e anche M2(s) < M(s); allora la
mappa M deve avere un tratto decrescente sull’intervallo [s,M(s)], ancora
in contrasto col lemma 4.8. Dunque la successione delle sezioni deve essere
monotòna. Q.E.D.

4.2.3 Regioni invarianti

Veniamo ora al caso della figura 4.7–(a) in cui possiamo iterare una sola volta
la mappa M , o comunque solo un numero finito di volte. Questa situazione
è rappresentata in figura 4.8. Pur non potendo dir nulla a priori sul futuro
dell’orbita, possiamo comunque contare su due proprietà:

(i) la regione ABCA delimitata dal tratto di orbita uscente da A nella
direzione della freccia fino alla prima intersezione B con la sezione
locale S e dal tratto BA su S è compatta ed invariante nel futuro;

(ii) l’indice di Poincaré del ciclo ABCA è +1, quindi all’interno della
regione esiste almeno un punto singolare.

Naturalmente non è esclusa la presenza di altri punti singolari, ma, se ve ne
sono e non vi sono casi degeneri, il numero dei nodi, fuochi o centri deve
comunque superare di uno il numero dei punti di sella. L’invarianza della
regione nel futuro poi significa che ogni orbita che entrasse nella regione
attraversando il tratto AB della sezione locale (che costituisce, per cos̀ı dire,
la sola porta di ingresso) resterebbe intrappolata nella regione per tutto il
futuro.
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Figura 4.8. Una regione invariante compatta delimitata da una

sezione locale e da un tratto di orbita.

Invertendo la direzione del un campo vettoriale si avrebbe comunque una
regione compatta ed invariante nel passato, delimitata dal tratto di orbita
uscente da B, nella direzione opposta alle frecce, fino alla prima intersezione
con S nel punto A, e dal tratto AB su S.

Una situazione analoga a quella che abbiamo appena visto si presenta
quando si possa affermare che esiste un’orbita periodica, e dunque chiusa. La
regione compatta delimitata dell’orbita è allora invariante (sia nel passato
che nel futuro) ed ha indice di Poincaré +1. Anche qui dunque esiste almeno
un punto singolare all’interno della regione delimitata dall’orbita.

Nelle applicazioni è spesso utile considerare altre due situazioni, illu-
strate in figura 4.9, in cui si possono determinare delle regioni compatte
invarianti.

La prima, rappresentata nel riquadro (a), è quella in cui si possa de-
terminare un ciclo γ, non necessariamente un’orbita né una sezione locale,
sul quale il campo vettoriale abbia direzione costantemente rivolta verso
l’interno. In questo caso si ha una situazione simile alla precedente: la re-
gione delimitata dal ciclo è invariante nel futuro, ed ha indice di Poincaré +1.
Anche qui possiamo dunque affermare che all’interno del ciclo esiste almeno
un punto singolare, tipicamente nodo, fuoco o centro.

La seconda situazione è quella illustrata nel riquadro (b) della figura. Il
ciclo esterno γ è del tipo che abbiamo appena visto. Il ciclo interno γ′, che
deve essere completamente contenuto all’interno della regione delimitata da
γ, è caratterizzato dal fatto che il campo vettoriale è costantemente diretto
verso l’esterno. In questo caso la regione invariante nel futuro è l’anello
delimitato dai due cicli, ossia le regione bianca in figura. Vi è un secondo
fatto notevole: ambedue i cicli hanno indice di Poincaré +1, e quindi devono
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Figura 4.9. Regioni invarianti compatte delimitate da cicli sui

quali la direzione del campo è costantemente rivolta verso l’interno

o l’esterno.

racchiudere almeno un punto singolare. Se il punto è uno solo, si deve trovare
necessariamente all’interno del ciclo γ′. Se ve ne sono altri, che in tal caso
devono avere somma di indici di Poincaré zero, è possibile che anch’essi si
trovino in realtà all’interno del ciclo γ′. In altre parole, può accadere che si
possa deformare con continuità il ciclo γ in modo da portarlo a coincidere con
γ′, e questo senza che esso venga attraversato da punti singolari. In tal caso
si ha una regione invariante nel futuro nella quale non esistono equilibri.
A questa situazione fa riferimento il teorema di Poincaré–Bendixson: una
regione siffatta deve contenere almeno un’orbita periodica, eventualmente
un ciclo limite.

Naturalmente, quanto abbiamo detto vale anche nel caso in cui si inverta
la direzione del campo su ambedue i cicli che abbiamo considerato: la regione
delimitata è invariante nel passato. Ma, ancora una volta, ci basta invertire
anche la direzione del tempo per ricondurci al caso che abbiamo appena
discusso.

Da quanto abbiamo detto si evince che è interessante studiare il compor-
tamento delle orbite in insiemi compatti invarianti nel futuro (o, equivalen-
temente, nel passato). Ciò evita di dover discutere il problema di orbite che
vanno all’infinito. Si può giustificare un tale atteggiamento osservando che
nelle applicazioni pratiche si ha interesse a studiare sistemi caratterizzati da
una dinamica confinata in regioni dello spazio delle fasi che corrispondano a
valori limitati dei parametri.1

1 Nella memoria [21] Poincaré discute in effetti il caso generale, ricorrendo alla
cosiddetta proiezione gnomonica della sfera sul piano. Si considera una sfera
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Figura 4.10. La proiezione gnomonica della sfera sul piano.

4.3 Insiemi limite

Restringiamoci dunque a considerare insiemi compatti invarianti per il flusso,
e proponiamoci di studiare il comportamento qualitativo delle orbite su
tempi lunghi. A tal fine è conveniente introdurre la nozione di insieme li-
mite di un’orbita, che passiamo ad esporre.

4.3.1 Gli insiemi limite

Iniziamo con una definizione generale, valida anche per sistemi di dimensione
superiore a due. Supponiamo di aver assegnato un campo vettoriale su uno
spazio delle fasi F ; sia φt il flusso generato dal campo, e

⋃

t φ
tx l’orbita che

ha x come punto iniziale.

Definizione 4.10: L’insieme ω–limite di x è l’insieme dei punti z ∈
F per i quali esiste una successione t1, t2, t3, . . . con tk −→

n→+∞

tale che

limk→+∞ φtkx = z. L’insieme α–limite di x è l’insieme dei punti w ∈

ed un piano ad essa tangente in un punto, che per comodità chiameremo polo
sud ed indicheremo con S. Preso un punto Q arbitrario del piano, si considera
la retta passante per Q e per il centro O della sfera (figura 4.10). Questa retta
interseca la superficie sferica in due punti P, P ′ diametralmente opposti, che
dobbiamo pensare come identificati. Ad esempio, l’origine del piano viene rap-
presentata dal polo sud S e dal polo nord N ; i meridiani della sfera diventano
rette passanti per l’origine del piano; i punti all’infinito del piano vengono
identificati con l’equatore della sfera. Lo sforzo di immaginazione necessario
per raffigurarsi la proiezione viene ripagato dalla possibilità di considerare un
campo vettoriale con le rispettive orbite su una varietà compatta.
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F per i quali esiste una successione t1, t2, t3, . . . con tk −→
n→−∞

tale che

limk→−∞ φtkx = w.

In parole molto povere, l’insieme α–limite di x è quello da cui x proviene
se si torna indietro col tempo all’infinito; l’insieme ω–limite è quello a cui
x arriverà se lo li lascia evolvere all’infinito. Non si trascuri però il fatto
che dare un senso rigoroso a quest’ultima frase è facile se l’orbita finisce
asintoticamente su un punto, ma diventa problematico se l’orbita si diverte
a vagare in modo più o meno complicato per lo spazio delle fasi.

È appena il caso di osservare che gli insiemi α–limite ed ω–limite carat-
terizzano l’intera orbita, e non il punto che abbiamo scelto come punto ini-
ziale.

4.3.2 Esempi di insiemi limite

Prima di passare ad enunciare alcune proprietà generali riportiamo alcuni
esempi di insiemi limite, al fine sia di familiarizzarci con il concetto che di
esplorare le possibilità che si presentano. È opportuno insistere ancora una
volta sul fatto che la relativa semplicità delle situazioni che esamineremo
è dovuta al fatto che stiamo considerando sistemi in dimensione due. In
dimensione superiore si possono presentare fenomeni ben più complessi.

a. Punti di equilibrio ed orbite periodiche. L’esempio più semplice è proprio
un punto singolare: l’orbita costituita dal solo punto di equilibrio è allo stesso
tempo l’insieme α–limite ed ω–limite e di sé stessa.

Se l’equilibrio è un punto di nodo o fuoco stabile, allora è l’insieme ω–
limite di tutte le orbite che vi cadono asintoticamente, ovvero di tutti i punti
che fanno parte del suo bacino di attrazione (definito, tautologicamente,
come l’insieme di tutti i punti che tendono all’equilibrio per t → +∞, il
che implica che hanno l’equilibrio come ω–limite). Analogamente, un punto
di nodo o di fuoco instabile è l’insieme α–limite di tutte le orbite che ne
provengono, ovvero di tutti punti che appartengono al bacino di attrazione
dell’equilibrio se si considera il flusso a tempo invertito. Un punto di sella
è l’insieme ω–limite della sua curva stabile, e l’insieme α–limite della sua
curva instabile.

Un’orbita periodica condivide col punto di equilibrio la proprietà di
essere contemporaneamente insieme α–limite ed ω–limite di sé stessa. L’affer-
mazione è ovvia conseguenza delle definizioni di orbita periodica e di insieme
limite.

b. Cicli limite. Più interessante è il caso di un ciclo limite: si tratta di
un’orbita periodica che può essere α–limite oppure ω–limite di infinite altre
orbite. Ne abbiamo visto un esempio semplice nel paragrafo 3.3.3.

Un esempio di poco più complesso è dato dal sistema

(4.5)
ẋ = −y + µx[4 − 5(x2 + y2) + (x2 + y2)2] ,

ẏ = x+ µy[4 − 5(x2 + y2) + (x2 + y2)2] ,
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Figura 4.11. I due cicli limite del sistema (4.5).

dove assumiamo µ > 0, dato che il caso µ < 0 si riottiene per inversione
temporale. L’origine è un equilibrio descritto dal sistema linearizzato

ẋ = −y + µx , ẏ = x+ µy ,

ed è quindi un fuoco instabile. Passando a coordinate polari si trova il sistema

ṙ = µr(4 − 5r2 + r4) , ϑ̇ = 1 .

Si vede bene che l’equazione per r (escludendo i valori negativi di r) ammette
tre punti fissi: r = 0, 2 che sono repulsivi, e r = 1 che è attrattivo.

Il diagramma di fase nel piano è rappresentato in figura 4.11. Le due
orbite circolari corrispondenti a r = 1, 2 separano il piano in tre regioni.
Se si esclude l’origine, tutte le orbite che hanno punto iniziale nel cerchio
interno hanno l’origine come α–limite e il cerchio r = 1 come ω–limite. Le
orbite della corona circolare 1 < r < 2 hanno il cerchio r = 2 come α–limite
e il cerchio r = 1 come ω–limite. Le orbite esterne hanno il cerchio r = 2
come α–limite, e sfuggono tutte all’infinito in tempo finito.

Si può notare che ambedue le orbite periodiche sono di fatto dei cicli con
indice di Poincaré +1, e devono contenere al loro interno un punto singolare.
In effetti, tale punto è l’origine.

È interessante anche considerare una sezione locale per uno dei due cicli,
o, in questo caso, ambedue. La mappa dell’intervallo corrispondente ha un
punto fisso attrattivo in corrispondenza ad r = 1 ed un punto repulsivo in
corrispondenza ad r = 2. Lasciamo al lettore il compito di tracciare il grafico
qualitativo della mappa.

L’esempio che abbiamo discusso mostra come sia facile costruire un si-
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stema che abbia tutti i cicli limite che si desiderano: basta lavorare diretta-
mente in coordinate polari, e costruire una funzione f(r) che abbia degli zeri
nei punti desiderati. Occorre solo evitare funzioni che abbiano un compor-
tamento cos̀ı cervellotico da violare le condizioni per l’esistenza e l’unicità
delle soluzioni delle equazioni differenziali che si scrivono.

Per fare solo un ultimo esempio, consideriamo il sistema che in coordi-
nate polari si scrive

ṙ = sin r , ω̇ = 1 .

Questo ammette un equilibrio nell’origine, che è un fuoco stabile, ed infiniti
cicli limite che sono attrattivi nei punti r = (2k+1)π e repulsivi in r = 2kπ,
per k = 0, 2, . . . (dove, con un innocuo abuso, abbiamo classificato l’origine
come circonferenza di raggio 0). Tutti i punti interni alla corona circolare (o
anello) 2kπ < r < (2k + 1)π hanno la circonferenza r = 2kπ come α–limite
e la circonferenza r = (2k+ 1)π come ω–limite. Analogamente, tutti i punti
interni alla corona circolare (2k+1)π < r < 2(k+1)π hanno la circonferenza
r = (2k+1)π come ω–limite e la circonferenza r = 2(k+1)π come α–limite.

Il lettore potrà sentirsi poco soddisfatto osservando che tutti gli esempi
che abbiamo illustrato hanno cicli limite che sono proprio delle circonferenze.
In effetti questa scelta ha il solo scopo di facilitare l’analisi. Poco più avanti
vedremo un metodo che permette di costruire esempi di cicli limite più com-
plessi con relativa facilità.

d. Connessioni omocline. Un esempio più curioso è dato dal sistema

(4.6)

ẋ = y + µ(x− x2)

(

y2 − x2

2
+
x3

3

)

,

ẏ = x− x2 − µy

(

y2 − x2

2
+
x3

3

)

,

dove µ è un parametro reale. Mettiamo in evidenza gli aspetti rilevanti, la-
sciando al lettore il compito di completare i calcoli, ove necessario. Il sistema
ammette due punti di equilibrio, e precisamente x = y = 0, che è un punto
di sella, e x = 1, y = 0 che è un fuoco stabile per µ < 0, un centro per µ = 0
e un fuoco instabile per µ > 0. Ciò si vede calcolando la matrice Jacobiana
dei secondi membri

J(x, y) =





µ(1 − 2x)
(

y2
−x2

2
+ x3

3

)

−µ(x− x2)2 1

1 − 2x+ µy(x− x2) −µ
(

y2
−x2

2
+ x3

3

)

−µy2





e valutandola nei punti di equilibrio, ottenendo

J(0, 0) =

(

0 1
1 0

)

, J(1, 0) =

(

µ
6

1
−1 µ

6

)

.

La natura degli equilibri si stabilisce immediatamente calcolando traccia e
determinante e riferendosi al grafico di biforcazione di figura 3.6.
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Figura 4.12. Il diagramma di fase del sistema (4.6) per µ = 0.2. Si

osservi la connessione omoclina del punto di sella.

Il diagramma di fase per µ > 0 è rappresentato in figura 4.12. I fatti
rilevanti sono tre.

(i) L’orbita stabile e l’orbita instabile uscenti sul lato destro del punto di
sella si richiudono su sé stesse formando una sorta di cappio, ovvero
un’unica curva che si chiude proprio sull’equilibrio delimitando una
regione compatta invariante per il flusso. Con un termine introdotto
da Poincaré, si dice che la curva forma una connessione omoclina del
punto di sella con sé stesso.

(ii) Tutte le orbite con dato iniziale all’interno della regione delimitata
dalla curva omoclina, ad esclusione del solo punto di equilibrio, hanno
come α–limite il punto di fuoco e come ω–limite l’insieme formato
dall’unione della curva omoclina col punto di sella.

(iii) Se si concentra l’attenzione sulla sola orbita omoclina si vede che
questa ha come α–limite ed ω–limite il punto di sella.

Per inciso, l’esempio mostra che è significativo procedere in almeno due passi:
prima si concentra l’attenzione su un’orbita qualsiasi, e se ne determina
l’insieme limite; poi si considerano le orbite sull’insieme limite, che a loro
volta hanno un insieme limite. In linea di principio ci si potrebbe attendere
di poter ripetere ulteriormente lo stesso procedimento. In realtà vedremo che
al secondo passo ci si ferma, perché si finisce inevitabilmente su un punto di
equilibrio oppure su un’orbita periodica.

Nel caso µ < 0 si ha un comportamento simile: il punto di equilibrio
interno diventa un fuoco stabile, ed i ruoli degli insiemi α–limite ed ω–limite
si scambiano.

Il tracciamento della figura non è del tutto banale: i metodi qualitativi
che fanno ricorso alla valutazione del segno delle derivate non sono in grado
di rivelare l’esistenza della connessione omoclina. In questo caso però viene



Modelli bidimensionali 141

in aiuto l’osservazione che la funzione

Φ(x, y) =
y2 − x2

2
+
x3

3

ha un ruolo privilegiato. In effetti, si verifica rapidamente che la sua derivata
di Lie rispetto al flusso generato dal sistema (4.6) è

LΦ(x, y) = −µ
[

(x− x2)2 + y2
]

Φ(x, y) .

Questo significa che per µ = 0 la funzione Φ(x, y) è un integrale primo, e
il diagramma di fase può costruirsi senza particolare difficoltà tracciando le
curve di livello della funzione stessa. Per µ 6= 0 invece la derivata temporale
della funzione ha sempre segno opposto al valore della funzione stessa, sicché
il valore della funzione decresce ove Φ(x, y, ) è positiva e cresce ove è nega-
tiva; il secondo caso si verifica proprio nella regione interna alla connessione
omoclina.

Un esempio analogo è dato dal sistema

(4.7)

ẋ = y + µ(x− x3)

(

y2 − x2

2
+
x4

4

)

,

ẏ = x− x3 − µy

(

y2 − x2

2
+
x4

4

)

,

che il lettore riconoscerà immediatamente come una piccola variante rispetto
al precedente. I punti di equilibrio qui sono diventati tre, e precisamente
x = y = 0, che è un punto di sella, e x = ±1, y = 0 che sono centri per µ = 0
e diventano punti di fuoco per |µ| 6= 0 e non troppo grande. Il calcolo della
matrice jacobiana del sistema nei punti di equilibrio è lasciato al lettore.

Qui conviene prendere in considerazione la funzione

Φ(x, y) =
y2 − x2

2
+
x4

4
.

Calcolandone la derivata di Lie si ottiene rapidamente

LΦ(x, y) = µ
[

(x− x3)2 + y2
]

Φ(x, y) ,

sicché la discussione si riduce ad una ripetizione di quanto abbiamo già detto
per il sistema (4.6). C’è però una considerazione aggiuntiva interessante. Per

r =
√

x2 + y2 abbastanza grande la funzione Φ(x, y) è positiva, e dunque
la sua derivata di Lie è negativa. Se consideriamo un cerchio con centro
nell’origine e raggio sufficientemente grande notiamo che il campo vettoriale
è diretto verso l’interno in tutti i punti della circonferenza che delimita il
cerchio. Siamo dunque nella situazione descritta nel paragrafo 4.2.3, ovvero
dal riquadro (a) della figura 4.9: il cerchio in questione è una regione com-
patta invariante per il futuro, e la parte interessante della dinamica si svolge
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Figura 4.13. Il diagramma di fase del sistema (4.7), che mostra

l’esistenza di un punto instabile con una doppia connessione omoclina.

all’interno del cerchio perché tutte le orbite che hanno punto iniziale esterno
al cerchio sono costrette ad entrarvi, restando intrappolate all’interno.

Il diagramma di fase è rappresentato in figura 4.13. Mettiamo in evi-
denza i fatti interessanti.

(i) Il punto di sella presenta due connessioni omocline, situate rispetti-
vamente a sinistra ed a destra, che delimitano due regioni compatte
invarianti per il flusso. All’interno di queste due regioni si trovano due
punti di equilibrio che per µ > 0 (e non troppo grande) sono fuochi
instabili.

(ii) Per µ > 0 tutte le orbite interne a ciascuna di queste due regioni, ad
eccezione dei punti singolari, hanno il punto di equilibrio interno come
α–limite e l’insieme formato dalla connessione omoclina e dal punto
di sella come ω–limite.

(iii) Le orbite che giacciono sulle connessioni omocline hanno il punto di
sella sia come α–limite che come ω–limite.

Fin qui non c’è grande differenza rispetto al caso del sistema (4.6). Ma
possiamo aggiungere un’ulteriore osservazione.

(iv) Tutte le orbite con punto iniziale esterno alle regioni delimitate dalle
connessioni omocline hanno come insieme ω–limite l’unione delle due
orbite omocline e del punto di sella.

d. Connessioni eterocline. Consideriamo ora il sistema

(4.8) ẋ = (µx− y)(1 − x2) , ẏ = (x+ µy)(1 − y2) ,

dove µ è un parametro reale, che qui assumeremo limitato a |µ| < 1. Diamo
anche qui in forma sintetica le informazioni necessarie per ricostruire il dia-
gramma di fase, lasciando al lettore il compito di sviluppare i calcoli neces-
sari, peraltro non particolarmente difficili.

L’origine è un punto di equilibrio, che risulta essere un fuoco stabile
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Figura 4.14. Il diagramma di fase del sistema (4.8), per µ = −0.1.

per µ < 0 e trasformarsi in un fuoco instabile per µ > 0, passando per il
caso del centro per µ = 0. Le rette |x| = 1 e |y| = 1 sono invarianti per il
flusso, e delimitano il quadrato di estremi −1 ≤ x ≤ 1 e −1 ≤ y ≤ 1 che è
pure invariante. I vertici del quadrato sono punti di equilibrio, e l’analisi del
sistema linearizzato mostra che si tratta di punti di sella.

Le orbite con punto iniziale su uno dei lati del quadrato, esclusi i ver-
tici, hanno un comportamento simile a quello delle connessioni omocline che
abbiamo già visto, salvo il fatto che non connettono un equilibrio con sé
stesso, ma con uno diverso. Con un termine introdotto, ancora una volta, da
Poincaré, chiameremo queste orbite connessioni eterocline.

Concentriamoci ora sulla dinamica all’interno del quadrato formato
dalle connessioni eterocline, lasciando alla curiosità del lettore indagare cosa
avvenga nel resto del piano.

È utile osservare che anche qui esiste una funzione che ha un ruolo
particolare, e precisamente

Φ(x, y) =
1

2
(x2 + y2 − x2y2) .

Calcolandone la derivata di Lie otteniamo

LΦ = µ(x2 + y2)(1 − x2)(1 − y2) ,

sicché per µ = 0 abbiamo un integrale primo. Inoltre si osserva che all’interno
del quadrato considerato la derivata ha sempre lo stesso segno di µ, e che
essa si annulla sul bordo del quadrato, che infatti rimane invariante. Ciò è
sufficiente per tracciare il diagramma di fase. Il caso µ < 0 è rappresentato
in figura 4.14. Il caso µ = 0 è lasciato al lettore: si tratta solo di tracciare le
curve di livello della funzione Φ(x, y).
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Veniamo ora alla caratterizzazione degli insiemi limite. Per −1 < µ <
0 tutte le orbite con punto iniziale all’interno del quadrato, ad eccezione
dell’origine, hanno come α–limite l’intero bordo del quadrato e come ω–
limite l’origine. Osserviamo che l’insieme α–limite è composto da otto orbite
distinte: i quattro punti di equilibrio e le quattro orbite eterocline che li
congiungono in modo da formare un’unica catena chiusa. Infine, le orbite
che hanno il punto iniziale su uno dei segmenti aperti che formano i lati del
quadrato hanno come insiemi α–limite ed ω–limite dei vertici, che il lettore
non avrà difficoltà ad individuare osservando la direzione del flusso in figura.

Per 0 < µ < 1 la descrizione è del tutto simile a quella del caso −1 < µ <
0: occorre solo invertire la direzione del tempo, sicché gli insiemi α–limite ed
ω–limite si scambiano.

Il caso µ = 0 fa eccezione: a parte l’origine che resta un equilibrio,
tutti i punti interni al quadrato danno origine ad orbite periodiche, ciascuna
delle quali è contemporaneamente α–limite ed ω–limite di sé stessa. Restano
le connessioni eterocline che formano i lati del quadrato, ma non sono più
insiemi limite delle orbite interne. Solo i vertici restano insiemi limite delle
corrispondenti connessioni eterocline.

e. Connessioni multiple omocline ed eterocline. Gli esempi che abbiamo di-
scusso per illustrare le connessioni omocline ed eterocline hanno tutti una
caratteristica in comune: c’è una funzione Φ(x, y) che si adatta molto bene
al sistema e facilita il tracciamento del diagramma di fase. Ciò può aver fatto
nascere nella mente del lettore il sospetto che ci sia un metodo generale per la
costruzione di esempi di questo tipo. Il sospetto, in effetti, è ben giustificato.

Ecco il meccanismo generale. Consideriamo una funzione Φ(x, y) arbi-
traria (e regolare quanto serve), e scriviamo il sistema di equazioni2

(4.9) ẋ =
∂Φ

∂y
− µ

∂Φ

∂x
Φ , ẏ = −∂Φ

∂x
− µ

∂Φ

∂y
Φ .

Se calcoliamo la derivata di Lie della funzione Φ(x, y) troviamo

LΦ = −µ
[

(

∂Φ

∂x

)2

+

(

∂Φ

∂y

)2
]

Φ .

Ne segue che la derivata di Lie ha sempre segno opposto alla funzione, e si

2 Il lettore che abbia familiarità con la Meccanica Analitica non faticherà a
riconoscere che per µ = 0 le equazioni (4.9) altro non sono che le equazioni
di Hamilton per la funzione Φ(x, y), considerata come Hamiltoniana di un
sistema, quando si assegni ad x il ruolo di coordinata e ad y quello di momento.
È ben noto che in tal caso Φ(x, y) è un integrale primo, e dunque il diagramma
di fase si riduce al tracciamento delle curve di livello di questa funzione. I
termini in µ sono scelti in modo che Φ(x, y) cessi di essere un integrale primo,
rispettando però alcune caratteristiche che sono quelle messe in evidenza più
avanti nel testo.
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annulla sia nei punti ove entrambe le derivate di Φ si annullano, che sono
anche i punti di equilibrio del sistema, sia sull’insieme di livello corrispon-
dente a Φ(x, y) = 0, che dunque resta invariante anche per µ 6= 0. Gli esempi
precedenti sono costruiti in modo che l’insieme di livello che resta invariante
coincida con l’insieme dei punti di sella e delle corrispondenti curve stabili
ed instabili del sistema per µ = 0.

Per inciso, con questo metodo si possono costruire facilmente anche
esempi di sistemi che abbiano cicli limite di forma non circolare: basta scri-
vere una funzione che abbia come insieme di livello zero delle curve prive
di punti singolari. È questo il metodo cui abbiamo fatto cenno poco sopra,
alla fine della discussione degli esempi di cicli limite. Lasciamo al lettore il
compito di sviluppare ulteriomente questa possibilità.

Il metodo che abbiamo esposto è abbastanza generale da dare origine
ad una serie innumerevole di esempi. Ne illustriamo due, pur sottolineando
che per quanto curiosi non sono certo gli unici possibili: il lettore potrà dar
libero sfogo alla sua immaginazione inventandone altri.

Il primo esempio mostra come si possano generare diverse orbite omo-
cline originate da uno stesso punto instabile. Fissiamo n > 1, e consideriamo
la funzione

(4.10) Φ(x, y) =
(x2 + y2)n

βn
+

n−1
∏

j=0

(x sinαj − y cosαj)

dove α0 < α1 < . . . < αn−1 < α0+π sono angoli prefissati e β è una costante
positiva. Con un po’ di pazienza il lettore si renderà conto che l’insieme di
livello Φ(x, y) = 0 è una sorta di margherita con n petali, che risultano essere
tutti eguali se gli angoli αj sono scelti equidistanziati. La funzione ha valori
negativi all’interno dei petali e positivi nella regione esterna. Scriviamo le
equazioni (4.9) per questa funzione. Per svolgere il calcolo in forma esplicita
serve calcolare le derivate della funzione Φ(x, y), che risultano essere

∂Φ

∂x
=

2nx(x2 + y2)n−1

βn
+

n−1
∑

k=0

sinαj

∏

0≤j≤n−1

j 6=k

(x sinαj − y cosαj) ,

∂Φ

∂y
=

2ny(x2 + y2)n−1

βn
−

n−1
∑

k=0

cosαj

∏

0≤j≤n−1

j 6=k

(x sinαj − y cosαj) .

Le equazioni ammettono un punto di equilibro nell’origine. Se però si tenta di
studiarlo mediante le equazioni linearizzate si scopre che per n > 2 il punto è
degenere: tutte le derivate seconde si annullano. In effetti, la funzione Φ(x, y)
risulta essere un polinomio omogeneo di grado n, e quindi le prime derivate
che non si annullano nell’origine sono quelle di ordine n. Se cos̀ı non fosse,
il grafico dell’insieme di livello Φ(x, y) = 0 non potrebbe avere la forma a
petali di margherita.
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(a): n = 3, µ = 0.3

(b): n = 5, µ = 0.3

Figura 4.15. Il diagramma di fase per il sistema (4.9) con la funzione

Φ(x, y) definita dalla (4.10). I valori dei parametri sono i seguenti:

αj = π
2
+ (j−1/2)π

n
; βn =

∏n−1

j=1
| cos αj |. Per motivi estetici, la funzione

usata è βnΦ(x, y) .
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Inoltre vi sono n equilibri corrispondenti ai punti di minimo locali che si
trovano nella regione interna a ciascun petalo. Questi punti sono centri per
µ = 0, e diventano fuochi per |µ| > 0 e non troppo grande. Infine, il campo
vettoriale su una circonferenza di raggio sufficientemente grande (quanto
basta per racchiudere tutti i petali) è costantemente diretto verso l’interno,
il che significa che la regione interessante è quella che circonda l’origine.

Nella figura 4.15 riportiamo come esempi i casi n = 3 ed n = 5, con i
valori degli altri parametri indicati nella didascalia. Si osserva che le orbite
che partono internamente a ciascun petalo, escluso il punto di equilibrio,
hanno il punto di fuoco interno come α–limite e l’unione dell’origine con
la connessione omoclina che forma il petalo come ω–limite. Le orbite che
partono all’esterno della regione delimitata dalle orbite omocline hanno come
ω–limite l’unione dell’origine con l’insieme di tutte le connessioni omocline.

Il calcolo dell’indice di Poincaré rivela una situazione curiosa. Esami-
niamo il caso n = 3 della figura 4.15–(a). Se consideriamo una circonferenza
di raggio sufficientemente grande il campo vettoriale è costantemente diretto
verso l’interno; quindi, ricordando la proprietà (4) della proposizione 4.5,
l’indice della circonferenza è +1, il che implica che all’interno vi sia almeno
un punto di equilibrio. Ma all’interno della circonferenza vi sono quattro
punti singolari; quindi, per la proprietà (ii) della proposizione 4.5, l’indice
della circonferenza deve essere la somma degli indici dei quattro punti. Tre
dei punti sono fuochi, e danno un contributo +3 all’indice. Ne segue che
l’indice del punto di equilibrio al centro deve essere +2, cosa che si verifica
direttamente seguendo la variazione del campo lungo una circonferenza che
contiene solo quel punto. Con un ragionamento analogo si ricava che nel
caso n = 5 rappresentato in figura 4.15–(b) l’indice del punto di equilibrio
centrale è +4.

Il secondo esempio mostra come si possano formare catene di connessioni
eterocline. Consideriamo la funzione

(4.11) ψ(x) = x2(1 − x)2 , 0 ≤ x ≤ 1 .

Sia poi dato un intero k > 0, e consideriamo una funzione cos̀ı definita

(4.12) V (x, y) =



























x2 − 1

16
per x < 0 ,

ψ
(

{x}
)

per 0 ≤ x ≤ k ,

(x− k)2 − 1

16
per x > k ,

dove {x} denota la parte frazionaria di x. Il grafico della funzione è rappre-
sentato in figura 4.16: si ha in pratica una funzione che presenta k buche,
con due rami che tendono all’infinito ai lati. Diversamente dalle funzioni che
abbiamo considerato fin qui questa non è infinitamente differenziabile, ma è
di classe C2, il che ci basta.
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k−1 k x

V(x)

1 20

Figura 4.16. Il grafico della funzione V (x) definita dalla (4.12).

Consideriamo infine la funzione

(4.13) Φ(x, y) =
y2

2
+ V (x) − 1

16
,

ove la costante 1

16
viene sottratta in modo che i punti di massimo tra le

buche corrispondano al valore zero della funzione. Scriviamo il sistema (4.9)
corrispondente

(4.14) ẋ = y − µV ′(x)Φ(x) , ẏ = −V ′(x) − µyΦ(x) .

Per µ = 0 il sistema ha k + 1 equilibri di tipo centro nei punti 0, 1, . . . , k
e k equilibri di tipo sella nei punti 1

2
, 3

2
, . . . , k − 1

2
. I punti di sella sono

connessi a due a due da una coppia di orbite eterocline che formano una
catena, chiusa agli estremi da due connessioni omocline. Il lettore non avrà
difficoltà ad immaginare questa situazione osservando che la forma stessa
della funzione mostra che il grafico delle connessioni eterocline si ripete tale
e quale in ciascun intervallo [1, 2], . . . , [k − 2, k − 1], e che i lobi formati
dalle connessioni omocline agli estremi sono simmetrici. Gli equilibri e le
connessioni omocline ed eterocline con i relativi punti di sella sopravvivono
quando si prenda µ 6= 0, in pieno accordo con le proprietà che abbiamo messo
in evidenza. Tutte le altre orbite invece vengono modificate. In particolare
cambia la caratteristica dei punti di centro che per |µ| non troppo grande
diventano dei fuochi.

Un’ultima osservazione utile è che il campo vettoriale in ogni punto di
una circonferenza di raggio sufficientemente grande è diretto verso l’interno,
sicché la parte interessante della dinamica è concentrata in un rettangolo del
piano x, y dove le oscillazioni della funzione V (x, y) hanno influenza. Se svol-
giamo il calcolo dell’indice di Poincaré troviamo che una circonferenza di rag-
gio sufficientemente grande deve avere indice +1, e racchiude al suo interno k
selle, che contribuiscono ciascuna con −1, e k+ 1 fuochi, che contribuiscono
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(a): k = 2, µ = 0.2

(b): k = 4, µ = 0.2

Figura 4.17. Il diagramma di fase per il sistema (4.14). Nel tracciare

la figura con metodi numerici si è modificata la funzione, per motivi

estetici, in Φ(x, y) = y2

2
+ 4V (x) − 1

4
.

ciascuno con +1. Ciò è in accordo col fatto generale che all’interno di un
ciclo che abbia indice +1 il numero dei punti di nodo, fuoco o centro debba
superare di uno il numero dei punti di sella.

Alla luce delle osservazioni che abbiamo esposto il lettore non dovrebbe
avere difficoltà a riconoscere che il diagramma di fase è del tipo tracciato
in figura 4.17 e ad identificare gli insiemi α–limite ed ω–limite delle varie
orbite. Richiamiamo solo l’attenzione sul fatto che tutta la catena di punti
di sella con le relative connessioni omocline ed eterocline è l’insieme ω–limite
delle orbite che provengono dall’esterno.

4.4 Il teorema di Poincaré–Bendixson

Torniamo ora a studiare le proprietà generali degli insiemi limite delle orbite,
restringendoci al caso di un sistema in dimensione due. L’interesse di questo
caso sta nel fatto che è possibile una classificazione dei tipi di insiemi α–
limite ed ω–limite che possono esistere. Il risultato principale è il teorema di
Poincaré–Bendixson, che enunceremo e dimostreremo in questo paragrafo.

Alla luce della discussione svolta fin qui concentreremo la nostra at-
tenzione sulle regioni compatte invarianti nel futuro. Detta X una regione
siffatta, occupiamoci dell’insieme ω–limite ω(x) dell’orbita uscente da un
punto interno alla regione X .
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4.4.1 Proprietà generali degli insiemi limite

Il primo risultato che dimostriamo è una caratterizzazione generale degli
insiemi ω–limite.

Proposizione 4.11: Sia X un sottinsieme compatto ed invariante nel fu-
turo, e sia ω(x) l’insieme ω–limite di x ∈ F . Allora ω(x) è un sottinsieme di
X non vuoto, invariante per il flusso, chiuso e connesso.

La proposizione può essere riformulata per l’insieme α–limite semplicemente
invertendo la direzione del tempo. Una conseguenza immediata del teorema
è che ω(x) è unione di orbite.

Dimostrazione. Data un qualunque successione di istanti positivi t1 <
t2 < t3 < . . . con tk → +∞, consideriamo la successione φtkx, con k > 0.
Poiché X è compatto, esiste una sottosuccessione convergente ad un punto
y ∈ X , e per la definizione stessa di ω–limite vale y ∈ ω(x), che dunque non
è vuoto.

Consideriamo ora l’orbita passante per il punto y ∈ ω(x), della cui esistenza
ci siamo accertati, e consideriamo la successione tk, con tk → +∞, tale che
φtkx −→

k→∞

y. Sia y′ un punto dell’orbita passante per y; allora esiste τ tale

che y′ = φτy. Poiché tk → +∞ ed è crescente, esiste un m tale che tk > τ
per k ≥ m. Allora φtk+τx ∈ X . Mostriamo che φtk+τx −→

k→∞

φτy = y′ in

virtù della dipendenza continua dai dati iniziali. Infatti sia dato un intorno
arbitrario U di y′ = φτy. Allora, per continuità, esiste un intorno V di y tale
che φτV ⊂ U . Ma V contiene tutti i punti della successione φtkx a partire
da un certo k, e per tutti questi punti vale anche φtk+τx ∈ U . Questo mostra
che la successione φtk+τx converge a y′, e dunque y′ ∈ ω(x). Ne concludiamo
che ω(x) è invariante per il flusso, come asserito.

Mostriamo che ω(x) è chiuso. Infatti, se y è un punto di accumulazione di
ω(x) allora esiste una successione yj ∈ ω(x) con yj → y. Dato un intorno
U di y vale yj ∈ U per j abbastanza grande, e poiché U è aperto esiste
un intorno Vj di yj con Vj ⊂ U . D’altra parte, per definizione di ω–limite,
esiste anche tj arbitrariamente grande tale che φtjx ∈ Vj . Dunque è possibile
costruire una successione crescente tj , con tj → +∞, tale che φtjx ∈ U per
tutti i j sufficientemente grandi. Ne segue che φtjx→ y ∈ ω(x).

Mostriamo infine che ω(x) è connesso. Supponiamo che non lo sia, e dunque
che esistano due aperti U, V disgiunti tali che ω(x) ∩ U e ω(x) ∩ V siano
ambedue non vuoti, e che ω(x) ⊂ U ∪V . Sia φt1x ∈ U ; allora, per definizione
di ω–limite, esiste certamente t2 > t1 tale che φt2x ∈ V , e dunque, per la
continuità dell’orbita, anche s1 tale che t1 < s1 < t2 e φs1x ∈ X \ (U ∪ V ).
Per la stessa ragione esiste t3 > t2 tale che φt3x ∈ U , e dunque anche s2
tale che t2 < s2 < t3 e φs2x ∈ X \ (U ∪ V ). Procedendo nello stesso modo si
costruisce una successione sj → +∞ tale che φtjx ∈ X \ (U ∪ V ) per ogni
j. Poiché X è compatto, questa successione ammette una sottosuccessione
convergente ad un limite y ∈ X \ (U ∪ V ). Ma y ∈ ω(x), in contraddizione
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con l’ipotesi ω(x) ⊂ U ∪ V . Dunque ω(x) è connesso. Q.E.D.

Corollario 4.12: ω(x) contiene sia l’insieme α–limite che l’insieme ω–
limite di ogni punto y ∈ ω(x).

Dimostrazione. Per la proposizione 4.11 ω(x) ⊂ X è chiuso, dunque
compatto perché X è compatto, ed è invariante per il flusso. L’asserto altro
non è che l’applicazione della proposizione a ω(x). Q.E.D.

4.4.2 La dinamica sull’insieme ω–limite

Consideriamo ancora un sottinsieme X compatto dello spazio delle fasi, in-
variante nel futuro, e sia x ∈ X . Se il punto x è singolare c’è poco da
aggiungere a quello che sappiamo: x è un’orbita, ed è anche α–limite ed
ω–limite di sé stesso. Ci chiediamo cosa accada alle orbite che hanno punto
iniziale in un intorno del punto singolare. Un risultato minimo è il seguente

Lemma 4.13: Supponiamo che y ∈ X sia un punto di equilibrio asintoti-
camente stabile nel futuro. Allora esiste un intorno U di y tale che per ogni
x ∈ U l’insieme limite ω(x) contiene il solo punto y.

Dimostrazione. L’enunciato è praticamente una tautologia. La defini-
zione stessa di stabilità asintotica richiede l’esistenza di un intorno U di y
tale che φtx → y per t → +∞. Dunque, ogni successione φtk con tk → +∞
deve tendere ad y. Q.E.D.

Essendoci cos̀ı sbarazzati dei punti singolari, passiamo a considerare un
punto ordinario x ∈ X , e restringiamo la nostra attenzione alla dinamica
sull’insieme limite ω(x). Naturalmente, ω(x) può contenere sia punti singo-
lari che punti ordinari. Cominciamo col supporre che y ∈ ω(x) sia un punto
ordinario. Allora possiamo ben costruire una sezione locale S in y. Vale il

Lemma 4.14: Sia S una sezione locale in corrispondenza di un punto
ordinario y ∈ ω(x). Allora ω(x) interseca S nel solo punto y.

Dimostrazione. Supponiamo che ω(x) intersechi S in un secondo punto

y′ 6= y. Per definizione, esistono due successioni φtkx → y e φt′jx → y′, con
tk → +∞ e t′j → +∞. Allora, per il lemma 4.7, per tempi arbitrariamente
grandi l’orbita uscente da x deve intersecare la sezione S sia in un intorno
arbitrario di y che in un intorno arbitrario di y′, che possiamo sempre pren-
dere disgiunti. Questo contraddice il lemma 4.9, perché la successione delle
sezioni su S non sarebbe monotòna. Q.E.D.

Supponiamo ancora che y ∈ ω(x) sia un punto ordinario. L’orbita
⋃

t φ
ty

può essere periodica, oppure non periodica. I due lemmi che seguono sta-
biliscono che nel primo caso ω(x) contiene solo l’orbita periodica, mentre nel
secondo caso si tratta di una connessione omoclina od eteroclina.

Lemma 4.15: Supponiamo che ω(x) contenga un punto y non singolare
ma periodico. Allora gli insiemi limite α(y) ed ω(y) coincidono con ω(x), che
a sua volta coincide con l’orbita periodica

⋃

t φ
ty.



152 Capitolo 4

Dimostrazione. Gli insiemi α(y) ed ω(y) esistono perché ω(x) è compatto
ed invariante per il flusso. Se x è un punto periodico allora l’affermazione
è ovvia; supponiamo dunque che x sia non periodico, ma lo sia y. Sia T il
periodo dell’orbita per y, e consideriamo una sezione locale Sy passante per
y. Mostriamo che esiste una successione φtkx→ y tale che per k abbastanza
grande si ha φtkx ∈ Sy e la differenza tk+1 − tk è limitata, essendo prossima
a T . Ciò segue dalla continuità del flusso rispetto ai dati iniziali. Infatti, se
φtkx appartiene ad un intorno sufficientemente piccolo di y, per continuità
anche φtk+Tx deve appartenere ad un intorno di y, ed il lemma 4.7 assicura
che esiste tk+1 prossimo a tk + T tale che φtk+1x ∈ Sy. Evidentemente vale
tk → +∞. Per il lemma 4.9 la successione φtkx è monotona, e dobbiamo
mostrare che vale anche φtkx→ y. A tal fine osserviamo che poiché y ∈ ω(x)
deve esistere una successione φsjx con sj → +∞ e φsjx, e in virtù del
lemma 4.7 possiamo sempre assumere che sia φsjx ∈ Sy. Dunque, per ogni
tk esiste j tale che sj < tk ≤ sj+1, e poiché vale sia tk → +∞ che sj → +∞
deve valere anche φtkx→ y.
Supponiamo ora che esista un punto z ∈ ω(x) che non appartiene all’orbita
passante per y. Anche in questo caso deve esistere una successione φτjx tale
che τj → +∞ e φτjx → z. Ora, per j abbastanza grande τj deve cadere in
uno degli intervalli [tk, tk+1]. Preso un intorno arbitrario U di z esistono j
e k tali che φτj−tky ∈ U , e dunque, grazie alla periodicità dell’orbita per
y, esiste una successione φσmy con σm → +∞ e φσmy → z. Ne segue che
z è un punto di accumulazione dell’orbita per y. Ma l’orbita per y, essendo
periodica, è chiusa, e quindi contiene z che è un suo punto di accumulazione.
Ciò contraddice l’ipotesi che z non appartenesse all’orbita per y. Q.E.D.

Lemma 4.16: Supponiamo che ω(x) contenga un punto y non singolare
e non periodico. Allora gli insiemi limite α(y) ed ω(y) sono punti singolari.

Dimostrazione. Gli insiemi limite α(y) ed ω(y) esistono perché ω(x) è
compatto ed invariante per il flusso. Dimostriamo che ω(y) è un punto singo-
lare. La dimostrazione per α(y) si ottiene semplicemente per inversione tem-
porale. Supponiamo che ω(y) contenga un punto ordinario w, e costruiamo
una sezione locale Sw. Poiché w ∈ ω(y) esiste una successione φtky → w
con tk → +∞. Per il lemma 4.7 esiste anche una successione φsky ∈ Sz

con sk → +∞ e φsky → w. Quindi l’orbita uscente da y deve intersecare la
sezione Sz infinite volte. Per il lemma 4.14 tutte le sezioni devono coincidere,
e quindi y deve essere un punto periodico, contrariamente a quanto abbiamo
supposto. Dunque w deve essere un punto singolare. Q.E.D.

La conseguenza notevole dei lemmi che abbiamo appena dimostrato è
messa in evidenza dal teorema di Poincaré–Bendixson, che enunciamo.

Proposizione 4.17: SiaX ⊂ F un dominio compatto ed invariante nel fu-
turo, e supponiamo cheX non contenga punti di equilibrio. Sia ω(x) l’insieme
ω–limite dell’orbita uscente da x ∈ X . Allora ω(x) è un’orbita chiusa e pe-
riodica.
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Dimostrazione. Per la proposizione 4.11 è ω(x) ⊂ X . Per ipotesi, ω(x)
non può contenere punti di equilibrio. Prendiamo un punto y ∈ ω(x), e
consideriamo l’orbita

⋃

t φ
ty. Dimostriamo che

⋃

t φ
ty è un’orbita periodica.

L’enunciato diventa allora una conseguenza diretta del lemma 4.15.

Poiché ω(x) è compatto ed invariante, per la proposizione 4.11, abbiamo
che ω(y) ⊂ ω(x). Ora, y non può essere un punto singolare, perché per
ipotesi X non contiene punti singolari. D’altra parte y non può essere punto
ordinario non periodico, perché per il lemma 4.16 ω(y) dovrebbe essere un
punto singolare che appartiene ad ω(x), e quindi anche ad X , e questo è
escluso per ipotesi. Dunque y deve essere periodico, e per il lemma 4.15 deve
essere ω(x) = ω(y), che devono ambedue coincidere con l’orbita periodica
passante per y. Q.E.D.

4.4.3 Cicli limite

Il teorema di Poincaré–Bendixson garantisce l’esistenza di orbite periodiche
nel caso di un compatto X invariante nel futuro e privo di punti singolari.
Questa è una condizione che spesso siamo in grado di verificare. Tuttavia
non si può concludere, da quanto abbiamo detto fin qui, che in X esista un
ciclo limite. In effetti, può ben accadere che tutte le orbite siano periodiche:
il caso più banale è quello di un sistema lineare che abbia come equilibrio un
centro.

Un metodo per stabilire l’esistenza di cicli limite consiste nel far ricorso
alla sezione di Poincaré locale. Ripercorrendo le argomentazioni del para-
grafo 4.2 possiamo ricondurci allo studio della mappa dell’intervallo indotta
dalla sezione locale. Ricordiamo che tale mappa è continua e differenziabile,
oltre che monotòna crescente.

Il procedimento in linea di principio è il seguente. Individuata l’orbita
periodica, consideriamone una sezione locale e costruiamo la mappa
dell’intervallo corrispondente, che chiameremo M . Tale mappa ha certa-
mente un punto fisso in corrispondenza dell’orbita periodica, che nella
parametrizzazione della sezione potremo far corrispondere allo zero. Ab-
biamo dunque M(0) = 0.

La stabilità dell’orbita periodica può dedursi dal criterio di stabilità
che abbiamo enunciato e dimostrato con la proposizione 1.4. Se M ′(0) > 1,
allora il punto fisso è repulsivo, e ne deduciamo che l’orbita periodica è
α–limite di infinite orbite che hanno punto iniziale in un suo intorno. Se
M ′(0) < 1 (ricordiamo che M ′ non può diventare negativo), allora il punto
fisso è attrattivo, e l’orbita periodica è ω–limite di infinite orbite che hanno
punto iniziale in un suo intorno. Se M ′(0) = 1, allora siamo nel caso in cui
occorrono maggiori informazioni. Una possibilità è che la mappa M coincida
con l’identità, nel qual caso si hanno infinite orbite periodiche.

Il lettore potrà ben osservare che la costruzione della mappa è la parte
realmente difficile del problema: in effetti, ci siamo serviti del teorema di
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Poincaré–Bendixson per garantire l’esistenza di un’orbita periodica, ma
questo non garantisce che trovare effettivamente tale orbita sia agevole. Nei
casi pratici si può ricorrere al calcolo numerico. Se si riesce in qualche modo
a costruire una sezione che debba essere attraversata dall’orbita (il che è tal-
volta possibile esaminando la direzione del campo), allora la determinazione
dell’orbita periodica si riconduce al problema ben noto della ricerca dello
zero di una funzione. Una volta nota l’orbita periodica, la derivata della
mappa nel punto fisso può calcolarsi mediante l’equazione alle variazioni, di
cui abbiamo già parlato nei paragrafi 1.3.6 e 1.3.8.

4.4.4 Classificazione degli insiemi limite in un compatto

Raccogliendo i risultati della lunga discussione di questo paragrafo possiamo
proporre una classificazione degli insiemi α–limite ed ω–limite che possono
presentarsi in un sottinsieme compatto dello spazio delle fasi. Tali insiemi
possono essere:

(i) punti singolari del campo vettoriale;
(ii) orbite periodiche;
(iii) catene di punti singolari con connessioni omocline od eterocline.

Vediamo dunque che gli esempi che abbiamo discusso nel paragrafo 4.3.2
illustrano in modo esauriente i diversi casi. L’infinita varietà delle connessioni
omocline od eterocline che possono esistere, e di cui gli esempi che abbiamo
illustrato ci hanno dato una vaga idea, è tutta compresa nel caso (iii).

4.5 Fenomeni di biforcazione

Il diagramma della figura 3.6 mostra come gli equilibri, almeno nel caso di
un modello con uno spazio delle fasi a due dimensioni, possano essere classi-
ficati mediante pochi modelli che ne descrivono le caratteristiche essenziali.
Lo studio della stabilità poi mostra come nella maggior parte dei casi la
conoscenza del comportamento dell’equilibrio in approssimazione lineare sia
sufficiente per descrivere anche il comportamento del sistema non lineare.

In questo paragrafo ci occupiamo di modelli caratterizzati da equilibri
la cui esistenza, o la cui natura, dipendano da un parametro. In termini
semplici ma già sufficientemente generali possiamo esporre il problema come
segue. Supponiamo di avere un sistema di equazioni della forma

(4.15) ẋ = f(x, y, λ) , ẏ = g(x, y, λ) ,

ove λ ∈ I ⊂ R è un parametro che può assumere valori in un inter-
vallo I assegnato. Supponiamo che per certi valori di λ il sistema am-
metta un equilibrio, ossia che esista un punto x(λ), y(λ) per cui valga
f(x(λ), y(λ), λ) = g(x(λ), y(λ), λ) = 0 .

Come abbiamo visto nel paragrafo 3.1 la dinamica nell’intorno del punto
di equilibrio può approssimarsi con il sistema linearizzato, con una matrice
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che in questo caso dipenderà dal parametro λ, ovvero (usando la notazione
vettoriale)

(4.16) ẋ = Aλx , Aλ =

( ∂f
∂x

(x, y, λ) ∂f
∂x

(x, y, λ)
∂g
∂x

(x, y, λ) ∂g
∂x

(x, y, λ)

)

.

Se ora facciamo riferimento al diagramma della figura 3.6, e consideriamo
la dipendenza da λ della traccia Tr Aλ e del determinante det Aλ avremo
una curva nel piano TrA, det A. La domanda è cosa accada se tale curva
attraversa una delle linee Tr A = 0, det A = 0 o ∆ = 0 in quel diagramma.

Nella condizioni descritte sopra condizioni si verifica talvolta una bi-
forcazione, intesa come creazione o distruzione di soluzioni stazionarie. In
questo capitolo esaminiamo i casi più comuni, quelli della biforcazione tan-
gente e della biforcazione a forchetta, ed introdurremo l’indice di Poincaré. Il-
lustreremo poi un esempio di biforcazione di Hopf, che dà origine ad un’orbita
periodica.

4.5.1 La biforcazione tangente

Un modello semplice di biforcazione tangente si ha quando si considera
l’esempio meccanico di una pallina su una guida che abbia una delle forme
rappresentate in figura 4.18. Precisamente, pensiamo che la guida possa es-
sere deformata in modo da passare con continuità dalla forma (a), per cui
si ha una discesa continua, alla forma (c) caratterizzata dalla presenza di
una piccola cunetta. Il caso (b) descrive la transizione tra le due forme: c’è
un solo punto a tangente orizzontale. Chiunque vede che in (a) la pallina
non può stare in equilibrio in nessun punto della guida, in (b) vi è un punto
di equilibrio instabile, in (c) vi sono due equilibri, uno dei quali è stabile
e l’altro no. L’evento caratteristico è che i due equilibri si sono formati in
coppia. Se immaginiamo che la guida si deformi con continuità abbiamo la
creazione di due equilibri di segno opposto se ci muoviamo da (a) a (c), op-
pure la fusione ed il reciproco annullamento degli equilibri se ci muoviamo
da (c) ad (a).

Il fenomeno illustrato è del tutto simile alla biforcazione tangente che
abbiamo già visto nel caso delle mappe in una dimensione. La differenza
rispetto al caso della mappa è che qui vi sono diversi tipi di equilibri stabili
o instabili, e quindi c’è una maggior varietà anche nelle possibili biforcazioni.

(a) La biforcazione centro–sella. Come modello definito, consideriamo il
caso, mutuato dalla Meccanica, di una particella in moto rettilineo soggetta
ad un potenziale della forma

(4.17) V (x) = λx− 1

3
x3 ,

dove supponiamo che λ possa variare in un intervallo che contenga il va-
lore critico λc = 0. Questo modello descrive qualitativamente, anche se non
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(a) (b) (c)

Figura 4.18. La pallina su una guida verticale come esempio di bi-

forcazione tangente.

esattamente, il caso della pallina su una guida verticale che abbiamo appena
illustrato.3 L’equazione di Newton nel piano delle fasi si scrive4

(4.18) ẋ = y , ẏ = −λ+ x2 .

Non vi sono soluzioni di equilibrio per λ < 0; per λ = 0 c’è l’unica soluzione
x = y = 0; per λ > 0 vi sono le due soluzioni x = ±

√
λ, y = 0.

La matrice jacobiana del sistema di equazioni è

Aλ(x, y) =

(

0 1
2x 0

)

.

Da qui si calcolano le matrici del sistema linearizzato nei punti di equilibrio

Aλ(0, 0) =

(

0 1
0 0

)

per λ = 0, e

Aλ(−
√
λ, 0) =

(

0 1
−2

√
λ 0

)

, Aλ(
√
λ, 0) =

(

0 1
2
√
λ 0

)

per λ > 0. Si vede che per λ = 0 si ha un caso degenere in cui ambedue gli
autovalori sono nulli. Per λ > 0 si ha invece un centro in x = −

√
λ ed una

sella in x =
√
λ. Si dice che è avvenuta una biforcazione centro–sella.

La dinamica completa del sistema è descritta dal diagramma di
fase, rappresentato in figura 4.19. Il tracciamento della figura è facilitato

dall’esistenza dell’integrale primo dell’energia, E = 1

2
y2 + λx− x3

3
.

3 Non si confonda la forma del potenziale V (x) con quella della guida. Il lettore
che abbia la pazienza di scrivere le equazioni di moto per la pallina, anche
pensata come puntiforme, vedrà che sono diverse da quelle scritte poco più
avanti, perché compaiono altri termini non lineari.

4 Ricordiamo che nel caso di un sistema ad un grado di libertà la relazione tra
forza e potenziale è F (x) = − dV

dx
.
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(a): λ = −0.1 (b): λ = 0 (c): λ = 0.1

Figura 4.19. Il diagramma di fase per l’equazione (4.18), che illustra

la biforcazione centro–sella.

Tr A

det A

Tr A

det A

(a) senza attrito (b) con attrito

Figura 4.20. La rappresentazione di traccia e determinante della

matrice linearizzata negli equilibri per i casi delle equazioni (4.18)

(senza attrito) e (4.19) (con attrito).

Può essere interessante anche tracciare la posizione dei punti di equili-
brio sul diagramma della figura 3.6, come nel riquadro (a) della figura 4.20.
Dal momento che TrAλ = 0, ci troviamo sull’asse delle ordinate. L’equilibrio
nasce con una biforcazione tangente nell’origine; poi, al crescere di λ, i punti
che rappresentano i due equilibri distinti si separano muovendosi in versi
opposti lungo la direzione verticale.

(b) La biforcazione nodo–sella. L’esempio precedente può modificarsi
aggiungendo un attrito, e riscrivendo le equazioni come

(4.19) ẋ = y , ẏ = −λ+ x2 − γy ,

dove γ è un parametro reale che assumeremo positivo. I punti di equilibrio
sono gli stessi del caso senza attrito, ma cambia la matrice del sistema linea-
rizzato. Un rapido calcolo dà

Aλ(x, y) =

(

0 1
2x −γ

)

.
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(a): λ = −0.2 (b): λ = 0 (c): λ = 0.2

Figura 4.21. Il diagramma di fase per l’equazione (4.19), che illustra

la biforcazione nodo–sella. In tutte le figure vale γ = 0.05.

per λ = 0, e

Aλ(−
√
λ, 0) =

(

0 1
−2

√
λ −γ

)

, Aλ(
√
λ, 0) =

(

0 1
2
√
λ −γ

)

per λ > 0. Dal riquadro (b) delle figura 4.20 si vede che l’equilibrio nasce
sull’asse delle ascisse, e precisamente con Tr Aλ(0, 0) = −γ; poi, al crescere
di λ i punti che rappresentano i due equilibri distinti si separano ancora
muovendosi lungo la verticale, in versi opposti. L’equilibrio (−

√
λ, 0) è un

nodo per γ > 8
√
λ, ovvero per λ piccoli, e si trasforma in un fuoco al crescere

di λ. L’equilibrio (
√
λ, 0) è una sella per tutti i λ positivi. Se si lascia variare

γ in un intorno dell’origine si vede che il nodo è stabile per γ > 0, e diventa
instabile per γ < 0.

Il tracciamento del diagramma di fase è un po’ più complesso rispetto
al caso conservativo. In effetti, si perde la conservazione dell’energia, sicché
il grafico delle orbite non si riconduce a quello delle curve di livello di una
funzione nota. Si può però osservare che considerando ancora l’energia del
caso senza attrito, ossia E = y2/2+λx−x3/3, se ne può valutare la derivata
temporale (o derivata di Lie) come

Ė = yẏ + (λ− x2)ẋ = −γy2 ,

ove si è tenuto conto delle equazioni (4.19). Per γ non troppo grande le orbite
non sono troppo dissimili da quelle del caso conservativo, ma ne differiscono
per la decrescita sistematica dell’energia. Il grafico è riportato in figura 4.21.
La differenza cruciale è proprio nel punto di equilibrio stabile, che per il
valore di γ considerato è un fuoco. Il caso γ > 8

√
λ non è rappresentato, ed

è lasciato al lettore come esercizio.
È utile soffermarsi un momento a considerare quali siano gli insiemi

α–limite ed ω–limite delle varie orbite, ed in particolare confrontare il dia-
gramma di fase del riquadro (c) di figura 4.21 con quello nel riquadro (c)
della figura 4.20. In quella figura vi è un’orbita omoclina che si chiude sul
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(a) (b) (c)

Figura 4.22. La pallina su una guida verticale a forma di U come

esempio di biforcazione a forchetta. La parte più bassa della guida

viene deformata con continuità fino a creare una cunetta, che provoca

la formazione di due nuovi equilibri.

punto di sella, e separa le orbite confinate all’interno, tutte chiuse o almeno
limitate, da quelle esterne, che vanno tutte all’infinito o ne provengono. Nel
caso con attrito di figura 4.21 l’orbita omoclina si è spezzata in due rami
distinti, uno dei quali proviene dall’infinito ed ha il punto di sella come ω–
limite, mentre l’altro ha il punto di sella come α–limite ed il punto di fuoco
stabile come ω–limite. La regione invariante è sparita.

4.5.2 La biforcazione a forchetta

Il modello di riferimento è una pallina su una guida a forma di U il cui
fondo venga deformato fino a formare una cunetta, come rappresentato in
figura 4.22. È intuitivo che la formazione della cunetta renda instabile la
posizione di equilibrio sul fondo, e crei due equilibri stabili ai lati. La tran-
sizione tra le due situazioni si distingue solo perché il fondo diventa molto
piatto. Ciò può esprimersi matematicamente pensando ad una funzione come
y = x4, per la quale si annullano tre derivate in corrispondenza dello zero,
confrontata con una funzione come x2, che ha una sola derivata nulla.

In questo caso si verifica una biforcazione a forchetta del tutto analoga
a quella che abbiamo già visto nel caso delle mappe in una dimensione. La
differenza sta ancora nel fatto che la biforcazione può dare origine ad equilibri
di natura diversa.

(a) La biforcazione centro–centro–sella. Facciamo ricorso ancora una volta
ad un sistema meccanico per illustrare meglio il fenomeno. Consideriamo un
punto sulla retta soggetto al potenziale

(4.20) V (x) = −λx
2

2
+
x4

2
.

Il sistema di equazioni corrispondente nel piano della fasi si scrive

(4.21) ẋ = y , ẏ = λx− x3 .

Per λ < 0 esiste un solo equilibrio x = 0 , y = 0, che in approssimazione



160 Capitolo 4

(a): λ = −0.1 (b): λ = 0 (c): λ = 0.1

Figura 4.23. Il diagramma di fase per l’equazione (4.21), che illustra

la biforcazione a forchetta nel caso conservativo. Un centro si tramuta

in una sella, e dà origine a due centri distinti.

(a): λ = −0.2 (b): λ = 0 (c): λ = 0.2

Figura 4.24. Il diagramma di fase per l’equazione (4.22), che illustra

la biforcazione a forchetta nel caso non conservativo. Un fuoco stabile

si muta in una sella, e dà origine a due fuochi stabili. In tutte le figure

vale γ = 0.05.

lineare si verifica essere un centro. Per λ = 0 l’equilibrio (0, 0) resta ancora
unico, ma dall’approssimazione lineare si vede che si tratta di un caso de-
genere con ambedue gli autovalori nulli. Per λ > 0 l’equilibrio (0, 0) continua
ad esistere, ma si è mutato in una sella, mentre sono comparsi due nuovi
equilibri (±

√
λ, 0) che in approssimazione lineare risultano essere centri.

L’analisi completa della dinamica richiede il tracciamento del dia-
gramma di fase, riportato in figura 4.23. Anche qui il compito è facilitato
dall’esistenza della costante del moto dell’energia, E = y2/2+V (x). Il lettore
noterà che il caso (b), corrispondente al valore critico λ = 0, non differisce
qualitativamente dal caso (a), ma le curve chiuse si sono alquanto schiac-
ciate, come se si preparassero a congiungersi al centro per formare la figura
ad otto delle separatrici che compaiono nel riquadro (c). Ciò è conseguenza
dell’annullarsi della derivata seconda del potenziale nel punto di equilibrio.
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Figura 4.25. Il fenomeno della cattura delle orbite da parte di at-

trattori distinti.

(b) La biforcazione fuoco–fuoco–sella. Come abbiamo fatto per il caso della
biforcazione tangente, anche qui possiamo modificare il modello aggiungendo
un piccolo attrito, e considerando il sistema di equazioni

(4.22) ẋ = y , ẏ = λx− x3 − γy .

Le posizioni degli equilibri al variare del parametro rimangono quelle del
caso senza attrito, ma muta la loro caratterizzazione mediante l’analisi del
sistema linearizzato. L’equilibrio (0, 0) è un fuoco stabile per λ < 0, e si
muta in una sella per λ > 0 passando per il caso degenere di un autovalore
nullo per λ = 0. I punti di equilibrio (±

√
λ, 0), che esistono solo per λ > 0

risultano essere dei fuochi stabili.
Il diagramma di fase è riportato in figura 4.24. Anche qui si nota lo

schiacciamento delle curve in corrispondenza al valore critico λ = 0 del
riquadro (b), che prelude alla formazione della sella del riquadro (c).

Si può aggiungere qualche osservazione sul comportamento delle sepa-
ratrici, ossia delle orbite omocline che nella figura 4.23–(c) delimitano la
regione corrispondente al moto entro una delle due cunette del potenziale
separandola da quella dei movimenti che passano da una cunetta all’altra.
Ciascuna delle separatrici si è spezzata in due rami, uno dei quali proviene
dall’infinito ed ha come ω–limite il punto di sella, mentre il secondo ha il
punto di sella come α–limite ed il punto di fuoco come ω–limite.

Il lettore potrà anche osservare un fenomeno interessante, messo in evi-
denza in figura 4.25. Per comprenderlo dobbiamo rifarci alla nozione di ba-
cino di attrazione. Ciascuno dei due punti di fuoco è attrattore di un insieme
di orbite, quelle che hanno quel punto come ω–limite, che in questo caso pos-
sono essere ben individuate. In effetti, le curve stabili ed instabili del punto
di sella separano lo spazio delle fasi in due regioni che sono proprio i bacini
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di attrazione dei due punti. Nella figura il bacino di attrazione del punto
di fuoco di sinistra è rappresentato in grigio, mentre il bacino di attrazione
del punto di destra è bianco. Si vede come i due bacini abbiano la forma
di strisce che si avvolgono l’una sull’altra. Il punto di sella con le sue curve
stabili ed instabili svolge di fatto la funzione di separatore: quando un’orbita
arriva in prossimità della sella viene dirottata verso uno dei due attrattori,
e da quel momento i destini di punti vicini che si trovano da lati opposti
rispetto alla curva stabile una separatrice si separano.5 È questo un mecca-
nismo che riveste un interesse notevole in molti fenomeni. Uno dei più noti
è la cattura in risonanza che si osserva spesso nella dinamica degli asteroidi
e dei satelliti nel sistema solare.

4.5.3 Altri esempi

Le caratteristiche di stabilità degli equilibri possono mutare, come si vede
considerando ad esempio il modello di un punto soggetto al potenziale

(4.23) V (x) = λ
x2

2
− x4

4
.

Le equazioni corrispondenti si scrivono immediatamente

(4.24) ẋ = y , ẏ = −λx+ x3

Diamo qui una breve descrizione della biforcazione, lasciando al lettore il
compito di tracciare il diagramma di fase. Per λ < 0 vi sono tre posizioni di
equilibrio: (0, 0) che è un centro, e (±

√
λ, 0) che sono due selle. Questi ultimi

equilibri cadono sull’origine per λ = 0, lasciando un solo equilibrio che per
λ > 0 diventa una sella. Si tratta del fenomeno che abbiamo già descritto
come biforcazione inversa.

Una situazione simile si ha aggiungendo ancora un piccolo attrito, ossia
considerando il sistema di equazioni

ẋ = y , ẏ = −λx+ x3 − γy .

Lo studio qualitativo di quest’ultimo caso è lasciato al lettore.

4.5.4 La biforcazione di Hopf

La biforcazione che discutiamo qui non ha riscontro tra quelle che abbiamo
visto per il caso della mappa dell’intervallo. In effetti, l’oggetto che nasce in

5 L’affermazione fatta qui sembra essere in contrasto con il teorema che garan-
tisce la continuità del flusso rispetto ai dati iniziali. In realtà la continuità
non viene violata. Se si riflette su come evolve, ad esempio, un piccolo disco
di dati iniziali intorno ad un punto delle curva stabile ci si rende conto che
questo viene stirato dalla dinamica in una sorta di filamento sottilissimo che si
distende lungo i due rami della curva instabile, attraversando sempre la curva
stabile. Il lettore troverà più semplice immaginare questo fenomeno riferendosi
al caso del punto di sella di un sistema lineare.
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corrispondenza al valore critico di un parametro non è un nuovo equilibrio,
ma un ciclo limite.

Per illustrare il fenomeno consideriamo il sistema

(4.25) ẋ = λx− y − x(x2 + y2) , ẏ = x+ λy − y(x2 + y2) ,

dove λ è un parametro reale. Il sistema linearizzato nell’origine è

ẋ = λx− y , ẏ = x+ λy .

Per λ < 0 si tratta di un fuoco stabile, che al crescere di λ si tramuta prima
in un centro, per λ = 0, e poi in un fuoco instabile, per λ > 0 . Questo
passaggio non comporta la creazione di nuovi equilibri.

Il fenomeno di biforcazione si manifesta esaminando il diagramma di fase
al variare del parametro. A tal fine è praticamente indispensabile passare a
coordinate polari, seguendo il procedimento che abbiamo già usato più volte
ed è illustrato nel paragrafo 3.3.3. Le equazioni trasformate sono

(4.26) ṙ = r(λ− r2) , ϑ̇ = 1 .

La forma semplice di queste equazioni rende alquanto agevole il tracciamento
del diagramma di fase. L’angolo ϑ evolve sempre uniformemente nel tempo,
ed il fenomeno della biforcazione è descritto dall’equazione per r. Per λ < 0
il termine non lineare non modifica la natura di fuoco stabile del punto di
equilibrio, il che del resto concorda con la teoria che abbiamo esposto nel
paragrafo 3.5.3. Per λ = 0 la forma particolare del sistema mantiene la carat-
teristica di centro dell’equilibrio. Per λ > 0 si crea un ciclo limite attrattivo
in corrispondenza a r =

√
λ. Ciò non è in contrasto con la teoria del para-

grafo 3.5.3. In effetti, il punto di equilibrio si trasforma in un fuoco instabile,
e la teoria ci assicura che in un intorno sufficientemente piccolo dell’equilibrio
le orbite del sistema non lineare hanno forma di spirale che esce asintotica-
mente dall’equilibrio. Questo è quanto effettivamente accade, ad esempio, nel
disco di raggio ̺ < λ/2, per quanto piccolo esso possa essere. L’effetto della
non linearità si fa sentire ad una certa distanza dall’equilibrio, ripristinando
l’evoluzione a spirale che cade sul centro, ed in tal modo provoca la nascita
di un’orbita periodica.

Il fenomeno che abbiamo descritto è la biforcazione di Hopf.

4.5.5 L’indice di Poincaré e le biforcazioni

Il lettore avrà notato che tutte le situazioni di biforcazione che abbiamo
illustrato, e che danno luogo alla nascita o alla distruzione di soluzioni di
equilibrio, corrispondono alla mutazione di punti di sella in nodi, fuochi o
centri e viceversa. In altre parole, se riferendosi al diagramma di biforcazione
della figura 3.6 si segue nel piano TrA, det A lo spostamento del punto che
caratterizza l’equilibrio si ha un attraversamento dell’asse delle ascisse. In-
vece, l’attraversamento dell’asse delle ordinate o della parabola ∆ = 0 non
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provoca la nascita di nuove soluzioni di equilibrio, ma solo un cambiamento
qualitativo delle orbite nell’intorno dell’equilibrio.

Ai fini dello studio delle biforcazioni la proprietà (v) della propo-
sizione 4.5 è particolarmente rilevante. In effetti, considerando una curva
chiusa che racchiude la regione ove avviene la biforcazione (ma non viene
attraversata da altri equilibri al variare del parametro) si ha che l’indice di
Poincaré corrispondente non può mutare in conseguenza della biforcazione.
Ciò pone forti restrizioni sulla possibile nascita di nuovi equilibri.

Tornando agli esempi discussi in questo paragrafo si osserva subito che
il caso della biforcazione tangente corrisponde ad indice di Poincaré nullo,
e quello della biforcazione a forchetta corrisponde ad indice ±1. Si verifica
subito che in tutti i casi discussi l’indice di Poincaré è conservato.

Analogamente, si comprende come possa avvenire impunemente la mu-
tazione di un equilibrio da nodo a fuoco e poi a centro o viceversa senza
creazione di nuovi equilibri: l’indice di Poincaré in effetti non muta.

È interessante anche esaminare cosa accade per i cicli limite. In effetti,
l’indice di un ciclo limite è +1. Di conseguenza, all’interno di un ciclo limite
deve esserci necessariamente un punto di equilibrio. Se questo punto è unico,
non può essere che un nodo, un centro o un fuoco. Se vi sono più punti di
equilibrio, allora la somma del numero dei punti di nodo, centro e fuoco deve
superare di 1 il numero dei punti di sella.


