
5
OSCILLAZIONI

Basta un attimo di riflessione per rendersi conto di quale impatto abbiano
i fenomeni periodici sulla nostra esistenza. L’alternarsi del giorno e della
notte domina la nostra vita quotidiana; il ciclo annuale delle stagioni e le
fasi della luna sono fenomeni che rivestono un’importanza fondamentale per
l’agricoltura. Ma accanto a queste manifestazioni per cos̀ı dire macroscopiche
vi sono fenomeni periodici meno appariscenti ma non meno determinanti. In
astronomia ed in astrofisica conosciamo: la periodicità dei moti planetari
descritta dal modello Kepleriano e messa in discussione dalle perturbazioni
reciproche tra i pianeti che provocano i fenomeni di precessione; il ripetersi
delle eclissi di sole o di luna; i fenomeni di accoppiamento spin–orbita re-
sponsabili, ad esempio, del fatto che la luna rivolge sempre la stessa faccia
alla terra; le variazioni periodiche di luminosità che ci segnalano l’esistenza
di stelle doppie o di pianeti ruotanti attorno a qualche stella; i segnali pe-
riodici inviati da sorgenti extragalattiche. In biologia molti fenomeni sono
regolati dal ritmo circadiano (o giornaliero, dal latino circa diem). La luce
– l’abbiamo appreso a prezzo di faticose ricerche – è un’oscillazione perio-
dica del campo elettromagnetico che si propaga nello spazio sotto forma di
onda. La possibilità di ascoltare la radio, o vedere la televisione, o di comuni-
care tramite un telefono cellulare o satellitare si fondano sulla possibilità di
generare onde elettromgnetiche del tutto simili a quelle luminose – cambia la
frequenza. La musica che ascoltiamo si propaga sotto forma di onda di pres-
sione dell’aria, che le nostre orecchie sono in grado di rivelare. Il fatto stesso
che noi possiamo misurare il tempo è dovuto al ripetersi di un fenomeno
periodico di frequenza ben determinata, ed alla possibilità di costruire un
meccanismo che conti il numero di periodi, ovvero di oscillazioni di un pen-
dolo, o di un bilanciere, o di un cristallo di quarzo. Tutto questo per citare
solo pochi casi.

Questo capitolo è dedicato a discutere una serie di modelli che descrivono
i moti oscillatori. Si parte col modello elementare dell’oscillatore armonico
– le oscillazioni descritte da un’equazione lineare – per proseguire poi con i
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modelli non lineari, quelli dissipativi, i sistemi forzati periodicamente. Intro-
durremo nel contempo alcune tecniche matematiche per trattare le equazioni.
Tra queste emerge in particolare il metodo della media.

5.1 I modelli lineari ed autonomi

Iniziamo la nostra rassegna considerando i modelli lineari, che sono integra-
bili in modo completo con i metodi illustrati nel capitolo 3. Non si deve però
sottovalutare l’utilità di questi modelli. Vedremo ben presto che modifiche
anche piccole introducono subito difficoltà consistenti nel calcolo, rendendo
necessario ancora una volta il ricorso a metodi qualitativi di indagine e a
procedimenti di approssimazione.

5.1.1 Equazione dell’oscillatore armonico

Il modello più elementare di sistema oscillante è costituito dall’oscillatore
armonico, descritto dall’equazione

(5.1) ẍ+ ω2x = 0

dove ω è un parametro positivo. Passando alla rappresentazione nel piano
delle fasi descritto dalle coordinate (x, y) si riscrive l’equazione nella forma

(5.2) ẋ = y , ẏ = −ω2x

L’origine è evidentemente l’unico punto di equilibrio. Applicando i metodi
illustrati nel paragrafo 3.2.2 si trova che tale equilibrio è un centro. La
soluzione generale dell’equazione si scrive

(5.3) x(t) = A cos(ωt+ ϕ)

dove A (detta ampiezza) e ϕ (detta fase iniziale) sono costanti dipendenti
dai dati iniziali. Si tratta, come ben si vede, di una funzione periodica del
tempo con periodo T = 2π/ω, o con frequenza angolare ω.

La forma stessa della soluzione mette in evidenza una caratteristica
dell’oscillatore armonico: l’isocronismo delle oscillazioni. In effetti, la fre-
quenza di oscillazione risulta essere indipendente dall’ampiezza. Vedremo
tra poco che l’aggiunta di termini non lineari solitamente distrugge questa
proprietà, rendendo la frequenza funzione del periodo. Questo fatto costitu-
isce un problema non banale quando si voglia far uso di un sistema oscillante
per misurare il tempo: problema, questo, che viene di fatto superato grazie
al fenomeno del ciclo limite.1

1 Una breve nota storica. Già Galileo (1564-1642) aveva messo in evidenza
l’isocronismo delle piccole oscillazioni del pendolo. La sua osservazione era
connessa alla sua ricerca di strumenti che permettessero di misurare il tempo
con precisione. Più avanti vedremo che il calcolo del periodo del pendolo giu-
stifica ampiamente l’osservazione di Galileo. La ricerca di meccanismi che
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Non ci sarebbe molto da aggiungere, ma può essere opportuno ricor-
dare o introdurre fin d’ora alcuni concetti e trasformazioni di coordinate che
saranno utili nel seguito.

È ben noto che l’equazione (5.2) ammette l’integrale primo (o costante
del moto) dell’energia

(5.4) E =
1

2

(

y2 + ω2x2
)

Per inciso, la conoscenza di questo integrale primo consente di tracciare
immediatamente le orbite sul piano delle fasi, che sono ellissi con centro
nell’origine.

5.1.2 Le variabili d’angolo–azione per l’oscillatore armonico

È ben noto che l’equazione (5.2) ammette l’integrale primo (o costante del
moto) dell’energia

(5.5) E =
1

2

(

y2 + ω2x2
)

Per inciso, la conoscenza di questo integrale primo consente di tracciare
immediatamente le orbite sul piano delle fasi, che sono ellissi con centro
nell’origine.

Il procedimento di riduzione delle equazioni (5.2) in forma normale il-
lustrato al paragrafo 3.2.2 induce subito ad introdurre le nuove coordinate
nello spazio delle fasi

(5.6) ξ =
√
ωx , η =

y√
ω
.

La trasformazione si inverte in modo banale. Le equazioni nelle nuove varia-
bili si scrivono

(5.7) ξ̇ = ωη , η̇ = −ωξ

producessero oscillazioni isocrone diede origine al problema della tautocrona:
trovare una curva (collocata nel piano verticale) tale che un punto materiale
che si muova su di essa sotto l’azione della sola gravità compia oscillazioni
isocrone. Il problema fu risolto nel 1659 da Christiaan Huygens (1629–1695):
la curva cercata è la cicloide. Curiosamente, la stessa curva risolve anche il
problema classico della brachistocrona, ossia di trovare la curva che minimizza
il tempo di discesa di un grave tra due punti fissati nel piano verticale, sempre
sotto l’azione della sola gravità. Questo secondo problema fu risolto nel 1696
da Johann Bernoulli (1667-1748). Per inciso, nella Proposizione XLIV del II
Libro dei Principia Newton mostra che se si mette un liquido non viscoso
in un tubo ad U si ottiene un sistema che compie oscillazioni isocrone, del
tutto equivalente al pendolo cicloidale di Huygens. L’invenzione dell’orologio
a pendolo è dovuta a Huygens, che costrùı il primo modello nel 1656.



168 Capitolo 5

Inoltre l’energia si scrive

(5.8) E =
ω

2

(

ξ2 + η2
)

,

sicché le orbite nel piano delle fasi sono rappresentate più elegantemente
da circonferenze. Si potrebbe procedere, a questo punto, ad introdurre le
coordinate polari, seguendo ancora il procedimento del paragrafo 3.2.2, ma
è spesso più conveniente introdurre delle coordinate di poco diverse, dette
variabili d’angolo–azione.

(5.9) ξ =
√

2I cosϑ , η =
√

2I sinϑ .

Il significato geometrico è ovvio: l’azione I è l’area della circonferenza che
rappresenta l’orbita, divisa per 2π, e l’angolo ϑ coincide con l’angolo sulla
circonferenza stessa. Si osservi anche la relazione tra azione ed energia

(5.10) E = ωI .

La trasformazione delle equazioni si può effettuare a vista, senza nessun
calcolo. Infatti, l’azione è un integrale primo (il flusso non cambia l’area della
circonferenza), e l’angolo evolve uniformemente con velocità angolare2 −ω.
Le equazioni sono dunque

(5.11) İ = 0 , ϑ̇ = −ω .

Nel seguito potrà essere utile anche conoscere la trasformazione diretta dalle
coordinate x, y alle variabili d’angolo–azione, che si scrive

(5.12) x =

√

2I

ω
cosϑ , y =

√
2ωI sinϑ ,

e l’espressione dell’azione

(5.13) I =
1

2

(

y2

ω
+ ωx2

)

.

La preferenza per le variabili d’angolo azione rispetto alle coordinate
polari è giustificata da una proprietà geometrica: la trasformazione conserva
l’area, come si verifica facilmente calcolando il determinante della trasfor-
mazione (5.12) e constatando che vale 1. Si tratta di una proprietà che ci
risulterà utile nel seguito.3

2 Il segno negativo è dovuto al fatto che nel piano di fase x, y l’orbita viene
percorsa in senso orario.

3 Il lettore che abbia qualche familiarità con la Meccanica Analitica riconoscerà
immediatamente che la trasformazione (5.9) è canonica, mentre la consueta
trasformazione e coordinate polari non lo è.
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Tr A

det A

ω2

nodo
instabile

fuoco
instabile

fuoco
stabile

nodo
stabile

centro

Figura 5.1. La curva descritta da TrA e detA al variare di γ per

l’oscillatore armonico smorzato descritto dalla (5.14). I punti messi in

evidenza in nero corrispondono ai casi dei nodi degeneri, che segnano

la transizione da nodo a fuoco, e di centro, che segna il cambio di

stabilità.

5.1.3 Le oscillazioni smorzate

Aggiungiamo un termine di attrito viscoso all’equazione dell’oscillatore ar-
monico, considerando il sistema

(5.14) ẍ+ γẋ+ ω2x = 0

Come esercizio matematico, permettiamo alla costante γ di assumere
qualunque valore reale. L’equazione è lineare, ma non completamente banale

come nei casi visti fin qui. La matrice dei coefficienti è A =

(

0 1
−ω2 −γ

)

.

Dunque abbiamo

TrA = −γ , det A = ω2 .

Osserviamo il diagramma di biforcazione della figura 5.1. Al variare di
γ da −∞ a +∞ si percorre una retta orizzontale ad altezza ω2, da destra
verso sinistra. Sono possibili i comportamenti seguenti:

(i) Nodo instabile per γ < −2ω;
(ii) Nodo degenere instabile per γ = −2ω
(iii) Fuoco instabile per γ > −2ω < 0;
(iv) Centro per γ = 0; è il caso dell’oscillatore armonico;
(v) Fuoco stabile per 0 < γ < 2ω;
(vi) Nodo degenere stabile per γ = 2ω;
(vii) Nodo stabile per γ > 2ω.

Il quadro completo dei comportamenti possibili, con la sola eccezione del
caso del centro, è riassunto in figura 5.2.

Per scrivere in modo esplicito le soluzioni occorre eseguire il procedi-
mento indicato nel paragrafo 3.2. Diamo qui i risultati per i casi γ > 0,
lasciando al lettore la facile verifica.
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a: γ = −3 b: γ = −2

c: γ = −0.3 d: γ = 0.3

e: γ = 2 f: γ = 3

Figura 5.2. Il diagramma di fase al variare di γ per l’equazione

lineare ẍ = −x− γẋ .
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(i) Per 0 < γ < 2ω si ha attrito debole. Gli autovalori sono λ = µ ± iν,

con µ = −1
2γ e ν = 1

2

√

4ω2 − γ2 . La soluzione generale si scrive

x(t) = Ae−µt cos(νt+ ϕ) ,

dove A e ϕ devono essere determinati dalle condizioni iniziali. Si os-
servi che il movimento è ancora oscillatorio, ma la frequenza è modi-
ficata rispetto a quella del caso senza attrito. Il sistema esegue infi-
nite oscillazioni attorno al punto di equilibrio, ma l’ampiezza decresce
esponenzialmente.

(ii) Per γ = 2ω si ha un solo autovalore λ = −γ/2, di molteplicità 2. La
soluzione generale si scrive

x(t) = Aeλt +Bteλt ,

con le costanti A e B da determinare mediante le condizioni iniziali.
Il sistema si porta all’equilibrio facendo al più mezza oscillazione.

(iii) Per γ > 2ω si ha la coppia di autovalori reali e distinti λ1,2 =
1
2

(

−γ/2 ±
√

2 − 4ω2
)

. La soluzione generale si scrive

x(t) = Aeλ1t +Beλ2t ,

anche qui con due costanti A e B da determinarsi mediante le con-
dizioni iniziali. È il caso del cosiddetto sovrasmorzamento. Anche qui
il sistema esegue al più una mezza oscillazione, e poi si avvia mesta-
mente verso l’equilibrio.

5.2 Oscillazioni non lineari

Il modello più semplice di sistema soggetto ad oscillazioni non lineari è cer-
tamente quello della Meccanica, quando si consideri l’equazione di Newton
per un punto di massa unitaria in moto su una retta e soggetto ad una forza
di richiamo verso un punto fissato, che possiamo sempre porre nell’origine.
Denotando con x la coordinata del punto e con f(x) la forza scriveremo
l’equazione

(5.15) ẍ = f(x) , f(0) = 0 , f ′(0) < 0 .

Col procedimento consueto possiamo poi passare al sistema di due equazioni

(5.16) ẋ = y , ẏ = f(x) .

Il procedimento di linearizzazione nell’intorno dell’equilibrio x = 0 ci per-
mette di approssimare il movimento mediante l’equazione lineare

ẋ = y , ẏ = −kx , −k = f ′(0) .

La matrice linearizzata del sistema è

A =

(

0 1
−k 0

)

, TrA = 0 , det A = k > 0 .
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Se facciamo riferimento al diagramma di biforcazione per i sistemi lineari di
figura 3.6 vediamo subito che il sistema si colloca sul lato positivo dell’asse
delle ordinate. L’equilibrio dunque è un centro, ed il moto è periodico con
frequenza ω =

√
k.

Fin qui l’approssimazione armonica. Ma la domanda spontanea è cosa si
possa dire sulla dinamica del sistema quando si tenga conto della non linea-
rità delle forza f(x). Questo tipo di problemi viene discusso abitualmente
nei corsi di Meccanica; quindi qui ci limitiamo a richiamare brevemente il
metodo di soluzione per quadrature ed in particolare il metodo di calcolo
del periodo di oscillazione. Discuteremo poi in maggior dettaglio il caso più
comune: quello del pendolo.

5.2.1 La riduzione alle quadrature

È noto dalla Meccanica che il sistema che stiamo considerando ha l’integrale
primo dell’energia

(5.17) E =
y2

2
+ V (x) , f(x) = −V ′(x) ,

dove l’energia potenziale V (x) (spesso chiamata semplicemente potenziale,
anche se il termine non è del tutto corretto) è determinata a meno di una
costante inessenziale.

La conoscenza di un integrale primo permette di tracciare con facilità il
diagramma di fase. Illustriamo il procedimento con un esempio. In figura 5.3
è rappresentato sia il grafico dell’energia potenziale che il diagramma di fase

per il caso V (x) = x2

2
− x3

3
. Con un rapido calcolo si vede che il sistema

ammette due punti di equilibrio: il punto x = y = 0 che è un centro, e il
punto x = 1, y = 0 che è una sella.

Le curve tracciate corrispondono a tre valori di energia che danno origine
a comportamenti diversi. Il valore E0 è quello di equilibrio, ma dà origine
anche ad un’orbita esterna che viene dall’infinito e ci torna. Il valore E1 dà
origine a due orbite. Una di esse è periodica, e corrisponde ad un movimento
limitato che nel piano di fase è una curva chiusa. È d’uso tra i fisici dire
che ci si trova in presenza di una buca di potenziale, e che l’energia E1

dà origine ad uno stato legato. La seconda orbita, che viene dall’infinito
e vi torna senza entrare nella buca, viene classificata come stato libero o
stato di scattering. Il valore di energia E2 corrisponde al massimo locale del
potenziale, e dà origine a 4 orbite distinte: un equilibrio, che è punto di sella;
un’orbita omoclina che separa gli stati legati dagli stati liberi, ed ha il punto
di sella come α–limite e come ω–limite; due orbite che hanno il punto di
sella l’una come α–limite (quella superiore) e l’altra come ω–limite (quella
inferiore). Il valore E3 corrisponde ad uno stato libero la cui orbita entra
nella buca, ma ha energia sufficiente per uscirne e tornare all’infinito da cui
è venuta.
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Figura 5.3. Il grafico dell’energia potenziale ed il diagramma di fase

per il potenziale V (x) = x
2

2
− x

3

3
.

Concentriamo la nostra attenzione sugli stati legati, ossia sulla regione
del piano di fase racchiusa dalla connessione omoclina che si chiude sul punto
di sella.

Proseguiamo l’esposizione considerando un potenziale V (x) il cui grafico
presenti un punto di minimo in x = 0, come rappresentato in figura 5.4. Fis-
sata l’energia E iniziale, che dovrà essere maggiore del valore del potenziale
nel minimo e non troppo alta per non incappare in punti di massimo del
potenziale, l’equazione V (x) = E ha due radici xmin < 0 < xmax. Ricor-
dando che y = ẋ, riscriviamo l’equazione dell’energia come

ẋ =
√

2
(

E − V (x)
)

,

che è un’equazione del primo ordine a variabili separabili. Possiamo dunque
scrivere la soluzione sotto forma di un integrale

t− t0 =
1√
2

∫ x

x0

dξ
√

E − V (ξ)
,

dove t0 ed x0 sono l’istante di tempo e la posizione iniziale. Il calcolo
dell’integrale dà una funzione monotòna del tempo, e dunque invertibile,
sicché è possibile calcolare la soluzione su un intero periodo. Questo basta per
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E

V(x)

xmaxOx xmin

Figura 5.4. Gli estremi di oscillazione per un punto entro una buca

di potenziale, ad energia fissata.

conoscere tutto il movimento. La riduzione al calcolo di un integrale di una
funzione nota, oltre alle operazioni algebriche consuete tra cui l’inversione
di funzione, viene detta appunto integrazione per quadrature.

Il calcolo del periodo è anche piu semplice. Osservando che il movimento
con velocità positiva è simmetrico rispetto a quello con velocità negativa4 si
può calcolare il periodo come il doppio del tempo necessario per percorrere
il tratto [xmin, xmax], ovvero

(5.18) T =
√

2

∫ xmax

xmin

dx
√

E − V (x)
, ω =

2π

T
.

Il calcolo effettivo dell’integrale può non essere agevole, ma giova ricordare
ancora una volta che nelle applicazioni pratiche si può ben ricorrere al calcolo
numerico.

5.2.2 Il pendolo

Il modello matematico del pendolo è l’idealizzazione di un punto materiale
sospeso un’asticella incernierata in un punto fisso. Si assume che l’asticella sia
priva di massa, e perfettamente rigida ed inestensibile, e che il il moto possa
avvenire solo nel piano verticale, sotto l’azione della sola gravità. L’equazione
si scrive, nella sua forma più semplice, ϑ̈ + sinϑ = 0, dove ϑ rappresenta
l’angolo formato dalla direzione dell’asticella che sorregge la massa rispetto
alla verticale. Nel descrivere la dinamica occorre ricordare che lo spazio delle
configurazioni, che descrive le sole posizioni del punto materiale, e non la
sua velocità, è una circonferenza. Lo spazio delle fasi viene descritto più pro-
priamente da un cilindro che da un piano. Di ciò si tiene conto considerando

4 Si osservi che l’energia è funzione quadratica della velocità, sicché il valore
assoluto di quest’ultima è funzione univoca della posizione, e resta solo da
decidere il segno.
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Figura 5.5. Il diagramma di fase per il pendolo.

come equivalenti tutti i valori di ϑ che differiscono tra loro per multipli di 2π.
In pratica occorrerà considerare solo funzioni della coordinata ϑ che siano
periodiche di periodo 2π.

L’equazione ha la forma nota

(5.19) ϑ̈ =
g

l
sinϑ ,

dove g è l’accelerazione di gravità, e l’energia si scrive

(5.20) E =
1

2
v2 + V (ϑ) , V (ϑ) = −g

l
cosϑ ,

dove v = ϑ̇ è la velocità angolare.

Il diagramma di fase, ottenuto tracciando le curve di livello dell’energia,
è rappresentato in figura 5.5. Gli elementi interessanti sono: il punto di equi-
librio per E = −1, che è un centro; le curve chiuse corrispondenti a moti
periodici di oscillazione intorno all’equilibrio per −1 < E < 1; le separa-

trici che corrispondono ad orbite asintotiche sia nel passato che nel futuro al
punto di equilibrio superiore per E = 1; i moti periodici a carattere rotatorio
per E > 1.

Calcoliamo esplicitamente il periodo delle oscillazioni attorno al punto
di equilibrio inferiore, ϑ = 0. L’approssimazione lineare delle equazioni è

ϑ̇ = v , v̇ = −g
l
ϑ ,

che riconosciamo come equazione di un oscillatore armonico di frequenza
ω =

√

l/g. Il periodo in approssimazione armonica è dunque

(5.21) T = 2π

√

l

g
.
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Ci proponiamo di calcolare il periodo corretto mediante la formula ge-
nerale (5.18). Dall’espressione (5.20) dell’energia ricaviamo

T =
√

2

∫ ϑ0

−ϑ0

dϑ
√

E + g
l cosϑ

,

dove ϑ0 è l’ampiezza dell’oscillazione ad energia E fissata, −g
l < E < g

l ,

determinata dall’equazione E = g
l cosϑ0. È conveniente sostituire diretta-

mente questa espressione nell’integrale, e tener conto anche della simmetria
del potenziale rispetto allo zero, V (−ϑ) = V (ϑ); si ottiene

T =

√

8l

g

∫ ϑ0

0

dϑ√
cosϑ− cosϑ0

.

Malgrado la sua apparenza innocua, questo integrale non si calcola con
metodi elementari: lo si riconduce invece ad un integrale ellittico nel modo
seguente. Si ricorre alla formula trigonometrica cosα = 1 − 2 sin2 α

2 , e si
scrive

T = 2

√

l

g

∫ ϑ0

0

dϑ
√

sin2 ϑ0

2 − sin2 ϑ
2

.

Poi si esegue la trasformazione di variabile

sin
ϑ

2
= sin

ϑ0

2
sinϕ , 0 ≤ ϕ ≤ π

2
,

da cui si ricava

dϑ =
2 sin ϑ0

2
cosϕ

√

1 − sin2 ϑ0

2
sin2 ϕ

dϕ .

Sostituendo nell’integrale si ottiene

(5.22) T = 4

√

l

g
K

(

sin
ϑ0

2

)

,

dove

(5.23) K(m) =

∫ π/2

0

dϕ
√

1 −m2 sin2 ϕ
, 0 ≤ m < 1

è detto integrale ellittico completo di prima specie. I valori numerici di questo
integrale come funzione di m = sin ϑ0

2 o direttamente di ϑ0 si trovano nelle
tavole numeriche, ad esempio in [1].

Può essere interessante vedere come si possa almeno ottenere uno
sviluppo in serie dell’integrale ellittico valido per valori non troppo grandi
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Figura 5.6. Il grafico del rapporto tra il periodo T di oscil-

lazione del pendolo ed il periodo T0 = 2π
√

l/g calcolato mediante

l’approssimazione armonica. L’ampiezza è misurata in gradi.

dell’argomento m. Si sviluppa l’integrando in serie di potenze utilizzando la
formula del binomio di Newton5

1√
1 + x

= 1 +
1

2
x+

1 · 3
2 · 4x

2 +
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6x

3 + . . . =
∑

k≥0

(2k − 1)!!

(2k)!!
xk .

La serie è convergente per |x| < 1, e si può integrare termine a termine.
Ponendo x = m2 sin2 ϕ ed inserendo lo sviluppo in serie nella (5.23) si ottiene

K(m) = J0 +
1

2
m2J2 +

1 · 3
2 · 4m

4J4 + . . . =
∑

k≥0

(2k − 1)!!

(2k)!!
m2kJ2k ,

dove

J2k =

∫ π/2

0

sin2k ϕdϕ .

5 Qui abbiamo usato la notazione del semifattoriale: se n è pari (dispari) n!!
denota il prodotto dei numeri pari (dispari) fino a n compreso; inoltre si
definisce 0!! = 1.
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Questo ultimo integrale si calcola per ricorrenza, poiché

J0 =
π

2
, J2k =

2k − 1

2k
J2k−2 .

Si ottiene infine

K(m) =
π

2

(

1 +
1

4
m2 +

9

64
m4 + . . .

)

=
∑

k≥0

(

(2k − 1)!!

(2k!!)

)2

m2k .

Questa formula può essere utile per valori non troppo grandi dell’ampiezza.
Per ampiezze ϑ0 che si avvicinano a π occorrono formule di approssimazione
più adatte. A noi basta far uso di questa formula per avere un’idea della
bontà dell’approssimazione armonica per piccole ampiezze. A tal fine uti-
lizziamo lo sviluppo della funzione seno

m = sin
ϑ0

2
=
ϑ0

2
+

ϑ3
0

23 · 3!
+ . . .

e combinando le formule che abbiamo ricavato otteniamo l’approssimazione

T = 2π

√

l

g

(

1 +
1

16
ϑ2

0 + . . .

)

,

dove il primo termine trascurato è di ordine ϑ4
0. Vediamo dunque che per

ampiezze inferiori a 4 × 10−2, che corrisponde a circa 2◦, la differenza tra il
periodo armonico e quello reale è dell’ordine di 1/10 000.

In figura 5.6 è rappresentato il rapporto T/T0 tra il periodo T del pen-
dolo calcolato con la formula (5.22) ed il periodo T0 dato dall’approssimazione
armonica (5.21).6 Si osservi bene la scala verticale: per raddoppiare il peri-
odo rispetto a quello armonico bisogna raggiungere ampiezze di oscillazione
di circa 160◦. Poi la curva del periodo si impenna, e tende ad infinito quando
l’ampiezza tende a 180◦. In effetti, tale ampiezza corrisponde alla separatrice,
sulla quale il movimento cessa di essere periodico.

6 Il calcolo dell’integrale ellittico per tracciare il grafico in figura 5.6 è stato

eseguito mediante l’approssimazione[1]

K(m) = [a0 + a1(1 −m) + a2(1 −m)2 + a3(1 −m)3 + a4(1 −m)4]

−[b0 + b1(1 −m) + b2(1 −m)2 + b3(1 −m)3 + b4(1 −m)4] log(1 −m) ,

dove le costanti a0, . . . , a4, b0, . . . , b4 sono

a0 = 1.38629 436112 b0 = 0.5

a1 = 0.09666 344259 b1 = 0.12498 593597

a2 = 0.03590 092383 b2 = 0.06880 248576

a3 = 0.03742 563713 b3 = 0.03328 355346

a4 = 0.01451 196212 b4 = 0.00441 787012

L’errore commesso è dell’ordine di 10−8.
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Figura 5.7. Il diagramma di fase per il pendolo smorzato.

5.2.3 Il caso non lineare con attrito

Lo studio delle oscillazioni non lineari in presenza di attrito, anche nella
forma semplice di attrito viscoso (proporzionale alla velocità) non è affatto
agevole in generale: il primo problema che si presenta è che non si può più
individuare un integrale primo.

Esaminiamo brevemente il problema prendendo in considerazione il
modello del pendolo, sul quale abbiamo svolto uno studio completo nel caso
conservativo, e limitandoci ad uno studio qualitativo delle orbite.

L’equazione di Newton si scrive ϑ̈ = −g
l
sinϑ− γϑ̇, ovvero

(5.24) ϑ̇ = v , v̇ = −g
l

sinϑ− γv .

Le posizioni di equilibrio restano invariate rispetto al caso senza attrito:
ϑ = 0 è la posizione di equilibrio inferiore (stabile), e ϑ = π è la posizione di
equilibrio superiore (instabile).

Per studiare l’approssimazione lineare del sistema in prossimità dei punti
di equilibrio dobbiamo calcolare lo Jacobiano dei secondi membri

J(ϑ, v) =

(

0 1
−g

l
cosϑ −γ

)

.

Nel punto di equilibrio stabile, ϑ = 0, v = 0, lo Jacobiano vale

J(0, 0) =

(

0 1
−g

l −γ

)

.

Riferendoci al diagramma di biforcazione vediamo che il sistema si è spostato
dalla semiretta dei centri alla regione dei fuochi stabili o addirittura, per
valori di γ alti, alla regione dei nodi stabili. Il calcolo analogo per l’equilibrio
superiore mostra invece che questo è rimasto un punto di sella.

Per lo studio globale dell’andamento delle orbite si può osservare anzi-
tutto che la derivata di Lie dell’energia del pendolo E = 1

2
v2 − cosϑ è

LE = −γv2 ,
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ossia è sempre negativa, annullandosi solo per v = 0. Se ne deduce che tutte
le orbite tendono a spostarsi sistematicamente verso regioni di energia più
bassa.

La figura 5.7 riporta il diagramma di fase per γ abbastanza piccolo, il
che corrisponde spesso al caso di effettivo interesse dal punto di vista applica-
tivo. Si possono tracciare le orbite prendendo come riferimento il grafico del
caso conservativo e introducendo la decrescita sistematica dell’energia. Le
connessioni omocline (che nel piano appaiono come eterocline) non possono
continuare ad esistere come nel caso conservativo, perchè per farlo dovreb-
bero conservare la loro energia. In effetti, le curve instabili si avvolgono a
spirale sul punto di fuoco, sicché hanno il punto di sella dell’equilibrio supe-
riore come α–limite e l’equilibrio inferiore come ω limite. Le curve stabili, che
hanno il punto di sella come ω–limite, continuano ad esistere, come garan-
tito dal teorema della curva stabile, ma provengono dell’infinito. Infine, per
studiare la dinamica nella zona interna alle separatrici del caso conservativo
si può ricorrere a sezioni locali, che se sono trasversali al flusso per γ = 0
lo sono anche per γ > 0 ma piccolo. Sempre tenendo conto della decrescita
dell’energia si conclude che le sezioni successive devono avvicinarsi sistema-
ticamente all’origine, e quindi le orbite devono avere l’andamento a spirale
tipico dei punti di fuoco.

5.3 Le oscillazioni forzate di un sistema lineare

Veniamo ora a considerare il caso non autonomo. È particolarmente inte-
ressante il caso di un sistema oscillante che sia sottoposto ad una forzante
periodica. Il modello più semplice è quello di un oscillatore armonico che
obbedisca all’equazione

(5.25) ẍ+ ω2x = f(t) , f(t+ T ) = f(t) ∀t ∈ R .

Potremo poi includere nell’equazione un termine di attrito viscoso −γẋ.
Equazioni di questo tipo descrivono, almeno in prima approssimazione,

un gran numero di sistemi, dai circuiti elettrici alle apparecchiature mec-
caniche, alla dinamica degli asteroidi nel sistema solare. Il fenomeno più
rilevante è la risonanza. Noi ci limiteremo a studiare il caso di oscillatori li-
neari, per i quali i fenomeni di risonanza sono limitati e descrivibili in modo
relativamente semplice. Nel caso di sistemi non lineari le equazioni diven-
tano subito estremamente difficoltose, e tipicamente ci si trova in presenza
di sistemi che possono avere un comportamento caotico.

5.3.1 Oscillatore con forzante sinusoidale

Iniziamo lo studio con il caso semplice di un oscillatore armonico ssoggetto
ad una forzante sinusoidale, descritto dall’equazione

(5.26) ẍ+ ω2x = a cos νt ,
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Figura 5.8. Il movimento di un oscillatore armonico di frequenza

ω soggetto ad una forzante puramente sinusoidale di frequenza ν ben

diversa da ω. Le curve tratteggiate sono le singole componenti sinu-

soidali, che si ricompongono nella curva a tratto continuo.

dove a è una costante, e ν la frequenza angolare della forzante. Si tratta di
un’equazione lineare non omogenea, e dunque la sua soluzione si costruisce
sovrapponendo la soluzione generale dell’equazione omogenea associata, os-
sia dell’oscillatore armonico che ormai ben conosciamo, con una soluzione
particolare dell’equazione completa. Il metodo più diretto consiste nel cer-
care una soluzione che abbia la stessa frequenza della forzante, ossia abbia
la forma

x(t) = R cos νt .

Per sostituzione si verifica rapidamente che in effetti questa è una soluzione
purché sia ν 6= ω, e si ponga

(5.27) R =
a

ω2 − ν2
;

è questa la risposta dell’oscillatore alla forzante. La soluzione generale è la
sovrapposizione delle oscillazioni proprie di frequenza ω e delle oscillazioni

forzate di frequenza ν:

(5.28) x(t) = R cos νt+ A cos(ωt+ ϕ) ,

dove l’ampiezza A e la fase ϕ devono essere determinate mediante le con-
dizioni iniziali e R è dato dalla (5.27). Si osservi che l’ampiezza R delle
oscillazioni forzate non dipende dai dati iniziali.

Ad esempio, se imponiamo le condizioni iniziali x(0) = 0, v(0) = 0
(la forzante agisce su un punto inizialmente a riposo) troviamo facilmente
A = −R, ϕ = 0, e dunque potremo scrivere la soluzione come

(5.29) x(t) =
a

ω2 − ν2
(cos νt− cosωt)
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Figura 5.9. L’ampiezza |R| dell’oscillazione forzata come funzione

della frequenza ν della forzante.

L’andamento temporale di quest’ultima soluzione nel caso di frequenze ω e
ν ben distinte è riportato in figura 5.8.

L’aspetto interessante da osservare è la dipendenza delle risposta R come
funzione della frequenza ν della forzante, pensando ad un oscillatore con
frequenza fissata. In figura 5.9 è riportato il grafico di |R|. Il cambiamento
di segno dell’ampiezza si traduce in un cambiamento di π della fase delle
oscillazioni forzate: per ν < ω le oscillazioni forzate sono in fase con la
forzante; per ν > ω sono in contro–fase. Si osserva anche che la risposta
tende rapidamente a zero quando la frequenza della forzante diventa molto
alta. Infine, per ν prossimo a ω l’ampiezza delle oscillazioni forzate cresce
rapidamente, fino a diventare infinita quando le due frequenze coincidono.
Questo fenomeno, detto risonanza, merita una discussione più approfondita:
il tendere all’infinito dell’ampiezza indica chiaramente che in presenza di una
risonanza si possono avere effetti cospicui, e talvolta drammatici.7

Per comprendere meglio cosa accada riprendiamo la soluzione partico-
lare (5.29), e consideriamo delle frequenze ω = Ω + ε e ν = Ω − ε, con ε
molto piccolo rispetto a Ω, sicché la soluzione diventa

(5.30) x(t) =
a

4Ωε

[

cos(Ω − ε)t− cos(Ω + ε)t
]

.

7 Uno degli episodi più drammatici dovuti agli effetti della risonanza è il crollo
del ponte sospeso di Tacoma, nello stato di Washington. Il ponte, con una
campata di 1.9 km, fu aperto al traffico il 1 luglio 1940, e divenne rapida-
mente noto per il suo movimento ondulatorio dovuto alle raffiche di vento.
Il 7 novembre dello stesso anno, una giornata di vento particolarmente forte
(circa 70 Km/ora), il movimento ondulatorio divenne particolarmente mar-
cato e indusse un’oscillazione di tipo torsionale. La risonanza con le frequenze
naturali del ponte incrementò l’ampiezza delle oscillazioni, fino a superare il
limite di rottura della campata.
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(a)

(b)

Figura 5.10. Il fenomeno dei battimenti e della risonanza.

Facendo uso della formula di prostaferesi cosα + cosβ = 2 cos α+β
2 cos α−β

2
riscriviamo la soluzione nella forma più utile

(5.31) x(t) =
a

2Ωε
sin εt sin Ωt .

Tenuto conto della variazione lenta dell’oscillazione con frequenza ε si può
ben dire che questa formula descrive un movimento oscillatorio di frequenza
Ω la cui ampiezza è modulata dal fattore sin εt. Il grafico della soluzione
come funzione del tempo è rappresentato in figura 5.10–(a). La variazione
lenta ma periodica dell’ampiezza viene chiamata battimento.8

Nel caso in cui le due frequenze coincidano l’equazione (5.26) assume la

8 Quello dei battimenti è un fenomeno ben noto a chi abbia provato ad accor-
dare una chitarra: se due corde che vibrano contemporaneamente non sono in
perfetto unisono l’orecchio avverte una variazione periodica di intensità del
suono, con periodo tanto più lungo quanto più le frequenze sono vicine.
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forma

ẍ+ ν2x = a cos νt ,

e la soluzione (5.28) non si applica più direttamente. In generale dovremmo
trovare una soluzione particolare che non sia di semplice forma sinusoidale,
ad esempio col metodo di variazione delle costanti di Lagrange. Se però
consideriamo il caso semplice di un sistema inzialmente a riposo possiamo
sfruttare ancora la soluzione (5.31) calcolandone il limite per ε → 0. In
effetti, tenendo conto che sin εt

ε → t otteniamo la funzione (ricordiamo che
qui ω = ν = Ω)

(5.32) x(t) =
a

2ω
t sinωt ,

il cui grafico è rappresentato in figura 5.10(b). Come si verifica diretta-
mente, questa è effettivamente una soluzione particolare dell’equazione non
omogenea, e precisamente quella che corrisponde alle condizioni iniziali
x(0) = 0, ẋ(0) = 0 .

Più in generale, si può verificare che se sottoponiamo l’oscillatore ad
una forzante f(t) dipendente dal tempo, allora la soluzione del problema di
Cauchy

ẍ+ ω2x = f(t) , x(0) = x0 , ẋ(0) = v0

è data da

x(t) = x0 cosωt+
v0
ω

sinωt+
1

ω

∫ t

0

sinω(t− s) f(s) ds .

Il termine con l’integrale è la soluzione particolare dell’equazione non omoge-
nea corrispondente a dati iniziali nulli; la parte restante, x0 cosωt+ v0

ω sinωt,
è la soluzione generale dell’equazione omogenea, che contiene i dati iniziali.

5.3.2 Oscillazioni forzate e smorzate

Aggiungiamo ora all’equazione (5.26) un termine di smorzamento dovuto ad
un attrito viscoso. Studieremo dunque l’equazione

(5.33) ẍ+ γẋ+ ω2x = a cos νt .

Anche questa è un’equazione lineare non omogenea, per la quale dovremo
trovare una soluzione particolare. Procedendo come nel caso non smorzato
la cerchiamo della forma

x(t) = R cos(νt+ ψ) ,

dove abbiamo aggiunto un contributo di fase che si rivelerà necessario. Per
sostituzione otteniamo che R e ψ sono determinati dalle equazioni

(ω2 − ν2)R cosψ − γνR sinψ = a

(ω2 − ν2)R sinψ + γνR cosψ = 0 ,
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Figura 5.11. L’ampiezza R e la fase ψ dell’oscillazione forzata come

funzione della frequenza ν della forzante, nel caso di un oscillatore

soggetto ad attrito viscoso.

che hanno soluzione

(5.34)

R =
a

√

(ω2 − ν2)2 + γ2ν2

ψ = arctan
γν

ν2 − ω2
.

Il grafico di ampiezza e fase dell’oscillazione forzata è tracciato in figura 5.11.
Si nota immediatamente che anche in caso di risonanza esatta l’ampiezza non
tende più ad infinito. Inoltre il massimo della risposta si colloca a frequenza
di poco inferiore rispetto a quella propria dell’oscillatore.

La soluzione generale dell’equazione (5.33) si ottiene sovrapponendo la
soluzione particolare che abbiamo trovato, e che è indipendente dal dato
iniziale, alla soluzione generale dell’equazione omogenea. Quest’ultima ci è
ormai ben nota, perchè non è altro che l’oscillatore smorzato. Avremo dunque
la soluzione generale

(5.35) x(t) = R cos(νt+ ψ) + Ae−γt/2 cos

(

t

2

√

4ω2 − γ2 + ϕ

)

,

dove R e ψ sono date dalla (5.34), mentre le costanti arbitrarie A e ϕ devono
essere determinate mediante le condizioni iniziali. Dobbiamo però osservare
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che la componente delle oscillazioni proprie è soggetta a smorzamento espo-
nenziale. Quindi dopo un transiente dipendente dall’entità dello smorza-
mento questa componente viene filtrata, e resta solo l’oscillazione indotta
dalla forzante.

5.4 Il metodo della media

Gli esempi che abbiamo discusso fin qui sono il corredo di base di conoscenze
di chi si accinga a studiare sistemi soggetti ad oscillazioni. Il lettore potrà
averne ricavato l’impressione, in parte giustificata, che si tratti di modelli
supersemplificati, di interesse più per la loro relativa semplicità che per la
loro effettiva capacità di approssimare in modo più o meno valido dei sistemi
reali.

Il fatto notevole è che i modelli che più si avvicinano ai sistemi reali sono
spesso una combinazione degli elementi che abbiamo visto singolarmente:
un sistema non lineare soggetto a forze dissipative ed ad azioni esterne che
agiscono da forzanti. I modelli più complessi sono quelli che coinvolgono
diversi sistemi oscillanti tra loro interagenti.

Il fatto è che nella maggior parte dei casi i sistemi che contengono tutti
questi elementi sono non integrabili: il ricorso all’analisi qualitativa, quando
possibile, o a metodi di approssimazione è inevitabile. Qui introduciamo un
metodo classico, detto metodo della media per motivi che saranno evidenti
tra poco, il cui obiettivo è identificare un sistema non lineare che sia allo
stesso tempo trattabile con metodi analitici o qualitativi, e che descriva
in modo ragionevolmente approssimato la dinamica del sistema in esame.
Si tratta di fatto di una tecnica di prima approssimazione, che potrebbe
essere sviluppata in modo ben più completo. In questo paragrafo ci limitiamo
ad esporre l’idea nella sua forma più semplice, applicandola al caso di un
oscillatore non lineare.

Consideriamo le equazioni

(5.36) ẋ = ωy + εf(x, y) , ẏ = −ωx+ εg(x, y) ,

dove la parte lineare del sistema ha già la forma normale che abbiamo in-
trodotto nel paragrafo 3.2.2 per un oscillatore lineare di frequenza ω > 0.
Assumiamo che il parametro reale ε sia piccolo in valore assoluto, |ε| ≪ 1 ,
sicché il contributo dei termini f(x, y) e g(x, y) (che supponiamo non troppo
grandi almeno in un intorno dell’origine) si annulla con ε.

5.4.1 Equazioni in variabili d’angolo–azione

Riscriviamo la trasformazione a variabili d’angolo–azione

(5.37) x =
√

2I cosϑ , y =
√

2I sinϑ .
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Osserviamo che valgono le relazioni

(5.38) I =
1

2
(x2 + y2) , x sinϑ− y cosϑ = 0 ,

la prima delle quali altro non è che l’espressione dell’azione in coordinate
x, y. Mostriamo che le equazioni in variabili d’angolo–azione assumono la
forma

(5.39) İ =
√

2I(ẋ cosϑ+ ẏ sinϑ) , ϑ̇ =
1√
2I

(ẏ cosϑ− ẋ sinϑ) ,

dove ẋ e ẏ devono essere sostituiti con i secondi membri delle equazioni
differenziali che si vogliono studiare, espressi anch’essi in variabili d’angolo–
azione. Per ricavare le (5.39) deriviamo rispetto al tempo le relazioni (5.38),
ed otteniamo

İ = xẋ+ yẏ , ϑ̇(x cosϑ+ y sinϑ) = −ẋ sinϑ+ ẏ cosϑ .

Sostituendo ad x, y le (5.37) si ricavano le (5.39).

Vogliamo ora ricavare le equazioni in variabili d’angolo–azione per il
sistema (5.36). A tal fine basta sostituire nella formula generale (5.39) i
secondi membri delle equazioni, e si ricava

(5.40)
İ = ε

√
2I F (I, ϑ) ,

ϑ̇ = −ω +
ε√
2I

G(I, ϑ) ,

dove

(5.41)

F (I, ϑ) = f
(
√

2I cosϑ,
√

2I sinϑ
)

cosϑ

+ g
(
√

2I cosϑ,
√

2I sinϑ
)

sinϑ ,

G(I, ϑ) = g
(
√

2I cosϑ,
√

2I sinϑ
)

cosϑ

− f
(
√

2I cosϑ,
√

2I sinϑ
)

sinϑ ;

qui si deve intendere che gli argomenti x, y delle funzioni f(x, y) e g(x, y)
devono essere sostituiti dalle trasformazioni (5.37).

5.4.2 Equazioni mediate

Le equazioni (5.40) sono esatte, ma in generale alquanto difficili da trattare.
Si può però far uso del fatto che ε è un parametro piccolo, e procedere a
qualche approssimazione.

Il metodo più immediato consiste nell’osservare che la soluzione
dell’equazione per ϑ può scriversi

ϑ(t) = ϑ0 − ωt+
ε√
2I

∫ t

0

G
(

I(τ), ϑ(τ)
)

dτ ,
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ove ϑ0 è la fase iniziale. Se assumiamo che valga ε≪ ω e che l’azione iniziale
I0 sia positiva e non troppo piccola avremo che I(t) evolve lentamente, es-
sendo la sua derivata di ordine ε, e che l’evoluzione di ϑ(t) differisce poco da
quella lineare. Ciò sarà vero per tempi non troppo lunghi: una stima rozza
è (considerando ε > 0)
∣

∣I(t) − I0
∣

∣ = O(
√
ε) ,

∣

∣ϑ(t) − ϑ0 − ωt
∣

∣ = O(
√
ε) fino a |t| = O

(

1/
√
ε
)

.

L’idea è allora considerare l’azione della perturbazione mediata sull’angolo
ϑ, ossia sostituire i secondi membri delle equazioni (5.40) con la loro media su
un periodo di ϑ. Si ottiene cos̀ı il sistema mediato, che ha la forma generica

(5.42) İ = ε
√

2I F0(I) , ϑ̇ = −ω +
ε√
2I

G0(I) .

dove, nel caso che stiamo considerando,

(5.43)

F0(I) =
1

2π

∫ 2π

0

F (I, ϑ) dϑ ,

G0(I) =
1

2π

∫ 2π

0

G(I, ϑ) dϑ .

Il fatto rilevante qui è che l’equazione per l’azione I si è disaccoppiata da
quella per ϑ, e può trattarsi indipendentemente. Assumendo che questa sia
stata risolta, il secondo membro dell’equazione per ϑ diventa una funzione
nota di ϑ e t, e quindi anche questa seconda equazione si disaccoppia dalla
prima. Ci si attende dunque che il problema risulti più trattabile, pur non
dimenticando che si tratta pur sempre di un’approssimazione della soluzione
del sistema vero.

5.5 Il ciclo limite e le oscillazioni permanenti

Un tipico problema pratico è quello di ottenere sistemi oscillanti caratteriz-
zati non solo dalla persistenza nel tempo delle oscillazioni, ma anche da una
frequenza costante. Caratteristiche, queste, che richiamano subito alla mente
il comportamento del ciclo limite.

È questo uno dei casi in cui entrano in modo cruciale i tre elementi che
caratterizzano un sistema: la non linearità che introduce una dipendenza del
periodo dall’ampiezza; lo smorzamento dovuto agli attriti che tenderebbe a
far evolvere il sistema verso un equilibrio stabile, ma inutile perché privo di
oscillazioni; un meccanismo che reintegri l’energia dissipata dagli attriti.

Qui prenderemo in considerazione due modelli: una rappresentazione
schematica ma efficace del meccanismo dello scappamento ad ancora nel
pendolo, e il modello classico di Van der Pol che descrive un circuito elettrico
oscillante.
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Figura 5.12. Il diagramma di fase qualitativo per un sistema oscil-

lante, soggetto ad attrito e forzato impulsivamente.

5.5.1 L’oscillatore forzato impulsivamente

Il modello più semplice — anche se per ora ancora astratto — è costituito
da un oscillatore smorzato e soggetto ad una forza di carattere impulsivo. Il
modello è stato proposto da Andronov, Vitt e Khaikin.[2]

Immaginiamo un’evoluzione di questo tipo:
(i) all’istante iniziale facciamo partire il nostro oscillatore dalla configu-

razione di equilibrio assegnandogli una velocità v0 > 0;
(ii) Lasciamo evolvere l’oscillatore fin che ripassa l’equilibrio con velocità

v1 positiva;
(iii) in quell’istante gli diamo un piccolo impulso che incrementa la sua

velocità di una quantità δv, sicché il movimento riprende con una
velocità iniziale v′1 = v1 + δv.

Immaginiamo di poter ripetere questa operazione per un tempo lungo quanto
ci serve. Non ci resta che studiare in maggior dettaglio questo meccanismo.

Per semplicità descriveremo il nostro oscillatore mediante l’equazione
delle oscillazioni smorzate ẍ + γẋ + ω2x = 0 . Nel piano delle fasi l’orbita
ha la forma di una spirale che si avvolge cadendo sull’origine. Facciamo uso
del metodo della sezione di Poincaré considerando le intersezioni dell’orbita
col semiasse positivo della velocità, come rappresentato qualitativamente nel
riquadro (a) della figura 5.12. Per rendere quantitativa questa informazione
consideriamo la soluzione generale dell’equazione dell’oscillatore smorzato,
x(t) = Ae−µt cos(νt+ ϕ), con µ = γ/2 e ν = 1

2

√

4ω2 − γ2 , e determiniamo
le costanti A, ϕ mediante la condizione iniziale x(0) = 0, v(0) = v0 > 0.
Ricaviamo subito il movimento

x(t) =
v0
ν
e−µt sin νt , v(t) = v0e

−µt cos νt− µv0
ν
e−µt sin νt .

La sezione successiva avviene al tempo T = 2π
ν , ed a quell’istante la velocità

è diventata v1 = av0, con a = e−µT . Poi vi saranno ulteriori sezioni ai tempi
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Figura 5.13. La mappa della velocità per l’oscillatore smorzato e

forzato impulsivamente con incrementi di velocità costanti.

2T, 3T, &c, ai quali corrisponderanno velocità v2 = av1 = a2v0, v3 = av2 =
a3v0, &c. Questa successione riassume tutte le caratteristiche qualitative
rilevanti della dinamica.

Veniamo ora al comportamento impulsivo, descritto nel riquadro (b)
della figura 5.12. Al tempo T sostituiamo la velocità v1 con v1 + δv, con δv
arbitrario ma fissato una volta per tutte. Riprendiamo quindi l’orbita fino
alla sezione successiva, dove incrementiamo la velocità della stessa quantità
δv, &c. Questo meccanismo si rappresenta in modo estremamente semplice
dicendo che partendo con velocità v alla sezione successiva la velocità sarà
diventata v′ = f(v) = av+ δv . Questa è la mappa di sezione, che rappresen-
tiamo nel grafico di figura 5.13. L’intersezione della retta v′ = av+ δv con la
bisettrice del primo quadrante dà un punto fisso v della mappa: se si parte
con la velocità v l’impulso dato alla sezione successiva compensa esattamente
la perdita di velocità dovuta all’attrito. Questa è un’orbita strettamente pe-
riodica, con un periodo fissato. I metodi di analisi grafica ed il criterio di
stabilità che ormai conosciamo ci assicurano che il punto fisso è attrattivo.
Dunque il meccanismo che abbiamo descritto possiede un ciclo limite, carat-
terizzato da ampiezza e periodo costanti.

Mostriamo ora che lo stesso comportamento qualitativo si verifica anche
con ipotesi molto più deboli, compatibili con un meccanismo reale. Il fatto
essenziale è che l’orbita nel piano di fase segua un andamento a spirale che la
faccia cadere asintoticamente verso l’origine; questo è del tutto naturale, in
presenza di attrito non troppo forte. Che il periodo di ritorno alla sezione sia
costante è del tutto irrilevante: in effetti nello stabilire l’esistenza del ciclo



Oscillazioni 191

v
0 v v

v’

v’
=v

v’=f(v
)

Figura 5.14. L’andamento qualitativo della mappa della velocità

per un oscillatore smorzato e forzato impulsivamente.

limite abbiamo fatto uso solo della sezione di Poincaré, e la conoscenza del
periodo ci è servita esclusivamente per scrivere la mappa in forma esplicita.
Quanto all’incremento δv della velocità, non conta molto il fatto che esso
possa dipendere in qualche modo dalla velocità stessa: basta che la dipen-
denza si mantenga entro certi limiti. Dunque, il comportamento qualitativo
rappresentato nella figura 5.12 resta sostanzialmente valido.

Complessivamente possiamo descrivere il meccanismo con una mappa
v′ = f(v) differenziabile alla quale chiediamo ben poche caratteristiche:
(i) che sia f(0) > 0, e (ii) che valga 0 < f ′(v) ≤ a < 1 almeno per velocità
inferiori ad un certo v∗ abbastanza grande. Ne riportiamo un esempio in
figura 5.14. Non è difficile rendersi conto che se valgono le condizioni enun-
ciate sopra la mappa ammette un unico punto fisso v. Facendo ricorso al
metodo grafico vediamo anche che partendo con velocità iniziale non troppo
lontana da v la successione delle sezioni tende asintoticamente a v.

In queste condizioni la dinamica del sistema tende ad un comportamento
periodico con un periodo fissato, che è quanto serve per la misura del tempo.
In effetti, il meccanismo dello scappamento ad ancora utilizzato negli orologi
a pendolo (o a bilanciere) presenta le caratteristiche che abbiamo descritto.
La sezione di Poincaré è realizzata dal meccanismo stesso, che scatta ad ogni
oscillazione adattando la sua frequenza a quella del pendolo. Lo scatto del
meccanismo dà un piccolo impulso al pendolo, incrementandone la velocità.
L’energia necessaria per mantenere attivo a lungo il meccanismo è fornita
dai pesi che di tanto in tanto devono essere sollevati, o da una molla che
deve essere ricaricata.
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5.5.2 Il modello di Van der Pol

Veniamo ora allo studio del celebre modello di Van der Pol[26][27], introdotto
originariamente per descrivere le oscillazioni permanenti di un circuito elet-
trico contenente una valvola termoionica. L’equazione si scrive

(5.44) ẍ− β(1 − x2)ẋ+ x = 0 ,

dove β > 0 è una costante. Equivalentemente possiamo considerare il sistema
di due equazioni

(5.45) ẋ = v , v̇ = −x+ β(1 − x2)v .

Il sistema ammette un solo punto di equilibrio nell’origine, e le equazioni
linearizzate corrisponenti sono

ẋ = v , v̇ = −x+ βv .

Dunque l’equilibrio è un centro per β = 0, quando l’equazione completa si
riduce a quella di un oscillatore armonico di frequenza 1, e diventa un fuoco
instabile per β > 0. Facendo crescere ulteriormente il parametro si ha un
nodo instabile degenere per β = 2 ed un nodo instabile per β > 2.

Studiando il sistema non lineare si vede che per valori positivi di β esi-
ste un ciclo limite, che persiste anche a valori alti di β. È proprio questa
la caratteristica interessante del circuito. Si può osservare che per ampiezze
di oscillazione basse si ha strano oscillatore soggetto ad una sorta di attrito
negativo, che fornisce energia al sistema invece di sottrarla. In effetti, questa
è proprio la funzione della valvola termoionica. Al crescere dell’ampiezza
delle oscillazioni il termine x2 diventa preponderante e provoca una dissi-
pazione di energia, ripristinando in qualche senso il comportamento normale
dell’attrito.

a. Esplorazione numerica. Cominciamo a studiare il sistema integrando di-
rettamente le equazioni con un metodo numerico e tracciando il diagramma
di fase.9

La figura 5.15 riporta il diagramma di fase per diversi valori di β. Si
osserva che per un valore abbastanza piccolo, β = 0.05, il ciclo limite è ben
approssimato da una circonferenza, ma per valori crescenti di β si deforma
in una curva piuttosto contorta. Qualche indicazione che spiega il compor-
tamento delle orbite si ha osservando che il campo vettoriale ha direzione
verticale sull’asse delle ascisse, ove si annulla la componente orizzontale, ed
ha direzione orizzontale sulla curva v = x

β(1−x2)
, ove si annulla la compo-

nente verticale. Ora, per |x| abbastanza grande la seconda curva si avvicina

9 Il metodo di Runge Kutta discusso in appendice A, è adatto all’integrazione,
con qualche precauzione quando si esaminano valori alti di β. La variazione
molto rapida del campo vettoriale in prossimità dell’asse x, descritta poche
righe più avanti nel testo, può dare amare sorprese se non si usa un passo di
integrazione adatto.
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(a) β = 0.05 (b) β = 0.2

(c) β = 2 (d) β = 5

Figura 5.15. Il diagramma di fase per l’equazione di Van der Pol,

per valori diversi del parametro β.

all’asse delle ascisse, provocando una variazione molto rapida del campo per
variazioni molto piccole di v. D’altra parte quando ci si allontana dall’asse
delle ascisse il termine in x2 diventa prevalente, e tende a schiacciare le orbite
verso l’asse stesso. Questo spiega lo strano comportamento che si osserva nel
riquadro (d) della figura, ove le orbite per |x| > 3 sembrano muoversi in
direzione praticamente verticale e poi a svoltare bruscamente per assumere
un andamento orizzontale su una curva che sul grafico è praticamente indis-
tinguibile dall’asse delle ascisse.

La figura 5.15, naturalmente, non descrive l’andamento temporale delle
oscillazioni, che pure presenta degli aspetti interessanti. Per questo dobbiamo
ricorrere alla figura 5.16, ove è rappresentato il grafico di x(t) per diversi va-
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(a) β = 0.2

(b) β = 2

(c) β = 5

(d) β = 15

Figura 5.16. L’evoluzione temporale del modello di Van der Pol per

diversi valori di β. In ascisse il tempo, in ordinate x(t).
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lori di β. Nel riquadro (a), per β = 0.2, si vede che dopo un breve transiente
l’ampiezza delle oscillazioni diventa praticamente costante, e la curva si di-
stingue a fatica da una sinusoide. Le oscillazioni regolari corrispondono al
ciclo limite della figura 5.15–(b). Al crescere di β la fase transiente decresce
rapidamente, fino a ridursi ad un intervallo decisamente breve. In compenso
l’andamento delle oscillazioni assume un tipico andamento a scatti che di-
venta sempre più evidente nelle figure (b), (c) e (d). Si parla in questi casi di
oscillazioni di rilassamento. Per inciso, la forma della funzione x(t) si avvi-
cina sensibilmente a quella di un’onda quadra, che ha un ruolo cruciale nelle
apparecchiature digitali. Si osservi anche il marcato incremento del periodo,
ben visibile dal momento che le scale temporali sono identiche su tutte le
figure.

b. Il calcolo approssimato del ciclo limite per piccoli β. Cominciamo a porre
l’equazione in una forma più conveniente, che del resto è quella usata co-
munemente nei testi. Osservando che la (5.44) può scriversi anche

d

dt

[

ẋ− β

(

x− x3

3

)]

+ x = 0

si ricava il sistema di due equazioni

(5.46) ẋ = y + β

(

x− x3

3

)

, ẏ = −x .

Riscriviamo il sistema in variabili d’angolo–azione, col procedimento che
abbiamo indicato nel paragrafo 5.4.1. Otteniamo le equazioni

(5.47)

İ = 2βI cos2 ϑ

(

1 − 2

3
I cos2 ϑ

)

ϑ̇ = −1 − β

2
sin 2ϑ

(

1 − 2

3
I cos2 ϑ

)

Sottolineiamo che queste equazioni sono esatte: fin qui non abbiamo in-
trodotto nessuna approssimazione.

Supponiamo ora che β sia piccolo ed applichiamo il metodo della me-
dia, sostituendo ai secondi membri la loro media su un periodo. Calcoliamo
dunque

1

2π

∫ 2π

0

cos2 ϑ dϑ =
1

2
,

1

2π

∫ 2π

0

cos4 ϑ dϑ =
3

8
∫ 2π

0

sin 2ϑ dϑ =

∫ 2π

0

cos2 ϑ sin 2ϑ dϑ = 0 ,

e sostituiamo questi valori nelle equazioni (5.47). Otteniamo cos̀ı il sistema
mediato

(5.48) İ = βI

(

1 − I

2

)

, ϑ̇ = −1 .
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Figura 5.17. La direzione del campo vettoriale per l’equazione di

Van der Pol. La curva cubica γ e l’asse delle ascisse σ determinano le

quattro regioni A, B, C, D a cui si fa riferimneto nel testo.

La prima equazione ha una forma alquanto semplice, trattandosi di fatto
dell’equazione logistica che abbiamo già discusso nel paragrafo 1.2. La
soluzione stazionaria I = 0 corrisponde all’origine, che è punto di equilibrio
instabile; l’altra soluzione stazionaria I = 2 corrisponde, nel piano di fase,
ad un ciclo limite attrattivo. In effetti è quello che si osserva nel riquadro (a)
di figura 5.15 dove il ciclo limite ha una forma non lontana da quella di una
circonferenza. Nel caso del riquadro (b) della stessa figura si può ancora con-
siderare il valore che abbiamo calcolato come un’approssimazione, sia pure
decisamente peggiore. Per i valori più alti invece si vede con chiarezza che
l’approssimazione della media è ben lontana dalla realtà, il che non stupisce,
dato che i termini di ordine superiore in β diventano preponderanti.

c. Discussione qualitativa. Veniamo ora alla discussione qualitativa delle
equazioni, che riscriviamo per comodità

(5.49) ẋ = y + β

(

x− x3

3

)

, ẏ = −x .

Osserviamo anzitutto che le equazioni presentano una simmetria: se si cam-
biano le variabili da x, y in −x,−y le equazioni restano le stesse. Dunque il
campo, e di conseguenza il flusso, resta invariante se si ruota il piano di un
angolo π.

Determiniamo la direzione del campo vettoriale, rappresentata in
figura 5.17. La curva cubica y = β(x−x3/3), è il luogo dei punti ove il campo
ha direzione verticale. Nella figura denotiamo con γ+ e γ−, rispettivamente,
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la parte delle curva che giace nel semipiano delle x positive e negative. L’asse
delle ascisse x = 0 è il luogo dei punti ove il campo ha tangente orizzontale.
Nella figura denotiamo con σ+ e σ−, rispettivamente, la semiretta positiva e
negativa. Le curve γ+, γ− e le semirette σ+, σ− dividono il piano in quattro
regioni indicate con A, B, C, D.

Le direzioni rappresentate lasciano intuire che il flusso debba avere un
andamento rotatorio in senso orario, ma per stabilire con certezza questo
punto occorre un breve ragionamento. Mostriamo che un’orbita che ha punto
iniziale sulla semiretta σ+ deve necessariamente intersecare σ−; grazie alla
simmetria che abbiamo messo in evidenza poco sopra potremo concludere im-
mediatamente che la stessa orbita dovrà intersecare nuovamente la semiretta
σ+. Consideriamo dunque un punto iniziale P ∈ σ+. L’orbita uscente da
quel punto deve entrare immediatamente nella regione A, perché il campo
è diretto orizzontalmente verso destra, e proseguendo il suo cammino nella
regione A la sua coordinata x deve crescere, e la coordinata y decrescere. Dal
momento che non può cadere asintoticamente sull’origine, che è un fuoco in-
stabile, l’orbita deve intersecare prima o poi la curva cubica γ+ in un punto
che indicheremo con Q, e poi deve entrare nella regione B. In questa regione
ambedue le sue coordinate x e y devono decrescere, e vi sono due possibilità:
l’orbita interseca l’asse σ in un punto R, oppure va all’infinito. Mostriamo
che la seconda ipotesi non può verificarsi. Per contraddizione, supponiamo
che l’orbita vada all’infinito senza intersecare σ−. Allora l’orbita deve essere
necessariamente confinata nella striscia 0 < x < x0, dove x0 è l’ascissa del
punto Q; ciò perché la coordinata x(t) è decrescente e si potrebbe azzerare
solo se l’orbita intersecasse σ−, cosa che abbiamo escluso. Dunque l’orbita
potrebbe sfuggire all’infinito solo se si verificasse y(t) → −∞. Poiché ẏ è
limitata, essendo limitato x, la fuga all’infinito non può avvenire in tempo
finito. D’altra parte nella regione B vale ẋ < 0, ed in particolare, dovendo
essere y → −∞, deve anche valere ẋ → −∞. Quindi x(t) deve azzerarsi in
tempo finito, il che contraddice l’ipotesi che l’orbita non intersechi σ−. Ne
concludiamo che l’orbita deve intersecare σ−. Per simmetria, l’orbita deve
proseguire intersecando successivamente γ− e poi nuovamente σ+. Ne con-
cludiamo che le orbite devono avere effettivamente un andamento rotatorio.

Quanto abbiamo detto non mostra di per sé che debba esistere un ciclo
limite. Torneremo su questo punto. Proseguiamo invece la discussione quali-
tativa cercando di mettere in luce come possano crearsi le oscillazioni di rilas-
samento per β grandi. A tal fine eliminiamo il tempo dalle equazioni (5.49),
calcolando

dy

dx
= − x

y − β(x− x3/3)
.

Facciamo riferimento alla figura 5.18. La prima osservazione che facciamo
è che per β grandi il denominatore prevale nettamente sul numeratore in
quasi tutto il piano, salvo una striscia molto stretta attorno alla curva γ
ove il campo ha tangente verticale perché il denominatore si annulla. Questo
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Figura 5.18. Ad illustrazione della foliazione rapida e della varietà

lenta che generano le oscillazioni di rilassamento.

significa che la derivata è praticamente orizzontale su tutto il piano tranne
in vicinanza di γ. La seconda osservazione è che l’intensità del campo vetto-
riale in vicinanza della curva γ è sensibilmente più piccola rispetto al resto
del piano, ove il fattore β ed il contributo del termine x3 diventano pre-
dominanti. Queste informazioni sono rappresentate simbolicamente con due
frecce orizzontali molto lunghe, e con freccette verticali piccole in corrispon-
denza della curva γ. Consideriamo ora un punto iniziale generico, come il
punto P in figura. Il campo vettoriale particolarmente intenso lo fa muovere
rapidamente in una direzione praticamente orizzontale, fino a giungere in
prossimità della curva γ. Qui l’intensità del campo diminuisce bruscamente,
e la sua direzione cambia rapidamente fino a diventare verticale sulla curva.
Di conseguenza il moto sull’orbita rallenta, ed il punto interseca la curva γ
in direzione verticale. Una volta superata la curva, non può allontanarsene,
perché la componente x del campo vettoriale lo spinge verso sinistra, ed allo
stesso tempo deve muoversi verso il basso, perché la componente y del campo
è negativa. Quindi il punto non può fa altro che muoversi in prossimità della
curva γ fino al vertice Q che corrisponde al punto di minimo di γ. Qui
il campo vettoriale lo costringe a staccarsi dalla curva, e quindi il punto
riprende a muoversi molto rapidamente verso sinistra, in direzione pratica-
mente orizzontale, fino ad arrivare di nuovo in prossimità di γ, dove rallenta
di nuovo e cambia direzione attraversando la curva con tangente verticale.
Il resto dell’evoluzione è simile a quella che abbiamo già descritto, data la
simmetria del campo: l’orbita segue la curva γ fino al vertice R, e poi se ne
distacca di nuovo per muoversi orizzontalmente verso destra.
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Il fenomeno interessante è proprio lo schiacciamento delle orbite su γ.
Si dice che il piano di fase è caratterizzato da una foliazione rapida, formata
dalle rette orizzontali lungo le quali il flusso è molto veloce, e da una varietà

lenta, nel nostro caso la curva γ, in vicinanza della quale il movimento è
molto lento. Con un momento di riflessione il lettore si renderà conto che
questo implica l’esistenza di un ciclo limite, che corrisponde approssimati-
vamente alla curva formata dai due segmenti tratteggiati e dai tratti di γ
che li congiungono, lungo il quale la coordinata x compie le oscillazioni di
rilassamento che abbiamo osservato nella figura 5.16.

d. La sezione di Poincaré. Torniamo ora ad accertarci dell’esistenza di un
ciclo limite. A tal fine facciamo ricorso alla sezione di Poincaré. La forma delle
equazioni suggerisce immediatamente di considerare come curva di sezione la
semiretta σ+ di figura 5.17, ossia la semiretta positiva dell’asse delle ordinate.
L’argomento che abbiamo esposto poco sopra, al punto b, mostra che la
sezione è definita su tutta le semiretta.

In prima battuta ricorriamo ancora al calcolo numerico, calcolando in
modo esplicito il grafico della mappa. A tal fine basta prendere un insieme
opportuno di dati iniziali su σ+ e integrare numericamente le equazioni fino
alla prima intersezione. Il risultato è rappresentato in figura 5.19. Per tutti
i valori considerati la mappa ha due punti fissi: un repulsore per y = 0, che
corrisponde al punto di equilibrio, ed un attrattore per un valore positivo di
y che dipende da β. Si noti che i valori di β scelti sono relativamente piccoli,
soprattuto rispetto a quelli delle figure 5.15 e 5.16. in effetti, per valori di β
più elevati la mappa diventa praticamente una retta orizzontale, a riprova di
quanto sia efficace il meccanismo di schiacciamento delle orbite sulla varietà
lenta che abbiamo descritto poco sopra.

e. Esistenza del ciclo limite. Veniamo ora alla dimostrazione formale
dell’esistenza del ciclo limite. Un modo conveniente consiste nel far ricorso
ancora una volta alle variabili d’angolo–azione (5.47), che riscriviamo per
comodità

İ = 2βI cos2 ϑ

(

1 − 2

3
I cos2 ϑ

)

ϑ̇ = −1 − β

2
sin 2ϑ

(

1 − 2

3
I cos2 ϑ

)

Osserviamo che i secondi membri delle equazioni hanno di fatto periodo π,
anziché 2π: ciò è conseguenza della simmetria che abbiamo già messo in
evidenza. La sezione di Poincaré σ+ che abbiamo preso in considerazione
fin qui corrisponde a ϑ = π/2. La semiretta σ− corrisponde a ϑ = −π/2. In
considerazione della periodicità, possiamo restringere le nostre considerazioni
alla mappa g : σ+ → σ− che fa corrispondere ad ogni punto P ∈ σ+ la prima
intersezione dell’orbita φtP con σ−. La mappa di Poincaré f : σ+ → σ+ a
cui siamo più interessati non è altro che il quadrato della mappa g.



200 Capitolo 5

(a) β = 0.05 (b) β = 0.1

(c) β = 0.5 (d) β = 1

Figura 5.19. La sezione di Poincaré per il modello di Van der Pol,

per diversi valori di β.

Rappresentiamo la direzione del campo vettoriale nella regione −π/2 ≤
ϑ ≤ π/2, I ≥ 0. Il secondo membro dell’equazione per İ si annulla per
I = 0, che è una semiretta invariante, sulle semirette ϑ = ±π/2 e sulla
curva I = 3

2 cos2 ϑ , denotata con AEF in figura 5.20. Queste sono le curve
sulle quali il campo vettoriale ha tangente orizzontale. La componente I del
campo vettoriale è positiva al di sotto della curva AEF , e negativa al di
sopra.

Il secondo membro dell’equazione per ϑ̇ si annulla certamente per valori
sufficientemente grandi di I lungo una curva denotata in figura con BDC,
interamente contenuta nella regione a destra della semiretta ϑ = 0 e sopra la
curva AEF . In tutti i punti di questa curva il campo vettoriale ha direzione
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Figura 5.20. La direzione del campo vettoriale per il modello di Van

der Pol in coordinate d’angolo–azione.

verticale, ed è orientato verso il basso. Inoltre, per β grandi, ϑ̇ può annullarsi
anche per valori negativi di ϑ, ma nella regione al di sotto della curva AEF ,
lungo una curva rappresentata in figura come tratteggiata. Questa curva però
non ha grande importanza ai fini della discussione che segue. Le curve che
abbiamo identificato delimitano delle regioni in cui la direzione del campo
vettoriale è quella rappresentata in figura.

Per costruire la sezione di Poincaré dobbiamo considerare tutte le orbite
che hanno dato iniziale sulla semiretta σ+, con I > 0.10 Ora, osservando le
direzioni dal campo vettoriale, ci rendiamo subito conto che la regione rap-
presentata in grigio nella figura è inaccessibile alle orbite che ci interessano.
Infatti, la regione al disopra della curva BDC è invariante nel passato, sicché
nessuna orbita può entrarvi. Se consideriamo l’orbita uscente dal punto A,
che è il punto di minimo della curva BDC, vediamo che essa non può far altro
che intersecare la semiretta σ−; in figura il punto di intersezione è denotato
con G. Ora, nessuna delle orbite uscenti dalla sezione σ+ può intersecare
l’orbita uscente da A. Ne segue che l’intera sezione σ+ viene mappata dal
flusso sul segmento HG della sezione σ−. Tenendo presente che ambedue le
sezioni possono essere parametrizzate dall’azione I stessa, e denotando con
I1 la coordinata del punto G, abbiamo una funzione continua e differenzia-
bile g : [0,+∞) → [0, I1). Prendendo un qualunque sottointervallo chiuso di
[0,+∞) come dominio, per la proposizione 2.2 concludiamo che la mappa g
ammette un punto fisso I∗.

*** Completare con la dimostrazione dell’unicità. ***

10 Si ricordi che le variabili d’angolo–azione, al pari delle coordinate polari, hanno
una singolarità nell’origine, che nella nostra rappresentazione viene trasfor-
mata nell’intera retta I = 0.
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5.6 Le oscillazioni forzate di un sistema non lineare

Nel paragrafo 5.3 abbiamo messo in evidenza gli effetti di una forzante pe-
riodica su un oscillatore lineare, discutendo in particolare il fenomeno della
risonanza come causa di un trasferimento consistente di energia. D’altra
parte nel paragrafo 5.2 abbiamo visto che la nonlinearità introduce tipica-
mente una dipendenza della frequenza di oscillazione dall’ampiezza. È spon-
taneo chiedersi cosa accadrebbe se si sottoponesse un sistema non lineare
ad una forzante periodica che abbia una frequenza vicina a quella propria
del sistema. In effetti, sembra naturale osservare che entrerebbero in azione
due meccanismi contrastanti, ossia l’azione della forzante che tende ad au-
mentare l’ampiezza delle oscillazioni, e la variazione della frequenza propria
che tenderebbe a sganciare l’oscillatore dalla situazione di risonanza.

Indaghiamo il fenomeno studiando le equazioni11

(5.50) ẋ = ωy , ẏ = −ωx+ ε(cos νt− βx3 − γy) .

Il modello ha la forma (5.36) ove si ponga

(5.51) f(x, ẋ, t) = 0 , g(x, ẋ, t) = cos νt− βx3 − γy ;

la sola differenza è la dipendenza dal tempo, che però è periodica, ed intro-
duce accanto alla prequenza ω propria dell’oscillatore una seconda frequenza
ν. Il termine βx3 tiene conto della non linearità della forza; il termine γy
introduce un piccolo attrito, ed il termine cos νt reppresenta la forzante pe-
riodica di frequenza angolare ν. Il coefficiente ε che compare nell’equazione
riassume il fatto che consideriamo tutte queste correzioni come piccole, grazie
alla nostra ipotesi ε≪ 1.

11 Il lettore potrà essere incuriosito dalla scelta di un termine in x3 come cor-
rezione non lineare, e obietterà forse che sarebbe stato più naturale introdurre
un termine x2. Vi sono due motivazioni. La prima è che il termine x2 intro-
duce un’asimmetria nel comportamento della forza di richiamo che sembra
innaturale, perché la forza che agisce spostando l’oscillatore verso sinistra
sarebbe diversa da quella dovuta ad uno spostamento della stessa entità verso
destra, mentre il termine x3 mantiene tale simmetria. Si pensi ad esempio al
pendolo: l’ovvia simmetria della forza di richiamo si traduce nel fatto che lo

sviluppo di sinx = x − x
3

3!
+ x

5

5!
+ . . . contiene solo termini di grado dispari.

La seconda motivazione, di fatto più cogente in questo contesto, è che il ter-
mine in x2 viene completamente rimosso dal metodo della media, vanificando
tutta la discussione. Ciò risponde anche all’obiezione che le forze tipicamente
considerate per descrivere modelli molecolari non hanno la simmetria di cui
si è detto sopra. In effetti, l’azione dei termini di grado pari nello sviluppo
del potenziale si possono mettere in evidenza solo raffinando il metodo della
media, iterandolo in qualche modo. Lo strumento naturale diventa allora la
teoria delle forme normali, che esula dallo scopo di queste note.
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5.6.1 Le equazioni in variabili d’angolo–azione

Introduciamo un angolo ausiliario ψ = −νt che rappresenta la fase della
forzante, ed applichiamo le formule (5.40) e (5.41) per le variabili d’angolo–
azione. Otteniamo cos̀ı il sistema di equazioni

(5.52)

İ = ε
√

2I
(

cosψ sinϑ− β(2I)3/2 cos3 ϑ sinϑ− γ
√

2I sin2 ϑ
)

ϑ̇ = −ω +
ε√
2I

(

cosψ cosϑ− β(2I)3/2 cos4 ϑ− γ
√

2I cosϑ sinϑ
)

ψ̇ = −ν ,
dove la terza equazione descrive l’evoluzione della fase ψ della forzante.

5.6.2 Il sistema mediato

Fin qui abbiamo le equazioni esatte. Supponiamo ora che la frequenza della
forzante sia prossima a quella propria dell’oscillatore. A tal fine indichiamo
con δ = ν − ω la differenza tra le due frequenze. Tenuto conto che per
ε = 0 abbiamo ϑ − ψ = δt, è naturale introdurre l’angolo ϕ = ϑ − ψ
come sfasamento tra l’oscillatore e la forzante. Introduciamo lo sfasamento
ϕ nelle equazioni sostituendo cosψ = cos(ϑ− ϕ) = cosϑ cosϕ+ sinϑ sinϕ.
Otteniamo facilmente il sistema

İ = ε
√

2I
(

cosϑ sinϑ cosϕ+ sin2 ϑ sinϕ

−β(2I)3/2 cos3 ϑ sinϑ− γ
√

2I sin2 ϑ
)

ϕ̇ = δ +
ε√
2I

(

cos2 ϑ cosϕ+ cosϑ sinϑ sinϕ

−β(2I)3/2 cos4 ϑ− γ
√

2I cosϑ sinϑ
)

ψ̇ = −ν ,
in cui compare ancora l’angolo ϑ = ϕ+ ψ.

Assumiamo ora che valga |δ| ≪ ω; in tal modo anche ϕ diventa una
variabile lenta. Procediamo poi all’applicazione del metodo della media, so-
stituendo i secondi membri delle equazioni con la media in ϑ su un periodo,
come indicato nella (5.43). Ricordiamo che vale

1

2π

∫ 2π

0

cos2 ϑ dϑ =
1

2π

∫ 2π

0

sin2 ϑ dϑ =
1

2
,

1

2π

∫ 2π

0

cos4 ϑ dϑ =
3

8
,

∫ 2π

0

cosϑ sinϑ dϑ =

∫ 2π

0

cos3 ϑ sinϑ dϑ = 0 .

Otteniamo cos̀ı il sistema delle equazioni mediate

(5.53)

İ = ε
√

2I

(

1

2
sinϕ− γ

2

√
2I

)

ϕ̇ = δ +
ε√
2I

(

1

2
cosϕ− 3β

8
(2I)3/2

)

,
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(a) β = −0.4 , γ = 0 (b) β = 0.4 , γ = 0

(c) β = −0.4 , γ = 0.3 (d) β = 0.4 , γ = 0.3

Figura 5.21. I valori di equilibrio per l’azione in funzione della dif-

ferenza δ = ν−ω tra la frequenza della forzante e la frequenza propria

dell’oscillatore. In tutte le figure è ε = 0.5, ω = 1.

che risultano essere disaccoppiate dall’equazione ψ̇ = −ν della forzante.

La prima equazione ci dà l’evoluzione dell’azione dell’oscillatore. La se-
conda determina l’evoluzione dello sfasamento tra l’oscillatore e la forzante,
che è una quantità più interessante della fase dell’oscillatore stesso. Le
soluzioni di equilibrio di queste equazioni corrispondono a stati in cui sia
l’azione dell’oscillatore che il suo sfasamento rispetto alla forzante sono
costanti nel tempo. In tal caso saremmo in presenza di un movimento oscilla-
torio con ampiezza costante, e con frequenza identica a quella della forzante.

5.6.3 Oscillazioni stazionarie

Tenendo ben presente che si tratta solo di un’approssimazione, procediamo
comunque allo studio della dinamica del sistema mediato.

Iniziamo con la ricerca delle soluzioni di equilibrio. A tal fine dobbiamo
azzerare i secondi membri delle equazioni (5.53), ed otteniamo

(5.54)
ε√
2I

sinϕ = εγ ,
ε√
2I

cosϕ =
3εβI

2
− 2δ
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Sommando i quadrati di ambo i membri troviamo

(5.55)
ε2

2I
=

(

3εβI

2
− 2δ

)2

+ (εγ)2

Questa equazione ci dà una relazione tra l’ampiezza delle oscillazioni in-
dotte dalla forzante e la differenza δ = ν − ω tra le frequenze. Il grafico di I
come funzione di δ è rappresentato in figura 5.21. I riquadri (a) e (b) ripor-
tano il caso di attrito nullo, γ = 0. Confrontando la figura con quella delle
oscillazioni forzate di un oscillatore lineare si vede come la presenza della
non–linearità abbia modificato l’ampiezza dell’oscillazione dovuta alla riso-
nanza. La retta tratteggiata mette in evidenza la variazione della frequenza
propria dell’oscillatore non lineare al variare dell’ampiezza. Tale quantità si
ricava dall’equazione mediata per ϑ̇ eliminando il contributo della forzante.12

In assenza della non–linearità, β = 0, la retta sarebbe verticale. Qui la retta
si è piegata verso sinistra nel caso β < 0 — la forza di richiamo si affievolisce
rispetto a quella puramente lineare — e verso destra nel caso β > 0 — la
forza di richiamo si irrobustisce. L’introduzione di un attrito, γ > 0, ha un
effetto del tutto simile a quello del caso lineare: l’ampiezza delle oscillazioni
forzate risulta limitata, come illustrato nei riquadri (c) e (d) della figura 5.21.

Il fenomeno interessante, che merita un’ulteriore indagine, è che per
certi valori di δ si hanno tre ampiezze possibili per l’oscillazione indotta
dalla forzante. Consideriamo ad esempio il riquadro (b) della figura 5.21.
Osserviamo che al variare di δ, partendo da sinistra, abbiamo dapprima un
solo punto di equilibrio, poi, per un certo valore critico che dipende dagli
altri parametri, si verifica una biforcazione tangente per cui nascono altri
due equilibri. Per γ > 0, che è il caso del riquadro (d) della figura, vi è
una seconda biforcazione tangente che provoca l’annullamento reciproco di
due equilibri. Alla luce della discussione del paragrafo 4.5 ci si dobbiamo
attendere che si tratti di una biforcazione centro–sella o nodo–sella.

Se vogliamo studiare in dettaglio la stabilità lineare degli equilibri dob-
biamo svolgere il calcolo dello jacobiano del sistema mediato. Con un breve
calcolo otteniamo

J =







ε

2
√

2I
sinϕ− εγ

ε

2

√
2I cosϕ

− ε

2(2I)3/2
cosϕ− 3

4
εβ − ε

2
√

2I
sinϕ







In questa espressione dovremmo sostituire i valori di I, ϕ corrispondenti agli
equilibri. Eliminiamo ϕ ricorrendo alle (5.54). Questo ci dà lo jacobiano come

12 Il fatto che si tratti proprio di una retta dipende dalla scelta di un termine
non lineare della forma x3. In generale ci si deve attendere che si tratti di una
curva.
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funzione di I e δ, che risulta essere

J =









−εγ
2

I

(

3

2
εβI − 2δ

)

− 1

4I

(

9

2
εβI − 2δ

)

−εγ
2









Calcolando poi la traccia ed il determinante otteniamo

Tr J = −εγ , det J =
(εγ)2

4
+

1

4

(

9

2
εβI − 2δ

)(

3

2
εβI − 2δ

)

.

Da qui vediamo immediatamente che la traccia si annulla per γ = 0,
sicché in quel caso l’equilibrio può essere solo un centro oppure una
sella. Estrarre informazioni dal determinante è più complicato, perché
richiederebbe di verificare che la curva det J = 0 interseca la curva deter-
minata dall’equazione (5.55) proprio nei punti a tangente verticale, ove si
verificano le biforcazioni. Per calcolare questi punti possiamo procedere nel
modo seguente. Riscriviamo l’equazione (5.55) come

I

[

(

3εβI

2
− 2δ

)2

+ (εγ)2

]

=
ε2

2
.

Calcoliamo poi la derivata del membro di sinistra rispetto ad I e cerchiamone
gli zeri; questi sono proprio i punti in cui la curva definita implicitamente
dall’ultima equazione ha tangente verticale. Eseguendo il calcolo otteniamo

(

3εβI

2
− 2δ

) (

9εβI

2
− 2δ

)

+ (εγ)2 = 0 ,

che altro non è che l’espressione del determinante, a parte un fattore nu-
merico inessenziale. Dunque il determinante si annulla proprio nei punti a
tangente verticale, e questi sono i punti in cui avviene una biforcazione tan-
gente. Dall’espressione del determinante si vede poi che esso è certamente
positivo per piccoli valori di I, sicché per i valori di δ per cui si ha un solo
punto di equilibrio esso è di tipo centro o fuoco, ed in particolare fuoco sta-
bile per γ > 0. Quando avviene la biforcazione il ramo inferiore è il centro o
nodo, ed il ramo superiore è una sella; un ulteriore incremento (o decremento,
a seconda del valore di β) di δ trasforma il nodo in fuoco. Il terzo punto di
equilibrio, che è la continuazione di quello preesistente alla biforcazione, resta
un centro o fuoco.

Ci si può anche chiedere cosa avvenga quando si faccia crescere l’attrito
in modo consistente. Senza entrare nel dettaglio dei calcoli, il risultato è il-
lustrato in figura 5.22 ove sono riportate le curve corrispondenti a cinque
diversi valori di γ (si veda la didascalia). Come ci si poteva attendere,
al crescere dell’attrito diminuisce l’ampiezza delle oscillazioni indotte dalla
forzante. In particolare, esiste un valore critico dell’attrito, dipendente dagli
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Figura 5.22. L’ampiezza delle oscillazioni forzate al variare di γ,

per ε = 0.5 e β = 0.4. Partendo dall’alto, le curve si riferiscono a

γ = 0, 0.35, 0.5, 0.65, 1 .

altri parametri, per cui scompare la biforcazione, e l’ampiezza delle oscilla-
zioni diventa funzione univoca di δ.

5.6.4 Il diagramma di fase del sistema mediato

Riscriviamo le equazioni (5.53) del sistema mediato nella forma

(5.56)

İ =
ε

2

√
2I sinϕ− εγI

ϕ̇ = δ − 3

4
εβI +

ε

2
√

2I
cosϕ .

Osserviamo che per γ = 0, ossia in assenza di attrito, il sistema ammette
l’integrale primo13

(5.57) Ψ(I, ϕ) = δI − 3

8
εβI2 +

ε

2

√
2I cosϕ .

Il tracciamento del diagramma di fase si riduce quindi allo studio delle curve
di livello della funzione Ψ(I, ϕ). Il risultato è riportato in figura 5.23, per
due diversi valori di δ scelti in modo che nel caso del riquadro (a) si abbia
un solo equilibrio, e nel riquadro (b) se ne abbiano tre. La singolarità delle

13 Il lettore che abbia qualche familiarità col formalismo Hamiltoniano ri-
conoscerà immediatamente che per γ = 0 le equazioni (5.56) altro non sono
che le equazioni canoniche per l’Hamiltoniana Ψ(I, ϕ), quando si consideri
l’angolo ϕ come coordinata e l’azione I come il momento corrispondente.
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(a) δ = 0.3 (b) δ = 0.5

Figura 5.23. Il diagramma di fase per le equazioni mediate (5.56).

(a) Il caso di un solo punto di equilibrio, che è un centro. (b) Il caso di

tre punti di equilibrio, due dei quali sono centri mentre il terzo è una

sella.

variabili d’azione per I = 0 rende non del tutto immediata la lettura del
grafico: le orbite che passano in vicinanza dell’origine vengono deformate ed
allargate in modo artificiale.

Nel caso (a) di un solo punto di equilibrio possiamo osservare due
famiglie distinte di orbite. Alcune ruotano attorno all’equilibrio, sicché la
variazione di ϕ resta limitata ad un intervallo; per le altre orbite l’angolo ϕ
assume tutti i possibili valori. Ricordando che ϕ rappresenta lo sfasamento
tra la fase propria dell’oscillatore e quella della forzante possiamo dedurre
che nel primo caso la frequenza media delle oscillazioni coincide con quella
delle forzante: qui possiamo parlare effettivamente di oscillazione forzata.
Nel secondo caso invece l’oscillatore ha una sua frequenza, distinta da quella
della forzante.

Nel caso (b) di tre punti di equilibrio distinti la deformazione indotta
dalla singolarità è ben evidente: uno dei due punti di equilibrio, e precisa-
mente quello più in basso (rappresentato due volte a causa della periodicità
dell’angolo) è un centro, ma ciò non si intuisce bene dalla figura. Per render-
sene conto occorre pensare di deformare tutta la figura come se si trattasse
di un ventaglio, in modo da ridurre il segmento I = 0 ad un solo punto e
da far coincidere i segmenti ϕ = ±π. Avendo fatto questa operazione ci si
rende conto che ciascuno dei due centri ha il suo corredo di orbite chiuse,
che corrispondono ai movimenti in cui si hanno effettivamente delle oscil-
lazioni forzate, ossia la frequenza media dell’oscillatore coincide con quella
della forzante. Le due regioni sono divise da una separatrice che si chiude sui
punti di equilibrio instabili. Per valori alti di I invece l’oscillatore si muove
indipendentemente dalla forzante. Un confronto con il caso non forzato aiuta
a rendersi conto di quanto la forzante abbiamodificato la dinamica: nel caso
non forzato infatti le azioni sono costanti, e le orbite sarebbero rappresentate
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I

δ

Figura 5.24. Il fenomeno dell’isteresi. Se si fa variare lentamente

la frequenza della forzante il sistema può stabilizzarsi sulla soluzione

di equilibrio superiore se δ è crescente, oppure su quella inferiore se δ

è decrescente. Quando si supera il valore critico di biforcazione si os-

serva un salto dell’ampiezza. Se δ varia più o meno periodicamente, ma

lentamente, su un intervallo che copre quello di biforcazione si possono

osservare dei salti di ampiezza simili alle oscillazioni di rilassamento.

semplicemente da rette parallele all’asse delle ascisse.

Il diagramma di fase per il caso con attrito si può ricavare tenendo conto
della variazione della funzione Ψ col tempo. Si tratta di un procedimento che
abbiamo già svolto più volte, e lasciamo al lettore il compito di completare lo
studio. Il fenomeno rilevante è che dopo un certo transiente il sistema evolve
verso un’oscillazione permanente corrispondente ad uno dei due punti di
equilibrio stabili, che sono diventati dei fuochi.

5.6.5 Il fenomeno dell’isteresi

Vi è un altro fenomeno che presenta un certo interesse. Supponiamo di avere
a disposizione un meccanismo che faccia variare lentamente lo sfasamento δ
tra la frequenza della forzante e quella propria dell’oscillatore lineare, che
nel nostro caso è 1. In presenza di attrito, la lentezza della variazione di δ
può dar modo all’oscillatore di adattarsi alla variazione di frequenza della
forzante, evolvendo verso l’equilibrio stabile. Ma la domanda spontanea è:
quado vi sono due equilibri stabili quale dei due verrà scelto?

Un momento di riflessione e l’osservazione della figura 5.24 aiutano a
trovare la risposta. Se si fa crescere δ partendo da valori bassi, nella regione
dove c’è un solo equilibrio, l’oscillatore seguirà la curva di equilibrio in alto,
con ampiezze di oscillazione sempre crescenti, fino al punto di biforcazione
sulla destra. Se δ supera il valore critico l’oscillatore non può che portarsi
verso la sola soluzione di equilibrio rimasta, con un decremento consistente
e rapido dell’ampiezza. Un fenomeno analogo avviene se si parte da valori
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alti di δ, con la differenza che il salto avviene in corrispondenza al punto di
biforcazione sulla sinistra, dove l’ampiezza subisce un incremento rapido. Se
si fa variare lentamente e periodicamente δ in un intervallo che comprende
i due valori di biforcazione si osserverà che l’azione segue il ramo superiore
della curva quando si incrementa δ e quello inferiore quando lo si diminuisce,
salvo saltare sull’unico equilibrio disponibile quando si superano i valori di
biforcazione. L’azione dunque segue il ciclo indicato con le frecce. A questo
fenomeno si dà il nome di isteresi.

5.7 Il fenomeno della sincronizzazione

Già Huygens, in una lettera al padre[16] scritta nel 1665, aveva osservato
che due orologi appoggiati sullo stesso tavolo tendono a sincronizzare le loro
oscillazioni. In particolare aveva osservato che appendendo ad una stessa
parete un pendolo di grosse dimensioni ed uno piccolo si osserva che il pen-
dolo piccolo tende ad assumere la stessa frequenza di quello grosso. Si tratta
di un fenomeno all’apparenza alquanto strano, perché ciasun orologio, es-
sendo dotato di un meccanismo del tipo che abbiamo descritto come ciclo
limite, dovrebbe avere una sua frequenza propria di oscillazione.

Per studiare matematicamente un tal fenomeno con un modello partico-
larmente semplice descriviamo uno dei due orologi, diciamo quello piccolo,
con un sistema oscillante che abbia un ciclo limite; a tal fine l’equazione di
Van der Pol si presta bene. Per rappresentare l’azione del grosso pendolo
invece introduciamo semplicemente una forzante periodica. In pratica, ciò
equivale ad assumere che il pendolo piccolo non abbia nessuna influenza su
quello grosso: l’azione avviene in una sola direzione. Scriveremo dunque il
sistema di equazioni

(5.58) ẋ = ωy , ẏ = −ωx+ ε(1 − x2)y + η cos νt ,

dove supporremo che sia ε ch η siano positivi e piccoli. Come esercizio mate-
matico potremo considerare anche valori grandi di η, corrispondenti ad una
forzante piuttosto robusta, ma tenendo presente che una tal situazione mal
si accorda con quella di due pendoli che interagiscono mediante il supporto a
cui sono sospesi. Siamo interessati a studiare il comportamento del sistema
al variare di η e ν, ed in particolare a vedere se esiste la possibilità che la
frequenza del ciclo limite dell’oscillatore venga modificata da ω in ν.

5.7.1 Il sistema mediato

Procediamo a studiare il modello servendoci ancora una volta del metodo
della media, e seguendo lo schema di calcolo del paragrafo precedente.
Scriviamo anzitutto le equazioni esatte in variabili d’angolo–azione, intro-
ducendo anche qui la fase ψ della forzante come terza variabile. Otteniamo
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il sistema

(5.59)

İ = 2εI sin2 ϑ− 4εI2 cos2 ϑ sin2 ϑ− η
√

2I sinϑ cosψ ,

ϑ̇ = −ω + ε cosϑ sinϑ− 2εI cos3 ϑ sinϑ− η√
2I

cosϑ cosψ ,

ψ̇ = −ν .
Denotiamo con δ = ν − ω la differenza tra la frequenza della forzante e
quella propria dell’oscillatore, ed introduciamo anche la differenza di fase
ϕ = ϑ − ψ tra forzante ed oscillatore. Poi sostituiamo ovunque cosψ =
cosϑ cosϕ+sinϑ sinϕ, ed applichiamo il metodo della media rimpiazzando i
secondi membri delle equazioni con la media su un periodo di ϑ. Otteniamo
cos̀ı il sistema mediato

(5.60)
İ = ε

(

I − I2

2

)

+
η

2

√
2I sinϕ ,

ϕ̇ = δ +
η

2
√

2I
cosϕ ,

che risultano essere disaccoppiate dall’equazione ψ̇ = −ν che descrive la
forzante, ma contengono lo sfasamento ϕ.

5.7.2 Gli equilibri del sistema mediato

Cerchiamo ora le soluzioni di equilibrio per I, ϕ. Azzerando i secondi membri
delle prime due equazioni otteniamo

(5.61)

η√
2I

sinϕ = −ε
(

1 − I

2

)

η√
2I

cosϕ = −2δ .

Sommando i quadrati di ambo i membri eliminiamo l’angolo ϕ, ed otteniamo
la relazione tra l’azione dell’oscillatore e lo sfasamento δ tra le frequenze.

(5.62)
η2

2I
= ε2

(

1 − I

2

)2

+ 4δ2 .

Il grafico di questa funzione è rappresentato in figura 5.25. Il lettore potrà
ricostruirne l’andamento qualitativo risolvendo l’equazione rispetto a δ2. Il
punto δ = 0, I = 2 corrisponde al ciclo limite dell’oscillatore di Van der Pol.
Le curve tracciate (compreso il punto al centro della figura) corrispondono a
quattro diversi valori dell’intensità η della forzante. Illustriamo i fatti salienti,
cercando di confrontare la figura con quella che si avrebbe nel caso di un
oscillatore lineare smorzato e forzato, figura 5.11.

(i) Il punto al centro dei grafici dell’azione I figura corrisponde ad η = 0:
in assenza di forzante l’oscillatore di Van der Pol si stabilizza sul suo
ciclo limite.
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(a)

(b)

(c)

Figura 5.25. L’azione (a sinistra) e la fase (a destra) di equilibrio

per il sistema mediato (5.60), per tre diversi valori del parametro η.

(ii) I riquadri (a) corrispondono ad un valore elevato di η. Per sfasa-
menti δ consistenti la risposta dell’oscillatore alla forzante è piccola,
non dissimile da quella che si avrebbe per un semplice oscillatore li-
neare forzato (ma diversa è la stabilità, come vederemo tra poco).
In prossimità della risonanza la risposta diventa più consistente, ma
possiamo attribuire questo fatto più alla robustezza della forzante che
all’esistenza del ciclo limite dell’oscillatore: il fenomeno resta simile a
quello delle oscillazioni forzate di un sistema lineare con attrito.

(iii) Nei riquadri (b) la curva a cappio corrisponde ad un valore interme-
dio di η. Per δ lontano dallo zero questa curva rappresenta un’unica
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(a)

(b)

nodo
in.

fuoco
instabile

fuoco
instabile

fuoco
stabile

fuoco
stabile

nodo
stabile

sella

sella

Figura 5.26. Il diagramma per lo studio della stabilità degli equilibri

del sistema mediato (5.60). (a) le linee di annullamento di traccia, de-

terminante e discriminante sovrapposte alle curve di equilibrio. (b) La

classificazione lineare degli equilibri nelle varie regioni.
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soluzione di equilibrio, descritta dal ramo basso della curva, simile a
quella dell’oscillatore lineare forzato. Il cappio invece corrisponde ad
una coppia di soluzioni che nascono con un evidente meccanismo di
biforcazione tangente, per i valori di δ corrispondenti ai punti a tan-
gente verticale. Lo stesso fenomeno accade per le curve vicine, non
rappresentate.

(iv) Per valori più bassi di η, anche piccoli, si hanno due curve distinte. Una
è quella che sta interamente sotto il punto di intersezione del cappio,
assimilabile ancora una volta alla risposta di un semplice oscillatore
lineare alla forzante; la seconda è la curva chiusa all’interno del cap-
pio. Gli equilibri che giacciono su questa curva corrispondono proprio
a situazioni in cui la frequenza del ciclo limite dell’oscillatore di van
der Pol si è adattata a quella della forzante, anche se l’intensità di
quest’ultima è bassa: possiamo ben dire che la forzante ha agganciato
l’oscillatore, e questo descrive il fenomeno della sincronizzazione. Os-
serviamo che anche questi equilibri nascono da una biforcazione tan-
gente.

Per completare la descrizione dobbiamo ancora studiare la stabilità degli
equilibri che abbiamo trovato. A tal fine occorre calcolare lo jacobiano del
sistema, che risulta essere

J =







ε(1 − I) +
η

2
√

2I
sinϕ

η

2

√
2I cosϕ

− η

2(2I3/2)
cosϕ − η

2
√

2I
sinϕ







Andiamo ora a calcolare lo jacobiano sulle curve che danno le posizioni di
equilibrio, eliminando sinϕ e cosϕ grazie alla (5.59). Lo jacobiano diventa

J =









ε

2

(

1 − 3

2
I

)

−2δI

δ

2I

ε

2

(

1 − I

2

)









Non resta dunque che calcolare la traccia e il determinante della matrice,
oltre al discriminante ∆ = Tr2 J − 4 det J, che sono

Tr J = ε(1 − I) ,

det J =
ε2

4

(

1 − 3

2
I

) (

1 − 1

2
I

)

+ δ2 ,

∆ =
ε2

4
I2 − 4δ2 .

Avendo a disposizione queste quantità siamo ora in grado di svolgere uno
studio completo della stabilità degli equilibri del sistema mediato. Avendo
sempre come riferimento il diagramma di biforcazione della figura 3.6, an-
diamo ad identificare le curve su cui si annullano traccia, determinante e
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discriminante. Il risultato è illustrato in figura 5.26, dove le rette e curve in
tratto spesso sono quelle che ci interessano, e sono sovrapposte alle curve a
tratto piu sottile degli equilibri della figura 5.25.

Il determinante si annulla su un’ellisse che corrisponde ai punti di bifor-
cazione tangente delle curve di equilibrio. All’interno dell’ellisse si trovano
i punti di sella. La traccia si annulla sulla retta orizzontale I = 1. Sotto
la retta si trovano i punti instabili, sopra quelli stabili. Il discriminante si
annulla sulle due rette oblique di equazione I = ±4δ/ε; sopra le due rette vi
sono i punti di nodo, sotto le rette i punti di fuoco.

5.7.3 La dinamica del sistema mediato

Lo studio qualitativo completo della dinamica richiede il tracciamento del
diagramma di fase. È conveniente, a tal fine, sbarazzarsi della difficoltà di
lettura dovuta alla singolarità delle variabili d’angolo–azione nell’origine,
tornando alle variabili cartesiane. Naturalmente, le equazioni non coincide-
ranno con quelle del sistema originale. In particolare, si deve tenere ben
presente che l’angolo ϕ che compare nelle equazioni mediate (5.53) non è la
fase dell’oscillatore di Van der Pol, ma lo sfasamento di quest’ultima rispetto
alla forzante.

Per scrivere le equazioni in variabili cartesiane si procede invertendo le
relazioni (5.39), e con qualche calcolo si ottiene

(5.63) ẋ =
ε

2
x

(

1 − x2 + y2

4

)

− δy , ẏ = δx+
ε

2
y

(

1 − x2 + y2

4

)

+
η

2
.

La prima osservazione è che se si considera una circonferenza di raggio ab-
bastanza grande si ottiene un ciclo sul quale il campo vettoriale è sempre
diretto verso l’interno, e quindi ha indice di Poincaré +1. Se ne conclude
subito che all’interno deve esistere almeno un punto di equilibrio, che sarà
nodo, fuoco o centro salvo degenerazione.

Per differenze δ delle frequenze lontane dallo zero questa soluzione in
effetti è unica, come si vede nei grafici di figura 5.25, e dal diagramma
di figura 5.26 vediamo che si tratta effettivamente di un fuoco instabile.
Quest’ultimo fatto ci conduce ad osservare che se prendiamo un cerchio di
raggio piccolo intorno all’equilibrio (che, si badi bene, non è l’origine) al-
lora abbiamo un ciclo sul quale il campo vettoriale è sempre diretto verso
l’esterno, ed ha indice di Poincaré +1. D’altra parte per δ lontano dallo
zero la soluzione di equilibrio è unica. Dunque il cerchio piccolo intorno
all’equilibrio ed un cerchio abbastanza grande delimitano una regione com-
patta, invariante nel futuro e priva di punti singolari, ed il teorema di
Poincaré–Bendixson ci assicura che in quella regione deve esistere almeno
un’orbita periodica. Questa situazione è illustrata nei riquadri (a) e (c) della
figura 5.27, corrispondenti a due valori di δ per cui si ha un solo equilibrio
ed a due valori distinti di η.
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(a): δ = 0.4 , η = 0.8 (b): δ = 0.2 , η = 0.8

(c): δ = 0 , η = 0.8 (d): δ = 0.2 , η = 0.3

(d): δ = 0.05 , η = 0.3 (e): δ = 0 , η = 0.3

Figura 5.27. Il diagramma di fase del sistema mediato per diversi

valori dei parametri δ ed η.
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La soluzione di equilibrio che abbiamo trovato resta unica se η è ab-
bastanza grande, come del resto già sappiamo ed abbiamo illustrato in
figura 5.25. Da diagramma di figura 5.26 però sappiamo che se δ si avvi-
cina allo zero allora l’equilibrio si muta prima in un fuoco stabile, passando
per il caso particoalre del centro, e poi in un nodo stabile. Il caso del nodo
è illustrato nei riquadri (b) e (c) della figura 5.27.

I fenomeni più interessanti, che descrivono più propriamente la sincroniz-
zazione dell’oscillatore di Van der Pol , accadono per piccoli valori di η. Il
meccanismo della biforcazione tangente crea due nuovi equilibri, uno dei
quali è una sella mentre il secondo è un nodo stabile, in accordo con la
conservazione dell’indice di Poincaré. I riquadri (e) ed (f) di figura 5.27
mostrano che la biforcazione avviene in modo da rompere il ciclo limite. Ciò
concorda — pur non essendone una conseguenza necessaria — col fatto che
la creazione di equilibri nella regione compatta ed invariante nel futuro che
abbiamo considerato poco sopra non ci consente più di applicare il teorema
di Poincaré–Bendixon.


