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MAPPE IN DIMENSIONE DUE

NOTA: Questo capitolo è ancora in forma
alquanto preliminare. Viene messo in rete
solo per fornire agli studenti che hanno
seguito il corso almeno una traccia, per
quanto incompleta, provvisoria e non esente
da errori e omissioni, del contenuto delle
lezioni.

L’interesse per le mappe in R
n o, più in generale, su varietà di dimensione

n > 1, può ricondursi al metodo della sezione di Poincaré per equazioni
differenziali in dimensione superiore a due. Tuttavia, come già abbiamo os-
servato nel caso delle mappe in dimensione uno, l’argomento ha un interesse
intrinseco.

In questo capitolo ci limitiamo allo studio delle mappe su varietà bidi-
mensionali, tipicamente il piano R

2 o il toro T
2. Si tratta del resto del caso

più studiato in letteratura, anche perché il comportamento è già abbastanza
complesso. Non dimentichiamo, del resto, che una mappa in dimensione due
può ricavarsi dalla sezione di Poincaré eseguita su un sistema di equazioni
differenziali in dimensione tre. Si tratta dunque di un caso in cui la dimen-
sione è già sufficiente a superare i vincoli topologici che caratterizzano il
flusso generato da un campo vettoriale su una varietà bidimensionale.

Tra le mappe bidimensionali quelle che hanno la proprietà di conservare
l’area occupano un posto di gran rilievo. In effetti, è proprio in questo caso
che si verificano fenomeni quali la coesistenza di moti ordinati e caotici che
abbiamo descritto mediante esplorazione numerica nel capitolo 6. A questo
tipo di mappe dedicheremo gran parte della discussione.
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Figura 7.1. La mappa del panettiere: il quadrato [0, 1)× [0, 1) viene

stirato in senso orizzontale fino a raddoppiarne la larghezza e dimez-

zarne l’altezza, poi viene tagliato in due e la parte di destra viene

sovrapposta a quella di sinistra in modo da ricostituire il quadrato.

Nella versione provvisoria attuale abbiamo selezionato due argomenti
principali: (i) la dinamica caotica dei sistemi iperbolici ed il lemma
dell’orbita–ombra; (ii) il fenomeno del punto omoclino.

7.1 Mappe iperboliche

In questo paragrafo consideriamo due esempi di mappe iperboliche, ormai
annoverate tra gli esempi classici di dinamica caotica: la mappa del panettiere

e la mappa del gatto di Arnold.

7.1.1 La mappa del panettiere

Consideriamo il quadrato Q = [0, 1)× [0, 1) e la mappa M : Q→ Q definita
come

(7.1) x′ = 2x− ⌊2x⌋ , y′ =
1

2
(y + ⌊2x⌋) .

La forma analitica della mappa risulta non immediatamente comprensi-
bile, ma la figura 7.1 ne rende più immediata la visualizzazione: il quadrato
di lato uno viene schiacciato verticalmente e stirato orizzontalmente in modo
da trasformarlo in un rettangolo di base 2 ed altezza 1/2; poi la metà destra
del rettangolo viene separata e sovrapposta alla metà sinistra, in modo da
ricomporre un quadrato.1

1 Il nome trasformazione del panettiere fa riferimento alla somiglianza tra questa
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Figura 7.2. Le iterate successive della mappa del panettiere. Con-

siderando come punto di partenza il riquadro centrale si vede come

la mappa tenda a spezzare un rettangolo in una successione di strisce

orizzontali di ampiezza decrescente, mentre la mappa inversa crea una

successione di strisce verticali.

Questa mappa è la generalizzazione naturale in dimensione due della
mappa del raddoppio dell’angolo che abbiamo discusso nel paragrafo 2.5.2.
Si tratta di una mappa non continua, ma invertibile e conservativa, nel senso
che conserva la misura di Lebesgue.

Analizziamo brevemente il comportamento della mappa, rappresentato
in figura 7.2. È utile partire dal riquadro centrale, in cui il quadrato è diviso
in due rettangoli verticali. Le iterazioni successive dalla mappa trasformano
i due rettangoli in una serie di strisce orizzontali di altezza decrescente in ra-

operazione e l’azione del panettiere che rende omogenea la pasta stirandola e
ripiegandola ripetutamente su sé stessa.
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gione geometrica: ad ogni passo il numero delle strisce raddoppia, e la loro al-
tezza viene divisa per due. In modo analogo, l’iterazione della mappa inversa
crea una serie di strisce verticali. Si intuisce come la mappa possa diventare
di fatto caotica: ciascuno dei rettangoli viene stirato indefinitamente, e tende
a diventare un insieme di strisce sottilissime distribuite uniformemente su
tutto il quadrato. Il meccanismo che sta alla base di questo comportamento
è proprio l’operazione di stiramento in una direzione e di schiacciamento in
un’altra (in questo caso ortogonale alla prima).

Al fine di dimostrare la caoticità della mappa del panettiere mostriamo
che essa può ricondursi alla dinamica simbolica mediante shift. A tal fine
consideriamo lo spazio Σ delle successioni s = {. . . , s−2, s−1, s0, s1, s2, . . .}
infinite sia a sinistra che a destra2 di simboli {0, 1}. Restringiamo poi lo
spazio a Σ̃ rimuovendo da Σ tutte le successioni che terminano con infiniti 1 a
destra oppure a sinistra. In altre parole, escludiamo da Σ tutte le successioni
s tali che sj = 1 per ogni j > J oppure per ogni j < −J , ove J è un intero
positivo qualsiasi.

Mostriamo ora che possiamo costruire una mappa biunivoca ψ : Q→ Σ̃
che coniuga la mappa del panettiere allo shift su Σ̃. A tal fine spezziamo il
quadrato Q nei due rettangoli

(7.2) Q0 =
[

0,
1

2

)

×
[

0, 1
)

, Q1 =
[1

2
, 1

)

×
[

0, 1
)

.

È immediato osservare che Q0 ∩Q1 = ∅ e Q0 ∪Q1 = Q. Preso un qualunque
punto x ∈ Q, costruiamo la successione s = ψ(x) ponendo

(7.3) sk =

{

0 se Mk(x) ∈ Q0 ,

1 se Mk(x) ∈ Q1 .

In tal modo si associa ad ogni punto x ∈ Q un’unica successione s ∈ Σ̃.
Vi può essere qualche perplessità solo per quanto riguarda le successioni
che abbiamo escluso, ossia quelle che hanno una coda di infiniti 1 a sinistra
oppure a destra. Tuttavia non è difficile rendersi conto che tali successioni
verrebbero generate solo da punti che giacciono sul lato destro o sul lato
superiore del quadrato, che abbiamo escluso dall’insieme Q su cui è definita
la mappa M .

La dimostrazione che la mappa ψ è biunivoca, ovvero che per ogni s ∈ Σ̃
esiste un unico punto x = ψ−1(s) ∈ Q, richiede qualche riflessione in più.
Consideriamo una qualunque successione s ∈ Σ̃, e restringiamo la nostra
attenzione per il momento agli indici positivi, ossia alla sottosuccessione

2 Lo spazio che consideriamo qui è simile a quello che abbiamo considerato nel
paragrafo 2.6, ove abbiamo discusso la dinamica simbolica. Le differenze sono
due: le successioni sono infinite sia a sinistra che a destra; la mappa dello shift
in questo caso è invertibile, mentre non lo è nel caso delle successioni infinite
solo a destra.
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Figura 7.3. Ad illustrazione della costruzione della mappa inversa

ψ−1 che associa ad una successione s ∈ Σ̃ un punto x ∈ Q.

{sk} con k > 0. Per un fissato k > 0 dobbiamo trovare un punto x ∈ Q che
soddisfi

Mk(x) ∈ Qsk
,

Mk−1(x) ∈ Qsk−1
∩M−1(Qk) ,

Mk−2(x) ∈ Qsk−2
∩M−1

(

Qsk−1
∩M−1(Qk)

)

. . . . . . . . .

x ∈ Qs0
∩M−1

(

Qs1
∩M−1

(

Qs−2 ∩ . . .M−1(Qsk
)
)

)

,

dove nell’ultima riga abbiamo usato M0(x) = x . Le formule non sono di
facile lettura, ma diventano immediatamente comprensibili con l’aiuto di un
po’ di grafica. Consideriamo ad esempio il caso k = 3, e supponiamo s0 = 1,
s1 = 0, s2 = 0, s3 = 1. La prima delle relazioni riportate sopra afferma che
il punto x è contenuto nel rettangolo di base A3B3 privato dei lati destro
e superiore, che coincide con Q1, rappresentato entro il quadrato in alto a
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sinistra in figura 7.3. L’immagine inversa di questo rettangolo è formata dai
due rettangoli di base A2B2 e C2D2, sempre privati dei lati destro e superiore,
nel quadrato in alto a destra della stessa figura; la seconda relazione afferma
che tra questi si deve selezionare il rettangolo di base A2B2. L’immagine
inversa di questo rettangolo è costituita dai due rettangoli di base A1B1 e
C1D1 contenuti nel quadrato in basso a sinistra; la terza relazione seleziona
il rettangolo di base A1B1. In modo analogo l’ultima relazione afferma che x
deve essere contenuto nel rettangolo di base A0B0 contenuto nel quadrato in
basso a destra, anch’esso privato dei lati destro e superiore. Possiamo anche
determinare l’ascissa del punto A0, che risulta essere s0

2 + s1

4 + s2

8 + s3

16 = 9
16 .

Applicando lo stesso ragionamento ad un qualsiasi k > 0 si vede che il
punto x deve appartenere ad un rettangolo R+

k = [qk, qk + 2−k−1) × [0, 1),
dove qk = s0

2 + s1

22 + . . . + sk

2k+1 . Si osservi che il rettangolo risulta essere
contenuto in Q grazie all’esclusione delle successioni che terminano a destra
con una coda di infiniti simboli 1.

In modo analogo, considerando i simboli s−k, s−k+1, . . . , s0 e rovesciando
l’argomento appena esposto ricaviamo le relazioni3

M−k(x) ∈ Qs
−k

,

M−k+1(x) ∈M(Qs
−k

) ,

M−k+2(x) ∈M
(

Qs
−k+1∩M(Qs

−k
)

)

,

. . . . . . . . .

x ∈M
(

Qs
−1

∩M
(

Qs
−2

∩ . . .M(Qs
−k

)
)

)

.

Concludiamo che x appartiene ad un rettangolo R−
k = [0, 1)× [pk, pk +2−k),

dove pk = s
−1

2 + s
−2

22 + . . .+
s
−k

2k . Anche qui, il rettangolo risulta contenuto
in Q grazie all’esclusione delle successioni che terminano a sinistra con una
coda di infiniti simboli 1.

Dunque, per ogni k > 0 si ha

x ∈ R+
k ∩R−

k = [qk, qk + 2−k−1) ∩ [pk, pk + 2−k) ,

con qk, pk determinati dalla successione. Nel limite k → +∞ questo insieme
si riduce all’unico punto x = (qk, pk), il che dimostra l’unicità dell’inversa
della funzione ψ.

L’argomento che abbiamo riportato conduce anche alla conclusione che
il punto x = ψ−1(s) ha coordinate

qk =
+∞
∑

k=0

sk

2k+1
, pk =

+∞
∑

k=1

s−k

2k
.

3 L’appartenenza di M−j(x) a Qs
−j

è volutamente ignorata per semplificare

l’identificazione delle strisce orizzontali e verticali.
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La familiarità col sistema binario che abbiamo acquisito studiando la mappa
del raddoppio del cerchio ci permette di vedere immediatamente che in scrit-
tura binaria abbiamo

qk = 0.s0s1s2 . . . , pk = 0.s−1s−2s−3 . . . .

In altre parole, la successione s si costruisce allineando da destra a sinistra
le cifre binarie della rappresentazione dell’ordinata, e da sinistra a destra le
cifre binarie della rappresentazione dell’ascissa del punto x. L’eliminazione
delle successioni che hanno code infinite di simboli 1 a sinistra o a destra
corrisponde alla rimozione dell’ambiguità della rappresentazione binaria che
abbiamo già incontrato nella mappa del raddoppio del cerchio.

Resta ora da mostrare che la mappa sul quadrato si riconduce allo shift
sulla successione s. L’argomento è simile a quello già usato per il raddoppio
del cerchio: la facile verifica è lasciata al lettore come esercizio.

7.1.2 La mappa del gatto di Arnold

Il modello che consideriamo è un automorfismo del toro T
2 generato dalla

matrice unimodulare4

(7.4) A =

(

1 1
1 2

)

Molte delle considerazioni che svolgeremo si applicano in modo generale ad
automorfismi del toro che soddisfino la proprietà di iperbolicità. Il caso che
qui prendiamo in considerazione è stato proposto da Arnold, ed è ormai
diventato uno dei modelli classici per illustrare il moto caotico.5

La rappresentazione dell’iterazione della mappa in figura 7.4 mostra
subito che il quadrato viene sottoposto ad un processo di stiramento–
schiacciamento simile a quello della mappa del panettiere. In questo caso
però la mappa risulta essere regolare: non vi sono tagli che compromettano
la continuità o la differenziabilità.

*** riportare qualche figura che illustri il caos. ***

*** mostrare che esistono infinite orbite periodiche. ***

*** discutere la caoticità nel senso di Devaney. ***

7.2 Il lemma dell’orbita–ombra

La mappa del gatto di Arnold rappresenta il modello più semplice di una
classe di sistemi caratterizzata da un comportamento fortemente caotico,

4 Ricordiamo che le matrici unimodulari hanno elementi interi e determinante
±1. Si veda il paragrafo 6.1.5.

5 Il nome bizzarro gatto di Arnold è dovuto al fatto che nel testo [3] l’iterazione
della mappa viene illustrata disegnando la figura stilizzata di un gatto entro
il quadrato che rappresenta il toro.
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Figura 7.4. Ad illustrazione della mappa del gatto di Arnold.

detti sistemi iperbolici. Ci limitiamo qui a discuterne le proprietà prendendo
come riferimento proprio quel modello.

7.2.1 La caratterizzazione di un sistema iperbolico

Dobbiamo considerare il differenziale della mappa come operatore che agisce
sullo spazio tangente in ogni punto del toro. Nel caso del gatto di Arnold il
calcolo è semplice: la matrice jacobiana altro non è che la matrice A stessa.
Con un rapido calcolo si verifica che gli autovalori della matrice sono

λ1 =
3 −

√
5

2
, λ2 =

3 +
√

5

2
,

l’uno l’inverso dell’altro. Gli autovettori corrispondenti sono

u1 =

(

1
1−

√
5

2

)

, u2 =

(

1
1+

√
5

2

)

,

e sono mutuamente ortogonali, come del resto era da aspettarsi dal momento
che la matrice A è simmetrica.

Gli autovettori del differenziale della mappa costituiscono in ogni punto
una base dello spazio tangente. Le proprietà che ci interessano sono le
seguenti:
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(i) in ogni punto x del toro T
2 lo spazio tangente si decompone (con rego-

larità) nella somma diretta di due sottospazi: il sottospazio contraente
E+ ed il sottospazio dilatante E−;

(ii) i sottospazi E+ ed E− sono invarianti per il differenziale della mappa6

(in questo caso la matrice A stessa);
(iii) esiste una costante µ tale che per ogni intero k ≥ 0 valgano le proprietà

∥

∥dF kξ
∥

∥ ≤ e−kµ‖ξ‖ ∀ ξ ∈ E+

∥

∥dF−kξ
∥

∥ ≤ e−kµ‖ξ‖ ∀ ξ ∈ E−

Nel caso della mappa del gatto di Arnold, che qui stiamo considerando,
il sottospazio contraente E+ è generato dall’autovettore u1, il sottospazio
dilatante E− è generato dall’autovettore u2, e la costante µ si determina
come µ = log λ2.

Le proprietà enunciate si estendono con poche modifiche al caso di va-
rietà differenziabili sulle quali sia definito un diffeomorfismo e che siano
dotate di una metrica, necessaria per la proprietà (iii). Ancor più in ge-
nerale, si può considerare la restrizione del diffeomorfismo ad un opportuno
sottinsieme chiuso delle varietà, invariante per la dinamica. Tuttavia non
insistiamo su questo punto.

7.2.2 L’orbita ombra

Prima di enunciare il risultato principale dobbiamo dare due definizioni.

Definizione 7.1: Una successione di punti {pk}k∈Z è detta ε–pseudo or-

bita per la mappa F se per ogni k ∈ Z vale

(7.5)
∣

∣F (pk) − pk+1

∣

∣ < ε .

Definizione 7.2: Un’orbita {xk}k∈Z della mappa F è detta orbita δ–
ombra7 della ε–pseudo orbita {pk}k∈Z se per ogni k ∈ Z vale

(7.6) |xk − pk| < δ .

Va da sé che se si conosce un’orbita è faccenda banale costruire una ε–pseudo
orbita di cui la prima è orbita δ–ombra. Del resto una tal costruzione non
presenterebbe un grande interesse. È invece sorprendente ed estremamente
interessante la

6 In generale, data una mappa F su una varietà differenziabile il suo differenziale
dF deve pensarsi come un operatore che invia vettori dello spazio tangente in
un punto x in vettori dello spazio tangente in f(x). L’invarianza dei sottospazi
significa che dF (E+) ⊂ E+ e dF (E−) ⊂ E−. Nel nostro caso la proprietà è
banalmente verificata.

7 Nei testi inglesi si parla di δ–shadowing orbit, ed il lemma che enunceremo
tra poco viene detto shadowing lemma.
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Proposizione 7.3: Sia F una mappa iperbolica su una varietà rieman-

niana. Allora per ogni δ positivo esiste ε tale che ogni ε–pseudo orbita am-

mette un’orbita δ–ombra.

La dimostrazione è piuttosto complessa, e ci limitiamo a riportarla nel
caso della mappa del gatto di Arnold: la possibilità di far uso della grafica
favorisce notevolmente la comprensione.

Denotiamo con λ+ < 1 e λ− = 1/λ+ gli autovalori della matrice A,
ambedue positivi, e con w+ e w−, gli autovettori corrispondenti ai due au-
tovalori, sicché w+ identifica la direzione contraente e w− quella dilatante.
Introduciamo nell’intorno di ciascun punto x ∈ Q un sistema locale di coor-
dinate usando come base i due autovettori, e denotiamo rispettivamente con
ϕ, ψ le coordinate sugli assi diretti come w+ e w−. Facciamo poi uso della
distanza indotta dalla norma

∥

∥(ϕ, ψ)
∥

∥ = max
{

|ϕ|, |ψ|
}

e della topologia corrispondente. Denotiamo infine con Uδ(x) ed Uε(x) gli
intorni di raggio δ e ε del punto x determinati mediante la distanza appena
introdotta; tali intorni risultano essere dei quadrati di semilato rispettiva-
mente δ ed ε con centro in x.

Procediamo anzitutto a determinare ε, avendo fissato δ. Il procedimento
è illustrato in figura 7.5. La condizione di compatibilità si ricava costruendo
le immagini inversa e diretta di un δ–intorno di un qualunque punto della
ε–pseudo orbita. A tal fine, consideriamo i punti consecutivi pj−1, pj pj+1

della ε–pseudo orbita. Il punto pj deve appartenere al quadrato Uε

(

F (pj−1)
)

,
rappresentato in grigio chiaro in figura. Analogamente, il punto pj+1 deve
appartenere al quadrato Uε

(

F (pj)
)

.

Consideriamo ora il quadrato chiuso U δ(pj), rappresentato in figura in
grigio intermedio. La sua immagine F

(

U δ(pj)
)

tramite la mappa F è un
rettangolo centrato sul punto F (pj), il cui lato parallelo a w+ è contratto
con un fattore λ+ < 1, mentre il lato parallelo a w− è dilatato con un
fattore λ− > 1; il rettangolo è rappresentato in grigio scuro in figura. Im-
poniamo che il rettangolo F

(

U δ(pj)
)

si sovrapponga al quadrato Uδ(pj+1)
in modo che i due lati contratti siano esterni al quadrato, e che i due lati
dilatati intersechino ambedue il quadrato, come rappresentato in figura. La
condizione di sovrapposizione corretta che abbiamo esposto in modo infor-
male può esprimersi in modo più preciso dicendo che nelle coordinate locali
deve valere

(7.7)
F

(

U δ(pj)
)

∩U δ(pj+1) = [a, a′] × [−δ, δ] ,
− δ < a < a′ < δ , |a′ − a| = 2λ+δ .

Perché ciò accada devono essere verificate ambedue le condizioni (si
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Figura 7.5. I punti pj e pj+1 devono appartenere rispettivamente ad

un ε–intorno dei punti F (pj−1) e F (pj). Le immagini tramite F−1 e F

di un δ–intorno del punto pj della ε–pseudo orbita sono dei rettangoli

con centri rispettivamente F−1(pj) e F (pj), che devono sovrapporsi

correttamente ai δ–intorni di pj−1 e pj .
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ricordi che λ− = 1/λ+)

ε+ λ+δ < δ ,
δ

λ+
− ε > δ .

Infatti la prima condizione impone che la somma della proiezione del seg-
mento F (pj) − pj+1 su w+, che non può superare ε, con il semilato del ret-
tangolo parallelo a w+, che ha lunghezza λ+δ, sia inferiore a δ. La seconda
condizione impone che la differenza tra il semilato del rettangolo parallelo a
w−, che ha lunghezza λ−δ, e la proiezione del segmento F (pj)−pj+1 su w−,
che non può superare ε, sia superiore a δ. Con un attimo di riflessione si vede
che queste condizioni garantiscono la sovrapposizione corretta del rettangolo
al quadrato. Risolvendo rispetto ad ε si trova che la prima diseguaglianza
impone la condizione più forte, e precisamente

(7.8) ε < (1 − λ+)δ .

Considerando l’immagine inversa F−1
(

U δ(pj)
)

si ottiene poi il ret-
tangolo con centro in F−1(pj). Imponiamo che anche questo rettangolo si
sovrapponga correttamente al quadrato U δ(pj−1). In altre parole, deve valere

(7.9)
F−1

(

U δ(pj)
)

∩U δ(pj−1) = [−δ, δ] × [b, b′] ,

− δ < b < b′ < δ , |b′ − b| = 2λ+δ .

Si verifica che la condizione (7.8) che abbiamo appena ricavato garantisce che
anche in questo caso la sovrapposizione è corretta. Infatti, osservando che
la proiezione del segmento F−1(pj)− pj−1 sulle direzioni w+ e w− non può
superare, rispettivamente, λ−ε e λ+ε, e procedendo come nel caso precedente
si ricavano le diseguaglianze

δ

λ+
− ε

λ+
> δ , λ+δ + λ+ε < δ ,

ambedue verificate in virtù della (7.8).
Procediamo ora a dimostrare che esiste l’orbita δ–ombra. Fissato un

intero positivo k, consideriamo i punti {p−k, . . . , p−1, p0, p1, . . . , pk} della
pseudo orbita, e definiamo gli insiemi R+

k e R−
k tramite le successioni

W (k) = U δ(pk) , W (−k) = U δ(p−k) ,

W (k−1) = U δ(pk−1) ∩ F−1(W (k)) , W (−k+1) = U δ(p−k+1) ∩ F (W (−k)) ,

. . . . . . . . . . . .

W (1) = U δ(p1) ∩ F−1(W (2)) , W (−1) = U δ(p−1) ∩ F (W (−2)) ,

R+
k = U δ(p0) ∩ F−1(W (1)) ; R−

k = U δ(p0) ∩ F (W (−1)) .

Mostriamo che valgono le seguenti proprietà:
(i) R+

k è un rettangolo chiuso della forma

[−δ, δ] × [ψk, ψ
′
k] ⊂ U δ(p0) ,
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con −δ < ψk < ψ′
k < δ e |ψ′

k − ψk| = 2λ+k
δ ;

(ii) R−
k è un rettangolo chiuso della forma

[ϕk, ϕ
′
k] × [−δ, δ] ⊂ U δ(p0) ,

con −δ < ϕk < ϕ′
k < δ e |ϕ′

k − ϕk| = 2λ+k
δ ;

(iii) i rettangoli R+
k e R−

k formano due successioni di insiemi chiusi an-
nidati, ossia per ogni k > 0 vale

R+
k+1 ⊂ R+

k , R−
k+1 ⊂ R−

k ;

(iv) gli insiemi

R+
∞ =

⋂

k>0

R+
k , R−

∞ =
⋂

k>0

R−
k

sono segmenti chiusi di lunghezza 2δ paralleli rispettivamente a w+ e
w−, e contenuti in U δ(p0) ;

(v) per ogni k > 0 vale

F k(R+
∞) ⊂ U δ(pk) , F−k(R−

∞) ⊂ U δ(p−k) ;

(vi) i segmenti R+
∞ e R−

∞ si intersecano in un unico punto x, e l’orbita
{F k(x)}k∈Z è l’orbita δ–ombra della ε–pseudo orbita {pk}k∈Z .

Nel verificare queste proprietà il lettore potrà aiutarsi con la figura 7.6, che
descrive il procedimento per il caso k = 2. Discutiamo singolarmente i punti
appena esposti.
(i) Per costruzione, W (k−1) = [−δ, δ] × [b, b′] è un rettangolo chiuso con-
tenuto in U δ(pk−1), con −δ < b < b′ < δ e con |b′ − b| = 2λ+δ, come
affermato nella (7.9). Per lo stesso motivo, F−1

(

U δ(pk−1)
)

⊂ U δ(pk−2) è un
rettangolo chiuso della forma [−δ, δ]× [c, c′], e c, c′ hanno le stesse proprietà
enunciate sopra per b, b′. D’altra parte, poiché W (k−1) ⊂ U δ(pk−1) segue
anche W (k−2) ⊂ F−1

(

U δ(pk−1)
)

, ed inoltre vale W (k−2) = [−δ, δ] × [d, d′]

con le proprietà −δ < c < d < d′ < c′ < δ e |d′ − d| = 2λ+2
δ; infatti il

segmento [b, b′] viene contratto di un fattore λ+. Precedendo per ricorrenza
finché l’indice superiore ha raggiunto il valore 0 si vede che ad ogni passo si
deve considerare un rettangolo con un lato di lunghezza 2δ, mentre il secondo
lato si riduce di un fattore λ+ ad ogni passo, e che il rettangolo W (j), per
0 ≤ j < k, risulta essere sottinsieme di U δ(pj) grazie alle proprietà (7.9). Al
rettangolo con indice j = 0, che è quello che realmente ci interessa, abbiamo
dato il nome R+

k .
(ii) Si usa lo stesso argomento del punto (i), sostituendo la mappa diretta F
all’inversa F−1 e facendo uso della (7.7) al posto della (7.9).
(iii) Se nell’argomento usato al punto (i) si parte dall’indice k + 1 anziché
da k si deve porre W (k+1) = U δ(pk+1), e al primo passo si trova W (k) =
U δ(pk)∩F−1(W (k+1)) ⊂ U δ(pk). Facendo variare l’indice superiore fino a 0
si vede che l’ultima relazione vale ad ogni passo, e quindi anche al passo 0 in
cui si considerano R+

k e R−
k . Il lettore che desideri porre questo argomento
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Figura 7.6. La costruzione degli insiemi R+

k
e R−

k
, illustrata nel caso

k = 2.

in forma ancor più particolareggiata non avrà difficoltà a farlo, ad esempio
introducendo un doppio indice per gli insiemi W .
(iv) Ciascuno dei due insiemi è intersezione infinita di insiemi chiusi annidati,
e quindi non è vuoto. Che il risultato sia un segmento segue dal fatto che
uno dei lati del rettangolo ha sempre lunghezza 2δ, mentre la lunghezza del
secondo lato tende a zero poiché λ+ < 1.
(v) Per costruzione, per ogni k fissato vale F (R+

k ) ⊂ U δ(p1), . . . , F
k(R+

k ) ⊂
U δ(pk) e anche F−1(R−

k ) ⊂ U δ(p−1), . . . , F
−k(R−

k ) ⊂ U δ(p−k). Possiamo
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esprimere questa proprietà dicendo che R+
k è l’insieme di tutti i punti la

cui orbita è δ–ombra di p0, . . . , pk fino all’iterazione k, e che R−
k è l’insieme

di tutti i punti la cui orbita sotto la trasformazione inversa è δ–ombra di
p−k, . . . , p0 fino all’iterazione −k. Ciò vale per ogni k, e quindi anche per
R+

∞ e R−
∞.

(vi) In virtù del punto precedente, il segmento R+
∞ è l’insieme di tutti i punti

la cui orbita è δ–ombra della ε–pseudo orbita {pj}j∈Z nel futuro. Analoga-
mente, il segmento R−

∞ è l’insieme di tutti i punti la cui orbita è δ–ombra
della ε–pseudo orbita {pj}j∈Z nel passato. Dunque l’intersezione R+

∞ ∩ R−
∞

contiene tutti i punti la cui orbita è δ–ombra della ε–pseudo orbita {pj}j∈Z

sia nel passato che nel futuro. Poiché R+
∞ e R−

∞ sono segmenti ortogonali che
hanno intersezione non vuota (per costruzione), segue che la loro intersezione
è un unico punto x ∈ U δ(p0) che genera l’orbita δ–ombra cercata.

7.3 Il teorema della varietà stabile

La discussione del fenomeno del punto omoclino, a cui sarà dedicato il para-
grafo 7.4, richiede una formulazione del teorema della varietà stabile per le
mappe. Si tratta in realtà di un adattamento al caso delle mappe (e qui
in particolare di una mappa su una varietà di dimensione due) del teorema
della curva stabile che abbiamo enunciato e dimostrato nel paragrafo 3.5.1.

Diamo qui un enunciato del teorema nel caso che ci serve, senza ripor-
tarne la dimostrazione.

Consideriamo una varietà differenziabile M di classe Cr, ed un diffeo-
morfismo F : M → M di classe Cr. Supponiamo che x ∈ M si un punto
fisso iperbolico per la mappa, ossia che valgano le proprietà

(i) F (x) = x ;
(ii) il differenziale dF (x) abbia autovalori che non appartengono al cerchio

unitario del piano complesso;
(iii) lo spazio tangente TxM si possa scomporre nella somma diretta di

due sottospazi E+, E−, rispettivamente stabile ed instabile, tali che
per qualche λ ∈ (0, 1) valga (| · | è una norma)

∣

∣dF (x) ξ
∣

∣ < λ|ξ| per ξ ∈ E+ ,
∣

∣dF (x) ξ
∣

∣ >
1

λ
|ξ| per ξ ∈ E− .

Definiamo poi l’insieme stabile W+(x) ed instabile W−(x) nel punto x
come

W+(x) =
{

x ∈M : F k(x) −→
k→+∞

x
}

W−(x) =
{

x ∈M : F−k(x) −→
k→+∞

x
}

Dalla definizione stessa segue immediatamente che sia W+(x) che
W−(x) sono insiemi invarianti per la mappa. Infatti, se F k(x) → x per
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k → ±∞ lo stesso vale per F (x). Quindi sia x che F (x) appartengono alla
stessa curva, stabile o instabile che sia.

Le proprietà degli insiemi invarianti sono enunciate nella

Proposizione 7.4: Gli insiemi W+(x) e W−(x) sono varietà differenzia-

bili di classe Cr diffeomorfe rispettivamente ad E+ ed E−, e tangenti ad E+

ed E− in x. Inoltre in un intorno di x le varietà sono rappresentabili come

il grafico di una funzione rispettivamente su E+ ed E−.

*** aggiungere la dimostrazione ***

Il teorema si dimostra solitamente in due passi. Anzitutto si prova
l’esistenza di un tratto locale di varietà nell’intorno del punto fisso. Poi si
costruisce la varietà globale prolungando i tratti di cui si conosce l’esistenza
grazie all’iterazione della mappa.

Una conseguenza che ci sarà utile nel seguito è il

Lemma 7.5: Le varietà stabili ed instabili non possono autointersecarsi.

Dimostrazione. Supponiamo che W+(x) ammetta un punto di auto-
intersezione, che denoteremo con x̃. Allora per k sufficientemente grande
F k(x̃) appartiene ad un intorno piccolo quanto si vuole di x. D’altra parte
F k(x̃) è anch’esso punto di autointersezione, e questo contraddice il fatto
che nell’intorno di x la varietà debba essere il grafico di una funzione. Per
W−(x) si applica lo stesso argomento usando la mappa inversa. Q.E.D.

7.4 Il fenomeno del punto omoclino

Per fissare le idee, facciamo riferimento ad un modello specifico, e precisa-
mente al flusso del sistema Hamiltoniano non autonomo

(7.10) H(x, y, t) =
y2 − x2

2
+
x3

3
(1 + ε cos t) ,

dove ε è un parametro che supporremo piccolo. Le equazioni di Hamilton
corrispondenti sono

(7.11) ẋ = y , ẏ = x− x2 − εx2 cos t .

Come di consueto, identificheremo come imperturbato il sistema autonomo
che si ottiene ponendo ε = 0, e diremo che il termine εx2 cos t è una pertur-

bazione del sistema autonomo.
L’aspetto che qui ci interessa è che per ε = 0 il sistema imperturbato è

integrabile, ed in particolare per H(x, y, 0) = 0 esiste un’orbita omoclina
che si chiude a cappio sull’origine, come rappresentato nel riquadro (a)
della figura 7.7. Nel resto del paragrafo ci concentreremo su quest’orbita,
ignorando in particolare i rami di varietà stabile ed instabile che vanno
all’infinito. La domanda che ci poniamo è cosa accada a quest’orbita omo-
clina quando si ponga ε > 0.
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Figura 7.7. L’orbita omoclina del sistema (7.11) e la mappa di

Poincaré corrispondente.

7.4.1 La mappa di Poincaré sull’orbita omoclina imperturbata

Sfruttando la periodicità della perturbazione, ricorriamo ancora alla mappa
di Poincaré a periodo fissato, considerado il flusso φ2π su un periodo, che
per semplicità denoteremo con Φ. Tale mappa conserva l’area.8

Poniamo ancora ε = 0, e restringiamo la nostra attenzione ai punti che
giacciono sull’orbita omoclina. In questo caso la perturbazione periodica non
modifica per nulla il comportamento delle orbite: ci serve solo per definire la
mappa di Poincaré sul periodo. Al fine di evitare confusioni, da qui in avanti
useremo il termine orbita facendo riferimento alla mappa, e non al flusso
delle equazioni differenziali; un’orbita sarà quindi composta da un insieme
discreto di punti.

Se il punto iniziale giace sulla curva omoclina, l’orbita corrispondente
della mappa sarà una successione di punti che giacciono anch’essi sulla curva
omoclina, rappresentata schematicamente nel riquadro (b) della figura 7.7.
Richiamiamo l’attenzione del lettore sulla discretizzazione della mappa. Per
quanto qui possa apparire banale, è un fatto cruciale per la comprensione
del resto del paragrafo.

La soluzione di equilibrio x = y = 0 del sistema imperturbato diventa un
punto fisso della mappa, che denoteremo con O. Si osservi che la forma par-
ticolare delle equazioni assicura che la soluzione di equilibrio resta immutata
anche per ε 6= 0.

Osserviamo anche che qualunque orbita che giaccia sulla curva omoclina
dovrà essere asintotica al punto di equilibrio sia nel futuro che nel passato.
Ciò implica che i punti dell’orbita si debbano addensare in prossimità del
punto fisso O, pur continuando a giacere sulla curva omoclina: la distanza
tra un punto ed il suo iterato tende a zero. Si osservi però che lontano

8 La conservazione dell’area è una proprietà notevole dei sistemi Hamiltoniani,
che qui supponiamo nota.
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dall’equilibrio la distanza tra i punti iterati non è affatto piccola: anche
questa informazione avrà un ruolo nel seguito.

Per il sistema imperturbato vale la proprietà che tutti i punti della sepa-
ratrice danno origine ad orbite della mappa che sono asintotiche all’equilibrio
sia nel passato che nel futuro. In termini più precisi, diremo che la varietà sta-
bile W+ e la varietà instabile W− del punto di equilibrio, come definite poco
sopra, contengono l’orbita omoclina del sistema di equazioni differenziali.9

Le denoteremo con W+
0 eW−

0 per mettere in evidenza il valore del parametro
ε, distinguendole dalle varietà perturbate W+

ε e W−
ε .

7.4.2 Le varietà stabile ed instabile perturbate

Veniamo ora al sistema perturbato, ponendo ε > 0. Per il teorema della
varietà stabile, le varietà W+

ε e W−
ε continuano ad esistere, ed in partico-

lare mantengono la proprietà di essere curve regolari, ma non potranno in
generale coincidere con W+

0 e W−
0 . Mettiamo in evidenza alcuni fatti che

serviranno nel resto della discussione.
Consideriamo un intorno U abbastanza piccolo del punto fisso O, e sia

P0 ∈ U ∩ W−
ε un punto della varietà instabile. Poiché le varietà W−

0 e
W−

ε sono tangenti in O (essendo tangenti alla stessa direzione, determinata
mediante il sistema linearizzato nell’equilibrio), potremo prendere il punto
P0 arbitrariamente vicino ad un punto P ∈ W−

0 . Ricordiamo che la mappa
è costruita mediante il flusso di un sistema di equazioni differenziali. Se
consideriamo il flusso del sistema imperturbato, che indicheremo con φt

0,
avremo che dist

(

φt
0P0, φ

t
0P

)

resterà piccola, ad esempio di ordine O(ε1/2) e
comunque tendente a zero con ε, fino ad un tempo τ(ε) abbastanza grande,
crescente al decrescere di ε. Ciò perché le due varietà, e quindi i punti P0

e P si avvicinano. D’altra parte, se confrontiano il flusso imperturbato φt
0

con quello del sistema perturbato, che indichiamo con φt
ε, avremo anche

che dist
(

φt
0P0, φ

t
εP0

)

resterà piccola, ad esempio O(ε1/2), fino ad un tempo

τ(ε) crescente con ε, ad esempio τ = O(ε−1/2). Ne concludiamo che anche
dist

(

Φk(P0),Φ
k(P )

)

resterà piccola, e tenderà a zero con ε, per k < K con
un K crescente al decrescere di ε. Una proprietà analoga vale anche per un
punto P ′

0 ∈ U ∩W+
ε .

Ricordiamo anche che le curve stabili ed instabili possono determinarsi
costruendo le immagini successive di un piccolo arco di curva OP0, la cui
esistenza è dimostrata dal teorema locale: è questo in effetti il metodo
su cui si regge la dimostrazione dell’esistenza della curva in senso glo-
bale. Osserviamo infatti che, riferendoci alla varietà instabile, se P0, P1 =
Φ(P0), P2 = Φ(P1), . . . è l’orbita uscente da P0 allora vale palesemente
Φ(OP0) ⊂ OP1, Φ(OP1) ⊂ OP2, . . . in virtù dell’invarianza della va-
rietà instabile e della regolarità della mappa. Anzi, vale anche la proprietà

9 Della varietà stabile o instabile fanno parte anche i rami aperti che qui stiamo
trascurando.
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Figura 7.8. La separazione delle varietà W+
ε e W−

ε resta piccola per

un certo tratto.

Φ(P0P1) = P1P2, Φ(P1P2) = P2P3, . . . , di cui faremo uso in seguito. In al-
tre parole, si può costruire la curva tramite le immagini successive, ed aventi
in comune solo gli estremi, di un arco della curva stessa compreso tra un
punto P0 ed il suo iterato P1 = Φ(P0), osservando che gli archi successivi si
raccordano tra loro con regolarità.10 Proprietà analoghe valgono per la curva
stabile: basta invertire la mappa.

10 Per inciso, questa proprietà è utile anche al fine di costruire numericamente la
varietà instabile. In effetti, se P0 è sufficientemente vicino ad O la curva, nella
rappresentazione grafica, è indistinguibile da un segmento, e P0, nei limiti
della risoluzione del grafico, giace praticamente sulla retta che rappresenta la
direzione instabile del sistema linearizzato. Si osservi che tale retta è calcola-
bile esplicitamente. Basta dunque iterare il segmento. Il lettore che provasse
a tradurre l’idea accennata in un programma di calcolo si renderebbe conto
di due difficoltà insite nel fatto che la distanza tra punti vicini cresce in ra-
gione geometrica, proprio perché i punti giacciono sulla varietà instabile. La
prima difficoltà è che l’approssimazione con un segmento diventa rapidamente
inefficace; la seconda è che la forte instabilità mette seriamente in dubbio la
correttezza del calcolo. Alla prima difficoltà si rimedia inserendo via via punti
intermedi tra due iterate successive di un punto assegnato quando queste si
allontanino eccessivamente, approssimando di fatto la curva con una spezzata
composta da segmenti molto piccoli. Per la seconda difficoltà si deve osservare
che ci viene in aiuto proprio l’espansività della mappa in direzione tangente
alla curva. Infatti, per la conservazione dell’area, la mappa deve essere con-
traente in direzione trasversa alla curva. I punti iterati quindi non riflettono
la posizione reale del punto sulla curva, che viene alterata dalla forte espan-
sione della dinamica, ma gli errori che li porterebbero ad allontanarsi dalla
curva vengono riassorbiti dalla dinamica stessa. Dunque, l’orbita calcolata è
inaffidabile, ma i punti calcolati stanno sulla curva entro i limiti dell’errore
nuerico, e questo è quanto basta per il tracciamento. Ciò vale per la curva
instabile, naturalmente. Per il calcolo della curva stabile occorre far ricorso
alla mappa inversa: costruirla tramite la mappa diretta sarebbe praticamente
impossibile.
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Figura 7.9. Punti vicini sulle curve W+
ε e W−

ε .

In conseguenza di quanto abbiamo illustrato, concludiamo che per ε
sufficientemente piccolo almeno un tratto abbastanza lungo delle curve per-
turbate W+

ε e W−
ε giace in prossimità delle curve imperturbate W+

0 e W−
0 .

Questo è illustrato in figura 7.8. Ora, si può ben immaginare che accada che
le curve W+

ε e W−
ε , coincidenti per ε = 0, si separino per ε > 0, come sug-

gerito dalla figura. In effetti, abbiamo già visto che ciò accade tipicamente
quando la perturbazione consista in un attrito: il lettore potrà rivedere gli
esempi riportati nel paragrafo 4.5, ed in particolare nelle figure 4.19, 4.21,
4.23 e 4.24.

L’osservazione cruciale è che l’attrito rimuove la proprietà di conser-

vazione dell’area. Nel caso che stiamo esaminando invece tale proprietà per-
siste, e questo ha le notevoli conseguenze che passiamo a discutere.

7.4.3 L’esistenza dell’intersezione omoclina

Seguendo gli argomenti esposti da Poincaré,11 mostriamo che le due varietà

W+
ε e W−

ε si intersecano in almeno un punto. In questa dimostrazione la
proprietà di conservazione dell’area sotto la mappa ha un ruolo cruciale.

Aiutando la nostra intuizione con la figura 7.9, consideriamo un punto
P ∈ W+

0 = W−
0 . Per l’argomento illustrato nel paragrafo precedente, esi-

stono due punti A ∈ W−
ε e B ∈ W+

ε vicini a P , ad esempio tali che
dist(AP ) = O(ε1/2) e dist(BO) = O(ε1/2). Congiungiamo i due punti con
una curva continua γ priva di punti doppi, come in figura. Possiamo sempre
scegliere la curva in modo che la sua lunghezza sia dell’ordine della distanza
tra A e B, ad esempio O(ε1/2), e che le sole intersezioni di γ con i tratti
OA ⊂W−

ε ed OB ⊂W+
ε siano i punti A e B stessi.

Consideriamo ora le immagini A′ = Φ(A), B′ = Φ(B) e γ′ = Φ(γ) dei

11 La discussione qui riportata si ispira al cap. XXVII dei Méthodes Nou-

velles, [22], Tomo III, ove viene esposta la Théorie des conséquents proprio con-
siderando le mappe generate tramite il meccanismo della sezione. Il fenomeno
omoclino viene discusso nel cap. XXXIII (l’ultimo dell’opera), dal titolo So-

lutions doublement asymptotiques.
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Figura 7.10. Le diverse possibili disposizioni del poligono curvilineo

AA′B′BA nel caso in cui la curva stabile e quella instabile non abbiano

punti in comune. La discussione ai punti (i)–(ii) del testo mostra che

nessuno dei casi rappresetnai si può verificare.

punti A, B e della curva γ sotto la mappa Φ. Per l’invertibilità della mappa,
avremo che γ′ non ha punti doppi (altrimenti ne avrebbe anche γ, cosa che
abbiamo escluso), e che le sole intersezioni di γ′ con i tratti OA′ ⊂ W−

ε ed
OB′ ⊂W+

ε sono i punti A′ e B′ stessi. Se ciò non fosse infatti si avrebbe un
punto C′ ∈ γ′, non coincidente con A′, B′ che giace su uno dei due tratti di
curva, e lo stesso accadrebbe per il suo antecedente Φ−1(C′); ma questo è
quanto abbiamo già escluso. Inoltre anche la lunghezza della curva γ′ deve
tendere a zero con ε, ad esempio restando O(ε1/2), in virtù della regolarità
rispetto ai dati iniziali.

Consideriamo il poligono curvilineo AA′B′BA i cui lati sono AA′ ⊂W−
ε ,

A′B′ = γ′, BB′ ⊂ W+
ε e AB = γ. In linea di principio possono verificarsi

tre situazioni diverse.

(i) I lati AA′, γ, BB′ e γ′ hanno in comune a due a due solo i vertici
del poligono. Questa possibilità è illustrata nei riquadri (a) e (b) della
figura 7.10.

(ii) I lati γ e γ′ si intersecano; questa possibilità è illustrata nei riquadri (c)
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Figura 7.11. Diversi casi in cui la curva stabile e quella instabile

abbiano in comune uno più punti, o un intervallo, o coincidano.

e (d) della figura 7.10.

(iii) I lati AA′ e BB′ si intersecano in almeno un punto; questa possibilità
è illustrata nei casi più semplici nei riquadri (a) e (b) della figura 7.11.
In questo caso rientra anche la possibilità che i tratti di curva AB e
A′B′ si intersechino in un intervallo oppure coincidano, come illustrato
nei riquadri (c) e (d) della stessa figura.

Mostriamo ora che i casi (i) e (ii) non si possono verificare, sicché resta il
solo caso (iii).

Supponiamo che si verifichi il caso (i). Consideriamo il poligono curvili-
neo OABO delimitato dall’arco OA della curva instabile W−

ε , dalla curva γ
e dall’arco OB della curva stabile W+

ε . Determiniamone l’immagine tramite
Φ, che è il poligono curvilineo OA′B′O delimitato dall’arco OA′ della curva
instabile W−

ε , dalla curva γ′ e dall’arco OB′ della curva stabile W+
ε . Ora, le

aree dei poligoni OABO e OA′B′O non possono coincidere, perché vengono
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incrementate o decrementate dell’area del poligono curvilineo AA′B′BA.
Questo è contrario alla conservazione dell’area, e dunque il caso (i) non può
verificarsi.

Passiamo ad esaminare il caso (ii). Abbiamo già assunto che la curva γ
abbia lunghezza O(ε1/2); e per la regolarità della mappa anche la sua imma-
gine γ′, dovrà avere lunghezza O(ε1/2). Dunque la somma delle lunghezze di
γ e γ′ resta O(ε1/2), e deve tendere a zero con ε. D’altra parte la lunghezza
dei tratti di curva AA′ e BB′ resta finita per ε → 0, e quindi per ε suffi-
cientemente piccolo le curve γ e γ′ non possono intersecarsi. Ciò esclude il
caso (ii).

Deve dunque verificarsi il caso (iii), che è compatibile con la conser-
vazione dell’area. Qui si deve osservare che le due curve W+

ε e W−
ε pos-

sono ben coincidere, ma ciò non è necessario. I casi illustrati in figura 7.11
mostrano diverse possibilità che vanno dall’intersezione in un numero finito
di punti fino all’intersezione in un ’intervallo o alla coincidenza delle curve,
ed un rapido esame mostra come nessuna di queste possibilità possa es-
sere esclusa sulla base della regolarità della mappa e della conservazione
dell’area.12

La non coincidenza della curva stabile con quella instabile ha con-
seguenze notevoli. Il caso di intersezione in un punto isolato è il più semplice
da esaminare — anche se l’aggettivo semplice, alla luce di quello che ve-
dremo, apparirà quanto meno inappropriato. Nel seguito della discussione
consideremo proprio quest’ultimo caso.

7.4.4 Esistenza di un’orbita omoclina

Veniamo ora a mostrare che se W+
ε ∩W−

ε contiene un punto P 6= O, allora
esso contiene tutta l’orbita passante per P , ed in particolare le due curve si

12 In effetti, la coincidenza delle due curve si verifica tipicamente quando la per-
turbazione è tale da mantenere l’integrabilità delle equazioni. D’altra parte il
calcolo numerico mostra che la formazione di un’intersezione trasversale sem-
bra essere il caso tipico. A quest’ultimo fenomeno si è dato il nome di split-

ting delle separatrici. Dal punto di vista teorico si deve osservare che Poincaré
stesso ha mostrato che in generale la perturbazione distrugge l’integrabilità
del sistema. Ciò depone in favore della convinzione che lo splitting sia ef-
fettivamente tipico. Sorprendentemente, dimostrare che lo splitting sia un
fatto generico per sistemi perturbati è problema alquanto difficile, a cui la
ricerca particolarmente intensa dell’ultimo ventennio non sembra aver dato
una risposta definitiva. Possiamo accennare al fatto, ormai noto, che nei casi
di sistemi analitici in cui si riesce a dimostrare l’esistenza del fenomeno dello
splitting delle separatrici si conclude anche che l’angolo formato dalle sepa-
ratrici nel punto di intersezione è di ordine exp(−1/ε). Dunque, tale angolo
tende a zero troppo rapidamente per essere effettivamente calcolabile con i
procedimenti di approssimazione successiva in potenze di ε tipici della teoria
delle perturbazioni.
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Figura 7.12. Ad illustrazione della non unicità dell’orbita omoclina:

la situazione non ammessa, perché in contraddizione con la conser-

vazione dell’area.

possono intersecare in punti arbitrariamente vicini all’origine.
L’affermazione è conseguenza dell’invarianza delle curve stabile ed insta-

bile. Infatti, poiché P ∈W+
ε vale anche Φk(P ) ∈W+

ε per qualunque k ∈ Z;
d’altra parte, poiché P ∈W−

ε , vale anche Φk(P ) ∈W+
ε per qualunque k ∈ Z.

Dunque Φk(P ) ∈W+
ε ∩W−

ε per ogni k ∈ Z, come affermato.
Si osservi che l’orbita

⋃

k∈Z
Φk(P ) è asintotica al punto fisso O sia nel

passato che nel futuro: nel linguaggio di Poincaré, si tratta di un’orbita
doppiamente asintotica.

Si osservi anche, e questo è ancor più rilevante, che il fatto che le curve
stabile ed instabile non coincidano implica che la proprietà di doppia asin-
toticità non è condivisa da tutte le orbite che giacciono su una delle due
varietà. Questo comportamento contrasta con quello del caso imperturbato,
in cui le curve coincidono.

L’aggettivo omoclino è stato coniato da Poincaré proprio per caratte-
rizzare le orbite che giacciono nell’intersezione tra la curva stabile e la curva
instabile.

7.4.5 Esistenza di almeno due orbite omocline

Mostriamo ora che esiste almeno una seconda orbita omoclina. Ciò segue
ancora dalla conservazione dell’area. Supponiamo infatti che l’orbita omo-
clina sia unica, e consideriamo il punto P dell’orbita ed il suo iterato Φ(P ),
come in figura 7.12. Consideriamo poi il tratto γ− della curva instabile W−

ε

compreso tra P e P ′ed il tratto γ+ della curva stabile W+
ε compreso tra gli

stessi punti P ′ e P . Consideriamo infine il poligono curvilineo OPγ+P ′O
che ha per lati i tratti OP ⊂ W−

ε , γ+ ed il tratto OP ′ ⊂W+
ε . La sua imma-

gine tramite Φ è il poligono curvilineo OPγ−P ′O, ottenuto dal precedente
sostituendo l’arco γ+ con γ−: ciò si verifica con un momento di riflessione,
ricordando come sono determinati gli archi γ+ e γ− e che P ′ = Φ(P ).

Ora, i due poligoni, essendo il secondo immagine del primo, dovrebbero
avere la stessa area. Ciò non può accadere se γ+ ∩ γ− = {P, P ′}, ossia se i
due archi γ+ e γ− hanno in comune solo gli estremi: in tal caso infatti l’area
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Figura 7.13. Ad illustrazione della non unicità dell’orbita omo-

clina: la situazione ammessa, perché compatibile con la conservazione

dell’area.
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Figura 7.14. I lobi L e M formati dall’intersezione trasversa della

curva stabile con quella instabile devono avere la stessa area.

compresa tra questi due archi viene sottratta o aggiunta a quella iniziale.
Dunque γ+ ∩ γ− deve contenere almeno un altro punto Q che non coincide
con uno degli estremi, come rappresentato nel riquadro (a) della figura 7.13.

Per lo stesso argomento che abbiamo esposto alla fine del paragrafo
precedente anche l’orbita passante per Q è un’orbita omoclina, che non può
coincidere con la prima.

Naturalmente non possiamo escludere che γ+ ∩ γ− contenga altri punti
diversi dagli estremi e da Q, come rappresentato nel riquadro (b) della
figura 7.13. In tal caso vi sarebbero altre orbite omocline. In particolare,
gli archi γ+ e γ− potrebbero ben coincidere, nel qual caso si concluderebbe
facilmente che le curve W+

ε e W−
ε debbano coincidere anch’esse.

7.4.6 Esistenza di un’infinità di orbite omocline

Discutiamo ora il caso non banale in cui le curve γ+ e γ− di cui abbiamo
appena parlato si intersechino trasversalmente in un punto P , come illustrato
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Figura 7.15. Il comportamento dei lobi sotto l’iterazione della

mappa comporta l’esistenza di infinite intersezioni della curva stabile

con quella instabile, e quindi di infinite orbite omocline.

nel riquadro (a) della figura 7.13. Il caso di più intersezioni trasversali non
presenta differenze di rilievo rispetto a quello che discutiamo qui.

Denotiamo con γ+ ⊂ W+
ε e con γ− ⊂ W−

ε gli archi PQ ricavati rispet-
tivamente sulla curva stabile ed instabile. Analogamente, denotiamo con
δ+ ⊂ W+

ε e δ− ⊂ W−
ε gli archi QP ′, con P ′ = Φ(Q), ricavati allo stesso

modo. Denotiamo poi con L e M i poligoni curvilinei delimitati rispettiva-
mente dagli archi γ+, γ− e δ+, δ−, a cui daremo il nome comunemente usato
di lobi. Le aree di questi due lobi devono esse eguali: ciò si verifica modifi-
cando di poco l’argomento che abbiamo esposto per mostrare che oltre alla
prima orbita omoclina ne debba esistere almeno una seconda.

Denotiamo ancora con A il poligono curvilineo OPO delimitato dagli
archi OP sulle due curve W+

ε e W−
ε . Per costruzione, il lobo L è interno

ad A. Consideriamo ora l’immagine del lobo L sotto la mappa Φ, ovvero
Φ(L) ed i lobi formati dalle immagini successive Φ2(L), Φ3(L), Φ4(L), . . . ,
come illustrato in figura 7.15. Ora, tutti questo lobi devono avere la stessa
area ed essere disgiunti. La prima affermazione è ovvia conseguenza del
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fatto che la mappa conserva l’area. Per verificare la seconda affermazione
osserviamo che se per qualche k > 0 accadesse che Φk(L) ∩ L 6= ∅ allora la
curva instabile dovrebbe intersecare sé stessa, il che non può accadere per il
lemma 7.5. D’altra parte i lobi cos̀ı generati non possono essere tutti con-
tenuti nel poligono curvilineo A. Infatti esso, essendo limitato, deve avere
area finita. D’altra parte l’area totale coperta dai lobi è la somma delle
singole aree, poiché essi sono disgiunti, sicché dopo un numero finito di ite-
razioni la somma delle aree dei lobi generati successivamente per iterazione
supera quella di A. Dunque, per un qualche k > 0 deve accadere che Φk(L)
deve uscire da A, e per questo deve necessariamente intersecare la varietà
stabile W+

ε , creando almeno una nuova coppia di orbite omocline.

Come possa accadere tale fenomeno è illustrato in figura 7.15. Le ite-
razioni successive dei punti P, Q portano sia Φk(P ) che Φk(Q) ad avvici-
narsi indefinitamente al punto fisso O, e questo non può avvenire senza che
la lunghezza dell’arco Φk(P )Φk(Q) sulla varietà stabile W+

ε tenda a zero.
D’altra parte il lobo Φk(L), non potendo intersecare nessuna delle sue im-
magini precedenti, resta schiacciato tra la curva instabile W−

ε ed il lobo
Φk−1(L). Perché si conservi l’area, l’arco del lobo che giace sulla curva in-
stabile W−

ε deve allungarsi indefinitamente, ed il lobo deve distendersi lungo
la curva instabile — che non può attraversare. Questo lo porta prima o poi
ad invadere il lobo M, cosa che può fare solo attraversando la curva stabile.

Per il motivo che abbiamo appena illustrato, l’immagine Φk+1(L), . . . di
Φk(L) deve intersecare nuovamente M, ed eventualmente anche la sua im-
magine Φ(M), il che prima o poi dovrà accadere. L’argomento si può ripetere
all’infinito, e questo mostra che devono esistere infinite orbite omocline.

A questo punto è d’obbligo lasciare la parola a Poincaré:13

“ Que l’on cherche à se représenter la figure formée par ces deux
courbes et leurs intersections en nombre infini dont chacune cor-
respond à une solution doublement asymptotique, ces intersec-
tions forment une sorte de treillis, de tissu, de reseau à mailles
infiniment serrées; chacune de ces deux courbes ne doit jamais se
recouper elle–même, mais elle doit se replier sur elle même d’une
manière très complexe pour venir recouper une infinité de fois
toutes les mailles du reseau.

13 “Si cerchi di immaginare la figura formata da quelle due curve e dalle loro
infinite intersezioni, ciascuna delle quali corrisponde ad una soluzione doppia-
mente asintotica. Quelle intersezioni formano una sorta di intreccio, di tessuto,
di rete a maglie infinitamente strette; ciascuna di quelle due curve non deve
mai reintersecare se stessa, ma si deve ripiegare su se stessa in modo estre-
mamente complicato per tornare ad intersecare un’infinità di volte tutte le
maglie della rete. Si resterà sbalorditi dalla complessità di quella figura, che
io non provo neppure a tracciare.” La citazione è tratta da [22], tomo III,
cap XXXIII.
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On sera frappé de la complexité de cette figure, que je ne
cherche même pas à tracer. ”

7.4.7 Le intersezioni omocline nella standard map

La figura che Poincaré si rifiutava di tracciare viene ormai riportata co-
munemente in articoli e testi. Queste note non possono sfuggire a quella che
è ormai diventata una regola.

Per la rappresentazione faremo uso della cosiddetta standard map. Si
tratta di una mappa del toro T

2 su sé stesso definita come14

(7.12) x′ = x+ y (mod 2π) , y′ = y + ε sin(x+ y) (mod 2π) .

Il lettore non avrà difficoltà a rendersi conto che la mappa conserva l’area:
basta verificare che il determinate dello jacobiano è 1.

La mappa ammette due punti fissi, e precisamente x = y = 0, che
in approssimazione lineare si rivela punto ellittico, e x = ±π, y = 0 che
è iperbolico. Concentriamo quindi la nostra attenzione su questo secondo
punto, e proviamo a seguire con l’ausilio del calcolo numerico la formazione
delle intersezioni omocline. La figura 7.16 mostra la formazione della curva
instabile per iterazione di un piccolo tratto. Per comodità del lettore, ai lati
di ciascun grafico sono state aggiunte due strisce verticali entro le quali è
riportata in tratteggio l’immagine della regione del toro contigua al bordo
dell’intervallo [−π, π) su cui sarebbe corretto restringere la rappresentazione.

Nel riquadro (a) della figura 7.16 sono rappresentati dei piccoli tratti
delle varietà stabile ed instabile, che giacciono nell’intorno del punto di equi-
librio. Calcolandone per due volte l’immagine tramite la mappa si ottiene
la figura del riquadro (b). Si vede qui che le varietà si intersecano trasver-
salmente in due punti: sono questi i punti omoclini di Poincaré. Ambedue i
punti corrispondono ad orbite doppiamente asintotiche: ad esempio, le iterate
successive del punto omoclino superiore tendono asintoticamente al punto di
equilibrio di destra, mentre le sue iterate inverse successive tendono asinto-
ticamente al punto di sinistra. Concentriamo ora la nostra attenzione sulla
varietà instabile del punto di sinistra (il ramo superiore uscente da quel
punto). Iterandone ancora una volta il tratto rappresentato nel riquadro (b)
si ottiene l’immagine del riquadro (c): le intersezioni con la varietà stabile
del punto di destra sono diventate tre; una è quella che già conosciamo; una
è la sua immagine sotto l’iterazione; quella di mezzo è una nuova intersezione

14 La mappa è stata proposta da Chirikov come approssimazione del comporta-
mento di un pendolo forzato mediante un piccolo impulso che viene impresso
ad intervalli regolari. È diventata un riferimento standard per la discussione
della dinamica di sistemi che presentano coesistenza di ordine e caos. Proprio
per la sua origine la si considera spesso come definita sul cilindro T×R. D’altra
parte un rapido esame mostra che essa ha comunque periodo 2π in ambedue
le variabili.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 7.16. Il fenomeno del punto omoclino per la standard map,

con ε = 2.36. Le due rette verticali delimitano il cilindro rappresentato

sul piano, mentre le strisce aggiuntive con le curve punteggiate hanno

lo scopo di facilitare la comprensione della figura. (a) Il tratto iniziale

delle varietà stabile ed instabile del punto fisso instabile, duplicato a

causa della rappresentazione del cilindro sul piano. (b) Dopo 2 itera-

zioni le varietà si intersecano trasversalmente in due punti omoclini.

(c)–(e) Le immagini del primo tratto di varietà instabile del punto a

sinistra dopo 3,4,5,8 iterazioni. Il calcolo della varietà in un intorno

piccolo del punto fisso instabile può svolgersi usando semplicemente

l’approssimazione lineare. La figura è stata tracciata determinando in

tal modo un trattino di lunghezza 10−10 ed iterandone l’immagine fino

a trovare il trattino del riquadro (a). Gli altri riquadri sono ottenuti

proseguendo ancora con l’iterazione.
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(a)

(b)

Figura 7.17. a. Rappresentazione parziale delle varietà stabili ed

instabili per la standard map, con ε = 2.36. b. Rappresentazione di al-

cune orbite, ad illustrazione del fatto che l’orbita caotica riempie tutta

la zona occupata dalle varietà stabili ed instabili, mentre sopravvive

una regione di dinamica ordinata.
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che si rivela ora: è la seconda orbita la cui esistenza si giustifica grazie alla
proprietà di conservazione delle aree. Da qui in avanti occorre fare atten-
zione ai lobi formati dalle curve che rappresentano le due varietà: le loro
aree sono eguali, e si conservano sotto l’iterazione della mappa. Il riquadro
(d) rappresenta l’iterazione successiva: i punti sono diventati 5, ed i nuovi
lobi iniziano ad assumere una forma allungata. Ciò è inevitabile, perché
alla conservazione dell’area si aggiunge il fatto che la varietà instabile non
può autointersecarsi, grazie all’unicità dell’orbita passante per un punto. Il
fenomeno dell’allungamento dei lobi si ripete aggiungendo un’ulteriore ite-
razione, che genera l’immagine del riquadro (e). Basta poi aggiungere altre
3 iterazioni per generare l’immagine, già abbastanza complessa, del riquadro
(f): l’osservazione rilevante è che la forma sempre più sottile ed allungata dei
lobi, unita all’impossibilità di autointersezione della varietà instabile, crea
nuove intersezioni omocline con la varietà stabile, corrispondenti a loro volta
a nuove orbite doppiamente asintotiche.

Il riquadro (a) della figura 7.17 riporta tutte le varietà stabili ed instabili,
calcolate iterando per 24 volte l’immagine dei piccoli segmenti rappresentati
nel riquadro (a) della figura 7.16. Come si vede, la figura è già molto com-
plessa, nonostante il numero di iterazioni tutto sommato basso. Questo dà
un’idea, per quanto ancora grossolana, di quanto complicata possa essere la
dinamica nell’intorno delle separatrici.

Nel riquadro (b) della figura 7.17 sono riportate delle orbite, con il pre-
ciso scopo di mettere in evidenza il fatto che l’orbita caotica sembra riempire
tutta la regione invasa dalle varietà stabile ed instabile. Al centro si può no-
tare una regione di moto ordinato, che sopravvive nonostante la scelta di
un parametro perturbativo abbastanza alto al fine di produrre un disegno
decifrabile: sono le isole di moto ordinato di cui parlava Hénon.


