Appendice

INTEGRAZIONE NUMERICA

In questa appendice discutiamo brevemente il problema dell’integrazione
numerica delle equazioni differenziali. Per semplicita, faremo riferimento al
caso di equazioni del primo ordine della forma

(A.1) = f(a,t)

[’estensione al caso di sistemi di equazioni differenziali non presenta difficolta
sostanziali: basta sostanzialmente applicare le stesse formule alla componenti
di un vettore.

Va da sé che la trattazione non potra che essere una prima introduzione:
il lettore interessato all’argomento potra trovare molto di piu nei testi di
analisi numerica.!

A.1 1l metodo di Eulero

Un primo metodo, attribuito ad Eulero, si fonda sull’osservazione che ab-
biamo gia avuto occasione di fare: il secondo membro definisce in ogni punto
(t,z) € D la tangente al grafico della soluzione z(t). Il procedimento & illu-
strato in figura A.1. Vediamolo in dettaglio. Si fissa un passo di integrazione
T arbitrario, ragionevolmente piccolo. Scelto il punto iniziale (g, xg) si ap-
prossima la soluzione a t; = tg + 7 calcolando x(t1) = =(to) + 7f(z0, to).
Avendo trovato il nuovo punto (¢1,x71) si incrementa di nuovo ¢ di 7, e si
calcola z(t3) = x(t1) + 7f(x1,t1), e cosi via. Naturalmente, i punti calcolati
sono solo approssimazioni della soluzione; quanto questo calcolo sia affidabile
e faccenda tutta da discutere.

L' 11 lettore osservera che i metodi qui illustrati sono perfettamente applica-
bili anche ricorrendo al calcolo a mano, a patto di avere tempo sufficiente e
pazienza pressoché illimitata. L’uso di una calcolatrice tascabile, meglio se
programmabile, puod essere molto istruttivo: la programmazione & tipicamente
abbastanza semplice, e ’esecuzione lenta lascia tempo alla riflessione.
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Figura A.1l. Il metodo di integrazione di Eulero: si approssima la
curva con dei tratti di tangente incrementando ¢ a ciascun passo di
una quantita fissata 7.

In termini piu precisi possiamo esporre il procedimento cosi:
(i) si fissa il passo di integrazione T;
(ii) si sceglie il dato iniziale zg, to;
(iii) si procede ricorsivamente calcolando

tj:tj_l—f—T, .’Ej:Tf<.’13x_1,tj_1) N jzl, .

Si costruisce in tal modo una successione {xg, x1,...,z,} che approssima la
soluzione ai tempi tg,t1,...,t, — 0 almeno cosi si spera che faccia.

Se vogliamo valutare ’errore commesso nel corso di questo procedimento
possiamo partire valutando l'errore locale che si commette ad ogni singolo
passo. A tal fine facciamo uso della formula di Taylor

r(t+7) = 2(t) + T2(t) + O(7?) |

dove con O(72) si indica il resto.? Naturalmente per usare questa formula
dobbiamo supporre che z(t) sia due volte differenziabile, il che, ricordando
che & = f(z,t), equivale a supporre che f(z,t) sia di classe C?! rispetto ai suoi
argomenti.? Osserviamo perd che la stima locale non da nessuna indicazione

? La forma di Lagrange del resto della formula di Taylor afferma che la quantita

trascurata e gaz(t + 97) dove 0 < ¥ < 1. Qui ne facciamo uso semplicemente

per stabilire che 1’errore decresce almeno come 72.

3 Siosservicheé'x':fl—{:%ab—i—%.
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Figura A.2. Soluzione numerica dell’equazione & = x mediante il
metodo di Eulero. Le curve rappresentano, a partire dal basso, i risul-
tati ottenuti con passi di integrazione 7 = 0.5 e 7 = 0.1; la curva
superiore & la soluzione corretta z(t) = e.

Figura A.3. Il singolo passo di integrazione col metodo di Eulero.
Lo spostamento lungo la tangente tende ad allontanare sensibilmente
il punto calcolato z; dal punto dell’orbita vera z’.

a priori su come ’errore si accumuli nel corso dell’integrazione.

Proviamo a controllare la propagazione dell’errore ricorrendo al calcolo
esplicito. A tal fine facciamo uso dell’equazione © = = con condizione ini-
ziale £(0) = 1. Ci aspettiamo cosi di calcolare una successione di punti che
approssima la funzione x(t) = e’ . Il risultato ¢ illustrato in figura A.2. La
curva in alto ¢ il grafico della funzione e'. Le altre due curve rappresentano
le soluzioni approssimate con passi di integrazione 7 = 0.5 (curva inferiore)
e 7 = 0.1 (curva intermedia). Si vede bene come le curve calcolate numeri-
camente si allontanino sistematicamente dalla soluzione vera. La figura A.3
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illustra la caratteristica di instabilita del metodo di Eulero: lo spostarsi lungo
la tangente introduce un errore sistematico che tende ad accumularsi in modo
perverso fin che la concavita della curva non muta.?

A.2 T metodi di Runge-Kutta

Si puo cercare di migliorare I’approssimazione della soluzione tenendo conto
di derivate successive, ad esempio utilizzando la formula di Taylor fino a
termini del secondo ordine

2

w(t+7) =2(t) + 73(t) + %x +0(13) .

Ricordando che

d 0 0

si ricaverebbe lo schema di integrazione

72 af of
tj=tji—14r, Tj=2xj—1+ Tf(xj—latj—l> + ) <f% + E)

Tj—1,t5-1

Naturalmente, il calcolo della derivata seconda puo diventare disagevole, il
che rende il metodo poco attraente. Puo quindi essere interessante cercare
formule che consentano di approssimare Z facendo uso solo del calcolo della
funzione f(z,t). Si trova cosi una famiglia di schemi di integrazione nota col
nome di metodi di Runge—Kutta. Illustriamo qui in dettaglio il piu semplice
di tali metodi. L’idea sottostante & calcolare il passo da x(t) a x(t+7) facendo
uso della derivata in un punto intermedio.

Ricaviamo anzitutto un paio di formule utili. Consideriamo una funzione
generica ¢(t), che supporremo essere due volte differenziabile, e consideriamo
le due formule di Taylor

2

42!
2

o) = plt+3) — 5t + 8) + 54t +3) +O() .

Pt +7) = @t +3) + =t + 3) + —= 3t + 5) + O(T%)

2

4 Si potrebbe concludere che il metodo di Eulero & del tutto inadatto al cal-
colo esplicito della soluzione di un’equazione differenziale. Cid & certamente
vero quando si voglia seguire un’orbita per un tempo lungo. Ma su intervalli
di tempo piccoli — ovvero per il calcolo approssimato di funzioni nell’intorno
di un punto noto — il metodo puo ben essere utile. In effetti, i passi di inte-
grazione utilizzati per tracciare la figura A.2 non sono propriamente piccoli. La
scelta e stata dettata dal desiderio di rendere chiaramente visibile il fenomeno
dell’instabilita.
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Sottraendo membro a membro si ottiene
(A.2) et +7) —p(t) =Tp(t+ 3) + O(°)

Si osservi bene che 1’errore non & dell’ordine di 72, come ci si aspetterebbe
da una formula in cui si fa uso della sola derivata prima, ma 73. Cid perché
nella somma si ¢ cancellato il termine contenente ¢. Sommando membro a
membro si ottiene invece

p(t) + ot +7)

5 +0(1?) .

(4.3) ot +3) =

Anche qui, la cancellazione del termine in ¢ fa guadagnare un ordine in 7.

Veniamo al primo metodo. Sostituendo x(t) al posto di ¢(t) nella (A.2)
e ricordando che stiamo risolvendo ’equazione & = f(z,t) otteniamo la
formula del punto centrale

(A.4) s(t+7)—zt)=7f(z(t+3),t+3) .

Non si tratta ancora di una formula utilizzabile, perché vi compare il punto
x(t + ), che non ci & noto. Possiamo pero approssimare tale valore usando
semplicemente il metodo di Eulero, ossia

o(t+2) = a(t) + %f(a:(t),t) +O(r?) .

Cio e conveniente, in quanto nel calcolo della derivata nel punto intermedio
si ha

flzt+2)t+3) = flz@t) +7f(2t),t),t+3) +O(?),

Ricordando che nella (A.4) il valore della funzione f viene comunque molti-
plicato per T questa approssimazione introduce un errore di ordine 73, non
superiore a quello che gia ci si attendeva. Si ottiene cosi un primo schema
di integrazione del tipo di Runge-Kutta del secondo ordine, con errore di

ordine 73, illustrato in figura A.4:

T
h= g fzj-1,t-1)

(A5) .’Ej = {Ilj_l + Tf(.’l?j_l + h,t—|— %) .
tj = tj—l + 7.

Veniamo al secondo schema. Si applica ancora la formula del punto
centrale (A.4), ma questa volta si cerca di approssimare la derivata nel punto
intermedio x(t+3 ) calcolando la media tra le derivate nei punti x(t) e z(t+7).
La (A.3) assicura che I'errore ¢ di ordine O(72) in un termine che deve essere
ancora moltiplicato per 7. A tal fine si cerca una prima approssimazione del
punto z(t + 7) con il metodo di Eulero; si verifica facilmente, anche qui,
che tale approssimazione introduce un errore di ordine 72 nel calcolo della
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Figura A.4. 1l metodo di Runge-Kutta del secondo ordine della for-
mula (A.5). La tangente nel punto intermedio z’ viene approssimata
mediante la tangente nel punto x;_1 + h, calcolato mediante il metodo
di Eulero. Questo riduce sensibilmente 1’errore rispetto allo sposta-
mento lungo la tangente calcolata nel punto z;_1.

derivata, da moltiplicarsi anch’esso per 7. Lo schema di integrazione diventa

hi = 71f(2j-1,t-1) ,

hy = Tf(l‘j_l + hl,tj_l + 7‘)
(A.6) hi + ho

Tj=Tj—1+ 5

tj=tj1+71.

Esistono algoritmi di tipo Runge-Kutta che riducono ulteriormente
I’errore sul singolo passo. La discussione dettagliata esula dagli scopi di
queste note, ma puo essere utile almeno riportare gli algoritmi del terzo
ordine (con errore di ordine 74) e del quarto ordine (con errore di ordine 7°).

L’algoritmo del terzo ordine e

hi=7f(zj-1,t-1) ,
ho =71f(xj—1+h1/2,t;-1+7/2),

(A7) hs =71f(xj—1+ho,tj—1+7),
hi  2hsy  hs
l‘j:l’j_l-i-g'f‘?-i-g .

ti=tj_1+71.
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L’algoritmo del quarto ordine &

hy = 7f(xj-1,t5-1)

ho = Tf(l‘j_l + h1/2,tj_1 +7/2),

h3 = Tf(.’l?j_l —+ h2/2,tj_1 + 7'/2) s
<A8) h4 = Tf(.’l?j_l —l—hg,tj_l —|—7') N

hi hy hs hy
R ik sk
tj = tj—l + 7.
La lista dei metodi di integrazione numerica non si esaurisce certo qui: il

lettore interessato potra trovarne altri, pitt complessi ma spesso piu efficaci,
consultando dei testi di analisi numerica.’

® Per un’eccellente esposizione dei metodi numerici di uso comune, inclusi i
metodi di integrazione di equazioni differenziali, si pud consultare il testo [23].



